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Особенности формирования и развития районов жилой застройки  
в пригородных зонах крупных городов Беларуси 
 
Асп. Е. С. Щербач1), докт. архит., проф. Г. А. Потаев1) 
 
1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь) 
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    Belаrusian National Technical University, 2017 
 
Реферат. Определены и систематизированы наиболее актуальные для дальнейшего изучения процессов, происходя-
щих в районах жилой застройки, пригородные зоны крупных городов Беларуси. Рассмотрены: современные процессы 
трансформации и развития районов жилой застройки на исследуемых территориях; фактические изменения, происхо-
дящие в типологии жилищ и составе жителей пригородных зон; проблемы инфраструктурного обустройства при- 
городных территорий, сохранения и развития рекреационной и экологической функций пригородных зон крупных 
городов. Изложена гипотеза возможности усовершенствования работы системы расселения за счет использования 
цифровых технологий, дана характеристика архитектурно-художественному состоянию жилой среды. Основные ме-
тоды исследования – натурные обследования, анализ статистических данных, проектной и нормативной документа-
ции. В результате выявлено, что для определения реальных потребностей в школах, детских садах, других объектах 
общественного обслуживания необходимо детальное изучение состава жителей поселений. Для упорядочения за-
стройки пригородных территорий крупных городов Беларуси требуется разработка градостроительных регламентов, 
учитывающих реально складывающуюся типологию жилых зданий и состав жителей. Происходящие процессы 
трансформации традиционного расселения в пригородных зонах крупных городов нуждаются в разработке новых 
требований к их инфраструктурному обустройству. Требуются усовершенствование системы мониторинга и реагиро-
вание на запросы населения и возникающие проблемные ситуации. Имеются условия для формирования активных 
сообществ жителей пригородных территорий. Необходимо согласованное развитие всех форм и видов использования 
пригородных зон крупных городов. Для эффективного выполнения пригородными территориями рекреационной  
и экологической функций нужно формировать, развивать и сохранять сети ландшафтно-рекреационных территорий. 
 

Ключевые слова: жилая среда, типология жилища, инфраструктурное обустройство, маятниковая миграция, эколо-
гия, рекреация, «пригород будущего», цифровые технологии 
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Specific Features in Building and Development of Residential Area  
in Suburbs of Largest Belarusian Cities  
 
Ya. S. Shcharbach1), G. A. Potaev1) 
 
1)Belarusian National Technical University (Мinsk, Republic of Belаrus) 
 
Abstract. The most challenging processes to be investigated further which are occurring in residential areas, suburbs in the 
largest Belarusian cities have been determined and systematized in the paper.  The paper considers modern processes of trans-
formation and development of residential areas on the studied territories; ongoing changes in the typology of dwellings and 
inhabitant composition of the suburban zones; problems pertaining to infrastructure development of suburban territories; 
preservation and  improvement of  recreational and ecological  functions of the suburban  zones in the largest cities.  The paper 
 

Адрес для переписки 
Потаев Георгий Александрович 
Белорусский национальный технический университет 
просп. Независимости, 150, 
220013, г. Минск, Республика Беларусь 
Тел.: +375 17 265-95-67 
grado@bntu.by 

Address for correspondence 
Potaev Georgiy A. 
Belarusian National Technical University 
150 Nezavisimosty Ave.,  
220013, Minsk, Republic of Belarus 
Tel.: +375 17 265-95-67 
grado@bntu.by 

 



Строительство  
 

 

276 Наука 
техника. Т. 16, № 4 (2017)  и 

Science and Technique. V. 16, No 4 (2017) 

presents a hypothesis on the possibility to modernize an urbanized region while using digital technologies and it also provides 
architectural and artistic characteristics of the residential environment. The main research methods are the following: field 
surveys; analysis of statistical data, project and regulatory documentation.  So it has been revealed that it is necessary to carry 
out a detailed study of inhabitant composition in the settlements in order to determine their actual requirements in schools, 
kindergartens, and other facilities of public services. Development of town planning regulations taking into account actual 
typology of residential buildings and inhabitant composition  is required for organization of suburban areas in the largest Bela-
rusian cities. Current transformation processes of traditional settlement in the suburban zones of large cities are in need to 
have new requirements to their   infrastructure development. It is necessary to improve  a monitoring system and respond to 
population requirements and emerging problems. Nowadays there are conditions for formation of active population communi-
ties on the suburban territories. It is necessary to execute  a coordinated development of all forms and types of suburban zones 
in the largest cities. The paper recommends to form, develop and preserve landscape and recreational areas in order to ensure 
an efficient recreational and ecological functions of the suburban zones. 
 

Keywords: residential area, typology of dwellings, infrastructure development, floating migration, ecology, recreation, “su- 
burb of the future”, digital technologies 
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Введение 
 

Крупный город и его пригородная зона 
представляют собой единое территориальное 
образование. На пригородных территориях со-
существуют жилые дома сельских жителей  
и садово-дачные участки горожан, объекты ма-
лого бизнеса, производственные предприятия  
и склады, рекреационные объекты и зоны от-
дыха, объекты и сети коммунального, энерге-
тического, транспортного хозяйства, другие 
объекты жизнеобеспечения городов. При этом 
в пригородной зоне живет население, которое 
нуждается в экономическом и социально-
культурном потенциале крупного города. Воз-
растают объемы маятниковой миграции, уси-
ливаются несельскохозяйственные функции 
пригородных поселений. 

Современное состояние пригородных зон 
крупных городов Беларуси характеризуется ак-
тивными трансформациями. Поселения приго-
родных зон растут и видоизменяются. Строятся 
новые жилые районы малоэтажной застрой- 
ки, реконструируется существующее жилье [1]. 
Все это вызывает потребность в том, чтобы  
исследовать происходящие процессы и разра-
ботать научно обоснованные предложения по 
совершенствованию архитектурно-градострои- 
тельной организации пригородных территорий 
крупных городов Беларуси. 

 
Новые типы жилищ 
 

До 1990-х гг. в пригородных зонах крупных 
городов Беларуси преобладала традиционная 
усадебная жилая застройка сельских жителей. 

К настоящему времени построены большие 
объемы жилой застройки горожан – как уса-
дебной, так и многоквартирной (рис. 1, 2).  

 

 
 

Рис. 1. Пример размещения многоквартирной жилой  
застройки городского типа в сельских поселениях  

пригородной зоны Минска – деревне Сенице 
 

Fig. 1. Example of location for urban-style block of flats  
in rural settlements of Minsk suburban zone, village Senitsa 

 

 
 

Рис. 2. Разностильная жилая застройка  
с низкими эстетическими качествами  

в пригородной зоне Минска – поселке Раубичи 
 

Fig. 2. Residential development of different styles with low 
aesthetic qualities in Minsk suburban zone, township Raubichi 
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В пригородных зонах крупных городов по-
явились новые типы жилищ. Например, на од-
ном или двух участках строится блокирован-
ный дом. Но это не дом на две квартиры, как 
предусмотрено градостроительной документа-
цией, а трех-, четырехэтажный дом с двумя 
входами и двумя лестничными клетками, на 
каждую из которых выходят три-четыре, а то и 
шесть-восемь квартир. И это не стандартный 
многоквартирный дом, а более комфортное жи-
лье, так как имеются приусадебный участок, 
огороженные парковки для соседей, знающих 
друг друга. Однако в градостроительной про-
ектной документации нагрузки на электриче-
ство, канализацию и водоснабжение планиро-
вали исходя из одной квартиры на участке,  
а когда там оказывается 12–16 семей и когда та-
ких домов не один, а несколько, мы имеем со-
вершенно другие нагрузки на инженерные сети. 

Другой пример: запроектирована улица с 
участками усадебной застройки. По проекту 
дома находятся в середине участков с отсту- 
пом 3 м от границы, хозяйственные постройки 
компактно расположены в смежных углах 
участков с отступом 1 м от границы. Но у вла-
дельца участка мало денег на строительство 
полноценного дома, он строит сарайчик и по-
степенно увеличивает его, а потом решает, что 
ему достаточно этого пространства для жизни. 
В итоге хозяйственная постройка, расположен-
ная в метре от границы участка, по факту ста-
новится жилым домом. 

Есть примеры, когда среди усадебной за-
стройки с нарушением норм строятся дома 
площадью 1000 м², занимающие свой участок 
от одной до другой границы. Нередко участки  
с подобными нарушениями оказываются со-
седними. 

Это примеры, когда градостроительные 
проекты отсутствуют и застройщики нарушают 
действующие нормы. Однако и реализация 
комплексных проектов усадебной жилой за-
стройки редко обходится без проблем. Напри-
мер, поселок «Стимово», расположенный на 
выезде из Бреста по направлению к Минску 
(проект архитектурной мастерской А. Андрею- 
ка), был запроектирован и построен как единая 
объемно-пространственная композиция, с цве-
товыми решениями фасадов зданий, кровель-
ными покрытиями и т. п. При продаже домов  

с участками покупателям не было поставлено 
никаких условий и требований по соблюдению 
градостроительных регламентов. В результате 
после покупки домов многие новые владельцы 
начали переустраивать участки, изменять от-
делку зданий, кровли, огораживать участки по 
своему усмотрению, добавлять навесы для ма-
шин, изменяя облик поселка. В итоге эстетиче-
ская составляющая проектного решения, кото-
рая на стадии продажи повышала стоимость 
жилищ и статус поселка в целом, значительно 
ухудшена. 

 

Новый состав жителей пригородных зон 
 

Происходят существенные перемены и в 
укладе жизни людей, усложняется структура 
населения – как в отношении уровня доходов, 
так и по видам занятости. Скачок в развитии 
средств коммуникаций – информационных и 
транспортных – в сочетании с развитием тех-
нологий производства позволяет все большему 
количеству людей, занятых в интеллектуальной 
и творческой сфере, работать и получать обра-
зование дистанционно. Как правило, это наибо-
лее талантливая и перспективная молодежь,  
в привлечении которой заинтересован любой 
развивающийся город. Как следствие, рабочие 
места появляются прямо в жилых районах, это 
ведет к сокращению необходимости ежедневно 
совершать поездки к местам приложения труда. 
В то же время увеличивается потребность в вы-
соком качестве жилой среды. 

В результате определенная часть населения 
получила возможность более свободно выби-
рать место жительства как в городах, так и за 
их пределами. Часто местом жительства для 
людей, работающих дистанционно, становятся 
именно пригородные территории крупных го-
родов. Это обусловлено хорошей экологиче-
ской обстановкой в сочетании с возможностью 
пользоваться преимуществами близкорасполо-
женного города. 

Интересным примером жилья для людей, 
работающих дистанционно, являются дома для 
творческой молодежи в деревне Ходосы, рас-
положенной недалеко от Жабинки, запроекти-
рованные Т. Кескевич и Е. Ляшуком. Несколь-
ко молодых семей из Бреста организовали сов-
местную стройку и толокой, по очереди строят 
дома друг другу. Среди жителей есть видео-
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оператор, художник, дизайнер, программист. 
Получается небольшой поселок с высоким ка-
чеством среды. По словам жителей поселка, 
решающую роль в выборе участка сыграли 
низкая стоимость земли, расположение недале-
ко от трассы М1, в 20 км от Бреста, и то, что 
земля входит в природоохранную зону санато-
рия «Буг». Застраиваемый участок не примыка-
ет вплотную к существующему поселению и во 
многом является автономным. Имеются элек-
троснабжение и гравийная дорога, расчистку 
снега на которой жители производят самостоя-
тельно [2]. 

Такая тенденция наиболее интересна в кон-
тексте развития несырьевых отраслей экономи-
ки. Квалифицированные специалисты стано-
вятся основным стимулятором экономической 
активности. К примеру, по результатам опроса 
предпринимателей США1, решающим факто-
ром для развития бизнеса является наличие 
людских ресурсов. Так, по признанию 31 % ре-
спондентов, талантливая и образованная моло-
дежь, которая может стать сотрудниками их 
компаний, – это основной бизнес-ресурс, 20 % 
опрошенных заинтересованы в молодежи тех-
нических специальностей. Вторым значимым 
фактором является географическая близость 
или удобные транспортные связи с крупным 
городом (отметили 21 % респондентов) [3]. 

 

Проблемы инфраструктурного  
обустройства пригородных территорий 
 

Эффективное функционирование пригород-
ных территорий связано с увеличением интен-
сивности движения пассажирского и грузового 
транспорта и необходимостью соответствую-
щего развития транспортной сети: повышением 
плотности и пропускной способности автома-
гистралей и дорог местного значения, созда- 
нием транспортных обходов поселений, разви-
тием объектов придорожного сервиса и попутно-
го обслуживания (рис. 3). В большинстве случа- 
ев новая жилая застройка не обеспечена необ-
ходимой инженерной инфраструктурой. Напри- 
мер, водоснабжение многие владельцы инди- 
видуальных жилых домов организовывают  
самостоятельно путем бурения скважин; преоб- 
                                                           

1 Опрос проведен некоммерческим консалтинговым 
агентством Endeavor Insight в 2014 г. 

 

ладает местная канализация, отсутствует необ-
ходимая очистка стоков, что приводит к загряз-
нению подземных грунтовых вод. Такое по- 
ложение вещей наблюдалось и раньше, но про-
блема приобрела более серьезный характер  
в связи с разрастанием территорий усадебной 
застройки. 

 

 
 

Рис. 3. Один из объектов придорожного сервиса  
и попутного обслуживания на автомагистрали  
Минск – Слуцк в пригородной зоне Минска 

 

Fig. 3. One of objects for roadside assistance and associated 
services on Minsk – Slutsk highway in Minsk suburban zone 

 
Пригородные поселения привлекательны не 

только для проживания, но и для ведения мало-
го бизнеса. Развитие технологий производства 
привело к тому, что для выпуска достаточно 
большого количества видов продукции требу-
ются относительно небольшие производствен-
ные площади, а технологические процессы ста-
новятся более экологичными. В сочетании с 
меньшей, по сравнению с городом, стоимостью 
земли это привлекает в пригородные поселения 
предпринимателей, которые размещают произ-
водственные объекты на жилых территориях.  
А это зачастую создает повышенный уровень 
шума, усиливает движение грузового транспор-
та на жилых территориях. 

Во многих пригородных сельских поселе-
ниях владельцы жилых домов либо формально 
становятся сельскими жителями (получив дом  
в наследство, купив или построив дом), либо 
остаются горожанами, имеют квартиру в городе 
и используют пригородные дома и участки как 
второе жилье. Нередким примером является 
строительство полноценного жилья горожан на 
дачных участках [4]. Причем, как правило, но-
выми жителями дачных поселков становятся 
молодые семьи с детьми. 

Требования новых жителей пригорода к до-
му, участку, объектам обслуживания суще-

http://issuu.com/endeavorglobal1/docs/what_do_the_best_entrepreneurs_want
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ственно отличаются от требований сельских 
жителей и участников дачных кооперативов. 
Только детальное изучение состава жителей 
поселений пригородных зон позволит опреде-
лить реальные потребности в школах, детских 
садах, других объектах общественного обслу-
живания. 

 
Эстетические качества жилой среды 
 

Актуальность обеспечения высокого уровня 
инфраструктурного обустройства и достаточ-
ного количества рабочих мест не вызывает со-
мнений, но изучение опыта развитых стран го-
ворит о необходимости обеспечить на стадии 
проектирования возможность значительного 
улучшения качества жилой среды в будущем. 
Парки, велодорожки, общественные простран-
ства и прочие удобства – это роскошь. Как пра-
вило, при быстром росте пригородных районов, 
когда новые поселенцы ориентированы на ис-
пользование инфраструктуры города, ведущую 
роль играют квадратные метры жилой площа-
ди. Но с удовлетворением базовых потребно-
стей население начинает стремиться к увеличе-
нию автономии и комфорта. Актуализируются 
потребности более высокого уровня. 

В 2014 г. среди 27 тыс. жителей США был 
проведен опрос о влиянии места жительства на 
качество жизни2. Исследовалось влияние таких 
факторов, как доход, образование, профессия, 
возраст, на то, что человек ценит в своем месте 
жительства. В результате вторым по значимо-
сти после обеспечения базовых услуг являются 
высокие эстетические качества среды [5]. 

Еще более интересно исследование о коли-
чественном определении воздействия живопис- 
ной среды на здоровье, проведенное в Уорик-
ском университете (Великобритания) в 2015 г. 
Сравнив данные опроса о качестве архитектуры 
практически во всех населенных пунктах стра-
ны с данными о состоянии здоровья населения, 
исследователи пришли к выводу, что хорошая 
архитектурная среда действительно улучшает 
здоровье людей [6]. 

Большинство существующих районов жи-
лой застройки пригородных зон имеют низ- 
кие архитектурно-художественные качества. 
                                                           

2 «Опрос о месте и счастье», проведен командой Ри- 
чарда Флориды. 

 

Отсутствуют комплексность и единые стилевые 
решения. Часто размеры кварталов и самих 
районов не рассчитаны на пешеходный мас-
штаб. Имеют место зоны сплошной усадебной 
застройки с монотонной, однообразной за-
стройкой низкого качества. Как правило, в них 
нет какой-либо системы ориентирования, за 
исключением названия улиц. Вызывает воп- 
росы и планировочная структура кварталов. 
Нередко новые районы добавляются к суще-
ствующей застройке без учета сложившейся 
планировочной ситуации и без расчета на даль-
нейший рост. 

 
«Пригород будущего» 
 

Можем ли мы предвидеть, какие изменения 
ожидают районы малоэтажной застройки в бу-
дущем и на стадии проектных работ зало- 
жить основу гармоничного развития районов? 
Современные города ориентированы на обес-
печение комфортного проживания самых раз-
ных слоев общества. Растет необходимость 
предоставления большого выбора форматов 
проживания. Даже при проектировании типо-
вого жилья должна быть предусмотрена воз-
можность индивидуализации. 

Индивидуализируются потребности населе-
ния, растет выбор мест приложения труда и 
отдыха, спрос на дополнительное и специфиче-
ское образование. В итоге процессы управле-
ния и развития городских территорий услож-
няются. Возникает необходимость создания 
эффективной системы мониторинга и реагиро-
вания на запросы населения и появляющиеся 
проблемные ситуации. 

Одним из решений этой задачи может стать 
использование инновационных цифровых  тех-
нологий. В зарубежной градостроительной 
практике на формирование застройки и работу 
систем расселения все большее влияние ока- 
зывают новые технологии. Кажется, что при 
нынешней экономической ситуации и при 
наличии вышеперечисленных проблем рано 
говорить о внедрении инноваций, но такое иг-
норирование таит опасность потери конкурен-
тоспособности наших городов. К примеру, су-
ществующий в Беларуси уровень развития  
и распространения информационных и комму-
никационных технологий позволяет сегодня 
использовать их как инструментарий для реше-
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ния градостроительных задач. Уже сейчас мы 
можем с помощью геолокации или информа-
ции, имеющейся у мобильных операторов, 
наладить систему регулирования транспортных 
потоков между городом и пригородом.  

Дешевизна и большой выбор способов ди-
станционного общения делает возможным со-
здание сообществ жильцов пригородных терри-
торий и их дальнейшую эффективную работу. 
Подробного изучения требует мировой опыт 
использования цифровых технологий для улуч-
шения качества жилой среды и налаживания 
эффективной совместной работы городских и 
пригородных территорий. 

 

Как сохранить рекреационную  
и экологическую функции  
пригородных территорий? 
 

Важной составной частью пригородных зон 
крупных городов является их зеленая зона – 
прилегающая к городу территория, преимуще-
ственно занятая лесами, лесопарками и други-
ми зелеными насаждениями и предназначенная 
для организации отдыха населения и улучше-
ния санитарно-гигиенического состояния го-
родской среды (рис. 4).  

Площадь лесов зеленой зоны города, пред-
назначенных для формирования ландшафтно-
рекреационных территорий, принимается в рас- 
чете на одного человека: для крупнейших  
городов – 250  м2,  для  крупных – 200  м2,  

для больших – 150 м2, для средних – 100 м2,  
для малых городских поселений – 70 м2 [7–10].  
Повышение плотности застройки пригородных 
зон крупных городов, особенно многоэтажны-
ми многоквартирными жилыми домами, созда-
ет высокие рекреационные нагрузки на приле-
гающие ландшафты, снижая их рекреационные 
и экологические качества. Необходимо согла-
сованное развитие всех форм и видов исполь-
зования пригородных зон крупных городов.  

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Для упорядочения застройки пригород-

ных территорий крупных городов Беларуси 
требуется разработка градостроительных ре-
гламентов, учитывающих реально складываю-
щуюся типологию жилых зданий и состав жи-
телей. 

2. Происходящие процессы трансформации 
традиционного расселения в пригородных зо-
нах крупных городов нуждаются в разработке 
новых требований к их инфраструктурному 
обустройству. 

3. Одна из важнейших задач архитектурно-
градостроительной организации пригородных 
зон крупных городов – эффективное выпол- 
нение ими рекреационной и экологической 
функций, для чего необходимо формирование  
и развитие сети ландшафтно-рекреационных 
территорий. 

 

 
 

Рис. 4. Ландшафтно-рекреационная территория – спортивный комплекс Раубичи  
в пригородной зоне Минска 

 

Fig. 4. Landscape and recreational territory, sports complex Raubichi in Minsk suburban zone 
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Реферат. Покрытия автомобильных дорог в процессе эксплуатации подвергаются интенсивным механическим воз-
действиям, ультрафиолетовому облучению, знакопеременным температурам (замораживанию и оттаиванию), высу-
шиванию и увлажнению. В связи с этим на дорожном покрытии появляются повреждения различного вида. Наиболее 
характерный и опасный вид разрушений – микротрещины поверхностного слоя. Одна из основных причин их образо-
вания – воздействие погодно-климатических факторов, связанных со значительными изменениями температуры по-
верхности покрытия и появлением в верхнем слое больших градиентов температур. В связи с этим при проектирова-
нии и эксплуатации автомобильных дорог актуально исследование напряженного состояния дорожного покрытия, 
вызванного температурным воздействием. Цель исследований авторов – определение допустимых градиентов темпе-
ратур для цементобетонного дорожного покрытия, не допускающих образования микротрещин на их поверхности,  
и толщины поврежденного поверхностного слоя. Выполнены расчеты дорожного покрытия при различных законах 
распределения температуры по его глубине. Для исследования напряженного состояния цементобетонных по- 
крытий автомобильных дорог использован конечно-разностный метод, реализованный в компьютерной програм- 
ме PARUS. Получены закономерности распределения напряжений в цементобетонном покрытии автомобильных 
дорог при различных температурах поверхности. Установлены допустимые градиенты температуры в верхнем слое 
покрытия и дана оценка толщины слоя, в котором образуются микротрещины. При расчете использован критерий 
прочности, основанный на процессе образования и развития микротрещин в бетоне. Возможность появления микротре-
щин в дорожном покрытии зависит от прочности материала, условий закрепления плиты и градиентов температур.  
 

Ключевые слова: температура, напряжения, прочность, цементобетон, дорожное покрытие, трещины, поверхност-
ный слой 
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Abstract. While being operated auto-road pavements are subjected to intensive mechanical impacts, ultraviolet ray irradia-
tion, freeze-thaw temperatures, freezing and thawing, drying and moistening. Due to these actions various types of pavement 
distresses appear on the road pavement.  The most  significant and  dangerous type of  distresses  is micro-cracks  on  the  road  
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surface. One of the main reasons for their formation is an action of weather and climatic factors that initiate large changes in 
temperature of coating surface and occurrence of large temperature gradients in the upper layer. In this context while desig- 
ning and operating auto-roads it is rather essential to investigate a stress state in road surface which is caused by temperature 
action. Purpose of the described investigations is to determine permissible temperature gradients for cement-concrete pave-
ments that exclude formation of micro-cracks on their surface and thickness of damaged surface layer. Calculations of road 
pavement have been carried out at various laws for temperature distribution in its depth. A finite difference method realized  
in PARUS software has been used for studying a stress state of cement-concrete auto-roads. Regularities for distribution  
of stresses in cement-concrete pavement of auto-roads have been obtained at various surface temperatures. Permissible tem-
perature gradients in the upper pavement layer have been determined and thickness of the layer where micro-cracks are 
formed has been assessed in the paper. Strength criterion based on the process of micro-crack formation and development  
in the concrete has been used for calculations. Risk of micro-crack formation on the auto-road pavement depends on material 
strength, conditions of plate fixing and temperature gradients. 

 

Keywords: temperature, stresses, strength, cement concrete, road pavement, cracks, surface layer 
 

For citation: Pshembaev M. K., Kovalev Ya. N., Shevchuk L. I. (2017) Analysis of  Stress State in Upper Layer of Road Concrete 
Pavement with Temperature Action. Science and Technique. 16 (4), 282–288. DOI: 10.21122/2227-1031-2017-16-4-282-288  
(in Russian) 

 
Введение  
 

При устройстве дорог, на протяжении всего 
срока их эксплуатации, а также во время ре-
монта дорожные одежды подвергаются ме- 
ханическим воздействиям от транспортных 
средств, термическим воздействиям от сезон-
ного изменения температуры, изгибу от кине-
матического воздействия за счет неравномер-
ных осадок основания, периодических замер- 
заний и оттаиваний. Среди перечисленных  
факторов особое место занимает сезонное из- 
менение температуры – годичное и суточное. 
Температурный режим во многом зависит от 
скорости и величины изменения температуры 
воздуха, а также от солнечной радиации [1]. 

В исследованиях ставилась задача расчета 
бетонных дорожных покрытий на температур-
ные воздействия – определение условий тепло-
вого режима, который был бы безопасным для 
эксплуатации покрытия. Определено, что если 
параметры температурного режима превысят 
предельные значения, полученные расчетом, то 
в покрытии появятся микротрещины и с тече-
нием времени оно потеряет свои прочностные 
качества и несущую способность. Чтобы полу-
чить прочное, долговечное, экономически вы-
годное цементобетонное дорожное покрытие, 
недостаточно иметь только представление о его 
напряженном состоянии в зависимости от тем-
пературного воздействия. Требуется найти кри-
терий прочности, позволяющий установить та-
кие условия работы бетона, при которых в нем 
начинают образовываться микротрещины, яв-
ляющиеся первопричиной его разрушения [2].  

Для достоверности результатов расчета це-
ментобетонного покрытия следует основывать-
ся на физических представлениях о процессе 
разрушения бетона. Этому вопросу посвящены 
исследования О. Я. Берга [3, 4], Б. Г. Скрамтае-
ва [5], Н. В. Свечина [6], В. В. Михайлова [7]. 

  
Физические основы  
критерия прочности бетона  
 

В качестве критерия прочности для бетона 
принято условие, предложенное О. Я. Бергом [3]. 
В исследованиях П. У. Бриджмена [8], А. А. Гвоз-
дева [9], С. Д. Волкова [10, 11] подтверждается, 
что при сжатии бетонных образцов, по-разному 
сопротивляющихся сжатию и растяжению, 
процесс разрушения имеет сложный харак- 
тер. Так, ими установлено увеличение объема 
образца за счет появления продольных микро-
трещин. Этот критерий образования микротре-
щин использован в исследованиях, изложен- 
ных в [2]. Результаты экспериментов подтвер-
ждают, что границу образования микротрещин 
при сжатии, соответствующую началу разру-
шения бетона, следует рассматривать как его 
основную характеристику. 

 
Постановка задачи  
 

Ставилась задача определения напряженно-
го состояния дорожного покрытия от темпера-
турного воздействия. Рассматривали прямо-
угольный участок дорожного покрытия разме-
рами 5,0×3,75 м в плане и толщиной 0,25 м. 
Учитывали самый невыгодный случай работы 
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участка дорожного покрытия, при котором счи-
талось, что деформационные швы не могут де-
формироваться. Поэтому по краям участка по-
крытия принимали условия отсутствия гори-
зонтальных перемещений. Для получения 
решения использовали метод конечных разно-
стей [2].  

Получены результаты расчета участка до-
рожного покрытия, изготовленного из различ-
ных классов бетона и при разных температурных 
режимах. Принимали: коэффициент поперечной 
деформации ν = 0,16; коэффициент температур-
ного расширения α = 14,5 ⋅ 10–6 град–1; коэффи- 
циенты снижения прочности бетона по [2]. Мате- 
риал покрытия – изотропный и однородный.  

Рассматривали два случая наступления пре-
дельного состояния – образования микро- 
трещин:  

• в условиях растяжения (σ1 ≥ 0); 
• в условиях сжатия (σ1 < 0). 
В обоих случаях эквивалентное напряжение 

определяли как геометрическую сумму главных 
напряжений, которую в первом случае сравни-
вали с нормативным сопротивлением бетона 
осевому растяжению fctk(0,95), а во втором –  
с нормативным сопротивлением осевому сжа-
тию fck, сниженным на коэффициент k0 [2]. 

 
Температурный расчет  
дорожного покрытия 
 
Участок дорожного покрытия имеет не-

большие размеры, поэтому можно считать, что 
по всей площади его верхней и нижней поверх-
ностей температура одинаковая. В связи с этим 
задачу распределения температуры по толщине 
покрытия принимаем как одномерную. В [12] 
приведено дифференциальное уравнение  
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где λ – коэффициент теплопроводности; с – 
удельная теплоемкость; γ – плотность; а – ко-
эффициент температуропроводности а = λ/сγ. 

Используя математические преобразова- 
ния [13] и решая дифференциальное уравне- 
ние (1), получаем  
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где tz – температура точки на расстоянии z от 
верхней поверхности покрытия; tп – то же по-
верхности покрытия вследствие воздействия 
источника теплоты; tб – начальная температура 
бетона; τ – время, в течение которого воздей-
ствует температура.  

После подстановки 2u z a= τ  получим 
интеграл 
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Учитывая значение интеграла (3) и ограни-

чившись шестью членами ряда [13], получим 
выражение для вычисления температуры в 
произвольной точке покрытия на расстоянии z 
от его верха  
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С помощью программы PARUS построены 

графики распределения температуры при раз-
ных значениях температуры поверхности по-
крытия и времени температурного воздейст- 
вия (рис. 1). Из рис. 1 видно, что закон измене-
ния температуры по толщине покрытия имеет 
сложный нелинейный характер. При неболь-
шом времени прогрева (до 45 мин) по мере за-
глубления в толщу покрытия температура зна-
чительно уменьшается, а вблизи нижней по-
верхности – практически до нуля (рис. 1а).  
На рис. 1b показан характер распределения тем-
пературы для разной продолжительности прогре-
ва покрытия. При небольшом времени прогрева 
покрытия (τ = 45 мин) характер распределения 
температуры нелинейный. Температура верхней 
части поверхности повышается до 10 оС, в то 
время как температура нижней поверхности воз-
растает всего на 1,56 оС. Следует отметить, что 
максимальный градиент температуры во всех 
случаях наблюдается в верхнем слое. 
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Рис. 1. Распределение температуры по глубине покрытия: а – при различных температурах его поверхности:  
1 – tп = 2 оС; 2 – 4; 3 – 6; 4 – 8; 5 – 10 оС;  b – при разном времени воздействия температуры на него:  

1 – τ = 45 мин; 2 – 90; 3 – 120; 4 – 300; 5 – 720 мин 
 

Fig. 1. Distribution of temperature through pavement depth: а – at various temperature of its surface:  
1 – tп = 2 °С; 2 – 4; 3 – 6; 4 – 8; 5 – 10 °С; b – at various time periods of  temperature action on pavement:  

1 – τ = 45 min; 2 – 90; 3 – 120; 4 – 300; 5 – 720 min 
 
Оценка напряженного состояния бетона  
при повышении температуры  
поверхности дорожного  
цементобетонного покрытия  
 

Для оценки напряженного состояния в по-
крытии выполнен расчет и получены эквива-
лентные напряжения по программе PARUS [2] 
для бетона класса С35/45 при повышении тем-
пературы верхней поверхности дороги и ее 
прогреве продолжительностью 15 мин. Графи-
ки  распределения  эквивалентных  напряжений  

по толщине покрытия при различных темпера-
турах нагрева его поверхности приведены на 
рис. 2. Очевидно, что распределение эквива-
лентных напряжений по толщине покрытия от 
повышения температуры поверхности покры-
тия имеет криволинейных характер. В связи с 
небольшим временем прогрева в нижнем слое 
покрытия температура близка к начальной тем-
пературе бетона. Значение эквивалентного 
напряжения прямо пропорционально повыше-
нию температуры поверхности покрытия во 
всех его слоях. 

 

 
Толщина z, см 

 
Рис. 2. Изменение эквивалентных напряжений по толщине покрытия из бетона класса С35/45  

при разной температуре его верхней поверхности 
 

Fig. 2. Changes in equivalent stresses through thickness of С35/45-grade concrete pavement  
at various temperature of its upper surface 
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Результаты расчета показывают, что значе-
ние бóльшего главного напряжения не меньше 
нуля (σ1 ≥ 0) (табл. 1). Поэтому эквивалентное 
напряжение при оценке прочности бетона 
сравнивается с пределом прочности бетона на 
растяжение fctk,95%. Из графиков рис. 2 видно, 
что при повышении температуры на 2 и 4 оС 
кривые не пересекают предельную линию, со-
ответствующую fctk,95%. Следовательно, при та-
ких условиях микротрещины на поверхности 
покрытия не образуются. А вот кривые, соот-
ветствующие возрастанию температуры на 6; 8; 
10 и 12 оС, уже пересекают предельную линию, 
что указывает на образование микротрещин на 
поверхности покрытия. При этом повышение 
температуры на 6 оС может привести к образо-

ванию микротрещин на глубину до 1 см, а на 
12 оС – увеличивает глубину проникновения 
микротрещин до 6 см. 

 

Прогнозируемая толщина  
поврежденного микротрещинами  
поверхностного слоя дорожного покрытия  
 

Важной задачей исследования является 
определение условий образования микротре-
щин и глубины их проникновения в толщу до-
рожного покрытия. С помощью программы 
PARUS [2] выполнены расчеты дорожного по-
крытия и установлена толщина поврежденного 
поверхностного слоя в зависимости от градиен-
та температуры для различных классов бето- 
на (рис. 3). 

Таблица 1  
Напряжения в дорожном покрытии от повышения температуры его поверхности на 10 оС  

при времени его прогрева 15 мин 
 

Stresses in road pavement due to temperature increase of its surface by 10 оС   
with 15 minute time period for its heating 

 

z, см σx, МПа σy, МПа σz, МПа τxy, МПа τyz, МПа τzx, МПа σ1, МПа σ2, МПа σ3, МПа σeq, МПа 

0,0 –3,40 –3,40 0,00 0,0 0,0 0,0 0,00 –3,40 –3,40 4,80 
2,0 –2,60 –2,60 0,46 0,0 0,0 0,0 0,46 –2,60 –2,60 3,70 
4,0 –1,94 –1,94 0,47 0,0 0,0 0,0 0,47 –1,94 –1,94 2,78 
6,0 –1,37 –1,37 0,48 0,0 0,0 0,0 0,48 –1,37 –1,37 2,00 
8,0 –0,90 –0,90 0,48 0,0 0,0 0,0 0,48 –0,90 –0,90 1,36 

10,0 –0,55 –0,55 0,47 0,0 0,0 0,0 0,47 –0,55 –0,55 0,91 
12,0 –0,29 –0,29 0,47 0,0 0,0 0,0 0,47 –0,29 –0,29 0,62 
14,0 –0,10 –0,10 0,45 0,0 0,0 0,0 0,45 –0,10 –0,10 0,47 
16,0 0,11 0,11 0,51 0,0 0,0 0,0 0,51 0,11 0,11 0,53 
18,0 0,10 0,10 0,45 0,0 0,0 0,0 0,45 0,10 0,10 0,47 
20,0 0,10 0,10 0,45 0,0 0,0 0,0 0,45 0,10 0,10 0,47 
22,0 0,10 0,10 0,45 0,0 0,0 0,0 0,45 0,10 0,10 0,47 

 

 
                                     20,5              41,0            61,5            82,0            102,5           123,0 

gradt, °С/м 
 

Рис. 3. Зависимость толщины разрушенного микротрещинами поверхностного слоя  
от градиента температур для различных классов бетона 

 

Fig. 3. Dependence of thickness of  distressed surface layer due to micro-cracks  
on temperature gradient for various concrete grades 
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Установлено, что толщина поврежденного 
слоя существенно зависит от градиента темпера-
тур и от низких классов бетона С8/10–С25/30. 
Толщина поврежденного слоя зависит только 
от градиента температур и практически не зави-
сит от высоких классов бетона С30/37–С45/55. 
Значения градиентов температур (для разных 
классов бетона), при которых появляются по-
врежденные слои различной толщины, приве-
дены в табл. 2. 

 
Сравнение с опытными данными 
 

Полученные результаты расчета дорожного 
покрытия на температурные воздействия поз-
воляют прогнозировать образование микро-
трещин в верхнем слое бетона и оценить тол-
щину поврежденного слоя. В Казахстанском 
дорожном научно-исследовательском инсти- 
туте М. К. Пшембаевым, Б. Б. Телтаевым и  
Е. А. Суппесом [14] выполнены эксперимен-
тальные исследования особенностей темпера-

турного режима автомобильной дороги с це-
ментобетонным покрытием в условиях север-
ного региона Казахстана. Авторы провели дли-
тельный мониторинг изменения температуры  
и влажности в слоях конструкции дорожной 
одежды и в точках земляного полотна на участ-
ках дороги «Астана – Бурабай». Используя по-
лученные результаты, можно определить гра-
диенты температуры и оценить прочность 
верхнего слоя покрытия (табл. 3). 

Из табл. 3 видно, что самый большой поло-
жительный градиент на поверхности дорожно-
го покрытия появляется в апреле: gradt =  
= 38,46 оС/м. Сравнивая этот градиент с пре-
дельными градиентами, приведенными в табл. 2, 
можно сделать вывод, что использование само-
го слабого класса бетона С8/10 приведет к раз-
рушению от микротрещин в слое глубиной 1 см. 
При всех других классах бетона образования 
микротрещин от температурного воздействия 
не будет. 

 
Таблица 2 

Предельные значения градиентов температур образования микротрещин (оС/м)  
 

Limit values of temperature gradients for formation of micro-cracks (оС/m) 
 

h0, см 
Класс бетона 

С8/10 С12/15 С16/20 С20/25 С25/30 С30/37 С35/45 С40/45 
1,0 30,75 43,05 47,83 49,91 51,25 59,64 59,64 62,43 
2,0 41,00 49,88 54,67 58,83 61,50 70,29 70,73 71,75 
3,0 49,54 56,72 61,50 69,05 71,75 80,05 80,98 81,07 
4,0 58,08 64,94 71,75 79,84 82,00 94,00 94,06 94,60 
5,0 68,33 76,31 82,00 94,92 98,15 110,45 110,45 110,45 
6,0 79,72 90,75 87,20 113,25 114,96 – – – 

  
Таблица 3 

Значения градиентов температур на верхнем слое дорожного покрытия по результатам эксперимента [14] 
 

Values of temperature gradients on upper layer of road pavement according to experiment results [14] 
 

Время года Время суток, ч 
Показание датчика температуры, оС Градиент температуры, 

оС/м на поверхности на глубине 13 см 
 31 октября 2014 г. 15:00 5,0 2,5 19,23 
 17 ноября 2014 г. 8:00 –9,0 –3,0 –46,15 
 31 января 2015 г. 8:00 –22,0 –18,0 –30,77 
 29 марта 2015 г. 14:00 –9,0 –6,0 –23,08 
 16 апреля 2016 г. 14:00 12,0 7,0 38,46 
 5 мая 2015 г. 15:00 27,0 23,0 30,77 
 29 июня 2015 г. 15:00 32,5 32,0 3,85 
 18 августа 2015 г. 9:00 30,5 25,5 38,46 
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ВЫВОДЫ 
 
1. По многолетним наблюдениям установ-

лено, что наиболее характерным и опасным ви-
дом разрушений дорожных бетонных покрытий 
являются микротрещины поверхностного слоя. 
Одна из основных причин их образования – 
воздействие погодно-климатических факторов, 
связанных со значительными изменениями 
температуры поверхности покрытия и появле-
нием в верхнем его слое больших градиентов 
температур. 

2. Определено напряженное состояние до-
рожного покрытия, подвергнутого температур-
ному воздействию. С помощью разработанной 
программы PARUS выполнены расчеты и уста-
новлены толщины поверхностного слоя покры-
тия с микротрещинами в зависимости от гради-
ента температуры для различных классов бето-
на. Выявлено, что толщина поврежденного 
слоя бетонного покрытия существенно зависит 
от градиента температур при низких классах 
бетона. В случае применения высоких классов 
бетона толщина поврежденного слоя покрытия 
зависит только от градиента температур. 
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Мультиволновой ультразвуковой контроль бетона 
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Реферат. Существующая система неразрушающего контроля бетона конструкций фактически ориентирована на ис-
пользование продольных акустических волн. Это обусловлено простотой технической реализации измерений скоро-
сти (времени) прохождения акустического импульса в бетонном массиве. Но оборотной стороной простой методики 
измерений является потеря дополнительной информации о бетоне, которая содержится в принятом акустическом 
сигнале. Поэтому применение ультразвукового метода контроля бетона ограничивается оценкой его прочности. Сов-
местное использование нескольких типов волн – так называемый мультиволновой контроль – позволяет улучшить 
метрологические показатели ультразвукового метода и получить больше информации при определении физико-
механических свойств бетона в лабораторных и натурных условиях. В статье рассматривается испытание бетона про-
тяженных элементов и конструкций ультразвуковым импульсным методом на основе использования продольных 
подповерхностных волн и волн Релея. Для типовых акустических преобразователей со значительным временем ре-
верберации и не обладающих пространственной селективностью предлагается методика временной селекции волно-
вых составляющих по амплитудному признаку. Основа методики – визуальное (по осциллограмме принятого сигна-
ла) определение характеристических моментов времени, по которым рассчитывается дифференциальное значение 
скорости распространения импульса волны Релея. Представлены результаты моделирования процесса распростране-
ния акустического импульса на базе 0,15 м и данные ультразвуковых натурных испытаний бетона на измерительных 
базах от 0,25 до 1,75 м. Преимущество использования большой базы прозвучивания – возможность выполнения 
сплошного контроля поверхности крупноразмерных элементов и конструкций, а не выборочного в отдельных зонах 
контроля, как это предусмотрено действующими нормативами. Чувствительность параметров волны Релея к припо-
верхностным дефектам бетона позволит оперативно выявлять участки трещиноватости железобетонной конструкции. 
Локализация энергии поверхностной волны в слое толщиной λ/2–λ при соответствующем выборе частоты колебаний 
даст возможность не учитывать присутствие арматуры. Кроме этого, большая база измерений позволяет снизить вли-
яние структурной неоднородности бетона на статистическую устойчивость оценки скорости импульса, что в перспек-
тиве открывает возможность регистрировать проявление эффекта акустической упругости бетона конструкций  
в натурных условиях. 
 

Ключевые слова: контроль бетона, упругие модули, ультразвуковой метод, мультиволновой контроль, волна Релея, 
корреляция 
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Multi-Wave Ultrasonic Control of Concrete 
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Abstract. The existing non-destructive testing system of structure concrete is actually orientated on the usage of longitudinal 
acoustical waves. This is due to simplicity of technical realization for measuring velocity (time) of  acoustical pulse propaga-
tion in bulk concrete. But a reverse side of  simple measuring  procedure is a loss of  additional information on concrete  which 
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is contained in the accepted acoustical signal. Therefore usage of an ultrasonic concrete testing method is limited by asses- 
sment of its strength. Joint usage of several wave types, so-called multi-wave testing, allows to refine metrology parameters of 
the ultrasonic method and to gain more information while determining physical and mechanical properties of concrete in la-
boratory and in situ conditions. The paper considers testing of elongated concrete elements and structures by an ultrasonic 
pulsing method on the basis of longitudinal subsurface and Rayleigh waves. It has been proposed to use methodology for time 
selection of wave components according to amplitude parameter and it has been applied for standard acoustical transformers 
with considerable reverberation time and not possessing spatial selectivity Basic principle of the proposed methodology is 
visual (according to oscillogram of the received signal) determination of characteristic time moments which are used for cal-
culation of differential value of a propagation velocity in the Rayleigh wave impulse. The paper presents results pertaining to 
simulation of acoustical pulse propagation on the basis of 0.15 m and data of concrete ultrasonic in situ testing on measuring 
bases from 0.25 to 1.75 m. Advantage of large baseline for sonic test is a possibility for execution of a hundred percent in-
spection for surface of  large-sized elements and structures, and so there is no need to make a selective inspection in some 
control areas as it is stipulated by provided by existing regulations. Responsivity of the Rayleigh wave parameters to near 
surface concrete defects permits quickly and efficiently to detect crack areas in a reinforced structure. Energy localization  
of a surface wave in a layer having width λ/2–λ provides a possibility to ignore reinforcement availability under appropriate 
selection of oscillation frequency. In addition to this, large measuring baseline makes it possible to lower effect of concrete 
structural inhomogeneity on statistical stability for pulse velocity assessment that ultimately reveals a possibility to register  
an appearance of concrete acoustical elasticity effect under in situ conditions. 
 

Keywords: concrete control, elastic modules, ultrasound method, multi-wave testing, Rayleigh wave, correlation 
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Введение 
 

Прочность является показателем предельно-
го состояния бетона как конструкционного ма-
териала, но она не может служить исчерпыва-
ющей характеристикой его деформационных 
свойств, которые для расчетов железобетонных 
конструкций, их совместной работы играют не 
меньшую роль, чем прочность бетона. В насто-
ящее время ни в отечественных нормативах, ни 
в нормативах стран СНГ, ни в стандартах Евро-
союза вопросы определения упругодеформа-
тивных свойств бетона конструкций нераз- 
рушающими методами не рассматриваются.  
Основная причина этого – отсутствие апроби-
рованных методик определения упругодефор-
мативных показателей бетона конструкций и 
соответственно адаптированных к такого рода 
методикам приборных средств испытаний. 

Возможной основой для решения указанной 
задачи может служить методика мультиволно-
вого акустического контроля бетона. Заметим, 
что вопросы совместного использования оцен-
ки физико-механических свойств бетона аку-
стических волн различных типов не нашли адек-
ватного отражения в действующих нормативах. 
Ни старой редакцией ГОСТ 17624–87, ни новой 
ГОСТ 17624–2012 [1], ни СТБ EN 13791–2012 [2] 
не регламентируется тип используемой волны 
зондирующего бетон импульса. Фактически же 
во всех без исключения существующих прибо-
рах ультразвукового контроля прочности бето-
на в качестве информационного параметра  

используется скорость/время распространения 
импульса только продольной волны. 

 
Мультиволновой контроль бетона  
в конструкциях 
 
Существенное преимущество мультиволно-

вого ультразвукового контроля заключается  
в том, что совместная интерпретация парамет-
ров прохождения волн различных типов позво-
ляет получать информацию об упругих пара-
метрах бетона. Для однородной изотропной 
среды известны уравнения, позволяющие по 
соотношению скоростей распространения про-
дольной и поперечной волн рассчитать упругие 
модули [3, 4]: 
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где νд – динамический коэффициент Пуассона; 
Eд – динамический модуль Юнга; vT, vL, vR – 
скорость распространения поперечной, про-
дольной и поверхностной упругой волны. 

Находящиеся в обращении типовые прибо-
ры ультразвукового контроля не дают возмож-
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ности выполнить оценку скорости распростра-
нения поперечной волны. Одна из основных 
причин затруднений обусловлена тем, что ис-
пользуемые одинарные электроакустические 
преобразователи (ЭАП) не позволяют раздель-
но излучать и принимать только какой-либо 
один тип волны, что, в свою очередь, связано 
со значительной реверберацией ультразвуко-
вых колебаний в самом преобразователе – из-
лучающем и приемном. При этом за время ре-
верберации может происходить многократная 
смена поляризации вектора колебаний протек-
тора излучателя, а в приемном преобразовате- 
ле – взаимная трансформация и смешивание 
всех принятых колебаний. Характер ревербера-
ции во многом случаен: реверберационные 
процессы экземпляров преобразователей даже 
одного типа могут значительно отличаться. 
Одинарные ЭАП с точечным акустическим 
контактом практически не обладают простран-
ственной селективностью, что исключает ис-
пользование разницы в пространственной ло-
кализации волновых импульсов [5, 6]. В то же 
время энергетические показатели импульса 
волны Релея позволяют осуществить его селек-
тивный прием с использованием типовых при-
борных средств испытаний.  

 

Методика селекции волновых импульсов 
 

Если рассматривать только геометрический 
эффект рассеивания энергии волны, не прини-
мая во внимание тепловые потери мощности и 
потери на рассеяние на неоднородностях и де-
фектах, то соотношение мощностей сигна- 
лов акустического импульса продольной под-
поверхностной волны QL описывается выраже-
нием 
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где s1, s2 – базы прозвучивания. 
Для импульса волны Релея соотношение 

мощностей QR принимает вид 
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Соответственно для амплитуд сигналов АL,s, 
АR,s принятых импульсов справедливы выра- 
жения: 
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Из (8) следует, что по мере увеличения базы 
измерения соотношение амплитуд импульсов 
волны Релея и продольной подповерхностной 
волны будет возрастать прямо пропорциональ-
но квадратному корню из относительной базы 
прозвучивания s*. Это означает, что определе-
ние скорости импульса волны Релея эффектив-
но на больших базах прозвучивания, так как  
в данном случае сигнал волны Релея легко от-
личить от сигналов других типов волн, а боль-
шая база позволяет если не устранить, то осла-
бить влияние на результат измерений ревербе-
рационных эффектов. Временные диаграммы 
акустических импульсов на расстоянии 150 мм 
от точки возбуждения в плоскости, перпенди-
кулярной поверхности испытуемого образца, 
полученные моделированием распространения 
упругих волн методом конечных элементов [6], 
показаны на рис. 1.  

Обозначению L соответствует импульс про-
дольной волны, первое вступление импульса 
волны Релея обозначено R. Первое вступление 
этого типа колебаний, обусловленное волной 
Релея, имеет фазу, противоположную фазе им-
пульса продольной волны, и достигает в ам-
плитуде 1,7 ⋅ 10–10 м, что больше чем на поря-
док превышает уровень первого вступления 
продольной волны (1 ⋅ 10–11 м). Ярко выражена 
поверхностная локализация волны Релея – на 
глубине 1,3 см наблюдаются (рис. 1) снижение 
ее интенсивности и изменение фазы колебаний. 
Принимая во внимание, что импульс продоль-
ной волны существующих ультразвуковых 
приборов надежно регистрируется на расстоя-
нии 15–25 см от точки возбуждения и то, что 
затухание мощности волны Релея прямо про-
порционально расстоянию от точки возбужде-
ния, можно рассчитывать, что ее импульс будет 
надежно регистрироваться обычными прибо-
рами ультразвукового контроля на расстоянии 
порядка 1,5–2,0 м от точки возбуждения. 
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Рис. 1. Временные диаграммы импульсов смещения узлов 
конечно-элементной модели в направлении, нормальном  
к поверхности, в точках на расстоянии 150 мм от точки 
возбуждения нормальным к поверхности импульсом:  

L – импульс, инициированный продольной  
подповерхностной волной; R – импульс волны Релея;  

Gl – колоколообразная огибающая импульса волны Релея; 
длительность инициирующего полусинусоидального  

импульса давления – 7 мкс;  
амплитуда силового воздействия – 1 Н 

 

Fig. 1. Timing diagram for pulses of node displacement within 
finite element model in the direction which is orthogonal  

to the surface, at the points which are located at the distance 
150 mm from a feeding point launched  

by orthogonal-to-surface pulse: L – pulse initiated  
by longitudinal subsurface wave; R – Rayleigh wave pulse;  
Gl – bell-shaped envelope of Rayleigh wave pulse; duration 

of initiating pressure for sine half-wave pulse – 7 µs;  
power action amplitude – 1 N 

 
Экспериментальное исследование  
процесса распространения волн  
зондирующего ультразвукового импульса  
продольной волны и волны Релея  
в крупноразмерном бетонном образце  
на больших базах прозвучивания 
 

Контроль протяженных бетонных и железо-
бетонных конструкций удобно производить 
при одностороннем доступе к поверхности,  
когда инициирующий и приемный преобразо-
ватели устанавливаются на одной стороне (гра-
ни) конструкции [7, 8]. Поэтому метод так 
называемого поверхностного прозвучивания, 
регламентируемый [1], получил в практике 
ультразвукового контроля прочности бетона 
наибольшее распространение, и вполне резонно 
использовать его и для мультиволнового кон-
троля. 

Начальный участок временной диаграм- 
мы принятого ультразвукового импульса, про-
шедшего через бетон, для случая его поверх-

ностного прозвучивания в натурных условиях 
испытаний приведен на рис. 2. Кривая а соот-
ветствует сигналу, полученному при макси-
мальном усилении, b – при 30-кратном его 
ослаблении аттенюатором на входе приемного 
тракта прибора. Импульсу продольной вол- 
ны на рис. 2 соответствуют около трех-четы- 
рех периодов колебаний в интервале време- 
ни 85–130 мкс.  

Спецификой ультразвукового контроля  
бетона является использование волн, частота 
которых лежит в диапазоне 35–100 кГц. Соот-
ветственно при типичной скорости распростра-
нения импульса ультразвуковой продольной 
волны около 4000 м⋅с–1 длина волны колебаний 
лежит в пределах от 4 до 11 см. При длине вол-
ны 8 см пространственная длительность им-
пульса в бетоне составляет 30–35 см, заполняя 
собой больше половины базы измерения к мо-
менту приема первого его вступления. 

Значительная колебательность диаграммы 
на рис. 2, в отличие от поведения идеализиро-
ванной модели на рис. 1, обусловлена ревербе-
рационными процессами в использованных 
ЭАП. Поскольку скорости распространения 
поперечной SH-волны и волны Релея примерно 
в два раза меньше скорости продольной волны, 
начальные участки импульсов этих волн будут 
накладываться на «концовку» импульса про-
дольной волны, что и видно на рис. 2 в области 
временных отметок 120–130 мкс. 

При меньших базах происходит более 
«плотное» наложение импульсов, что затрудня-
ет их временнýю селекцию. Надежно разделить 
волновые составляющие возможно, используя 
большие базы прозвучивания и производя се-
лекцию волновых составляющих по времени 
либо используя дополнительные отличитель-
ные признаки, в частности разницу в уровне 
сигналов. 

При инициировании колебаний нормальным 
к поверхности силовым воздействием интен-
сивность продольной волны в направлении 
вдоль контролируемой поверхности минималь-
на и сильно зависит от характера акустического 
контакта и коэффициента Пуассона материа- 
ла [6]. Несмотря на это, данный тип волн явля-
ется единственным используемым в настоящее 
время для контроля физико-механических па-
раметров бетона, поскольку регистрация вре-
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мени/скорости распространения данного типа 
импульса имеет самую простую техническую 
реализацию. 
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Рис. 2. Временная диаграмма принятого ультразвукового 
импульса: L – импульс продольной волны; R – начальная 

часть импульса волны Релея; k – момент регистрации 
импульса волны Релея; база измерения – 50 см;  

частота – 55 кГц (направление вектора колебаний  
протектора нормальное к поверхности бетона) 

 

Fig. 2. Timing diagram for received ultrasonic pulse: 
L – pulse of longitudinal wave; R – initial pulse part  

of Rayleigh wave; k – pulse registration moment of Rayleigh  
wave; measuring database – 50 cm; frequency – 55 kHz 

(vector direction of protector oscillation  
which is orthogonal to concrete surface) 

 
Для увеличения амплитуды колебаний про-

дольной подповерхностной волны вектор воз-
буждения ориентируют в направлении распро-
странения волны – вдоль поверхности. Поскольку 
продольная волна по мере распространения во-
влекает в колебательный процесс все больший 
объем материала, передавая ему энергию ини-
циирующего импульса, ее интенсивность по 
мере удаления от точки возбуждения снижает- 
ся – так называемое геометрическое рассеива-
ние. Для материала без потерь мощность коле-
баний в точке измерения будет обратно про-
порциональна квадрату расстояния от точки 
возбуждения.  

При нормальном к поверхности векторе 
возбуждения максимум интенсивности попе-
речной волны наблюдается в направлении око-
ло 50° от нормали. Из всех типов объемных 
волн на долю поперечной волны приходится 
наибольшая энергия. По данному показателю 
поперечные волны представляют интерес в ка-
честве зондирующего сигнала. Именно этот тип 
волны используется в ультразвуковых дефекто-
скопах-томографах бетона [9, 10], применяе-

мых для обнаружения дефектов сплошности 
бетонного массива. Геометрическое рассеива-
ние энергии поперечной волны также прямо 
пропорционально квадрату расстояния от ис-
точника. 

Волна Релея распространяется только вдоль 
поверхности массива, захватывая приповерх-
ностный слой материала. Ее уровень сильно 
зависит от состояния поверхности (неровно-
стей, неоднородных включений). Так как волна 
Релея вовлекает в колебательный процесс слой 
материала постоянной толщины, ее затухание 
будет заметно меньше, чем у других типов 
волн; геометрическое рассеивание энергии 
волны Релея прямо пропорционально расстоя-
нию от источника возбуждения. 

Для проверки возможности регистрации 
импульса поверхностной волны и оценки мет-
рологических показателей методики измерений 
выполнена серия ультразвуковых измерений на 
натурном крупноразмерном образце. Общий 
вид испытательного образца и использован- 
ное оборудование приведены на рис. 3, ха- 
рактеристические размеры образца – на рис. 4  
и в табл. 1. 

Для оценки влияния на метрологические 
показатели типа акустического контакта изме-
рения проводили тремя сериями, в каждой из 
которых меняли тип контакта ЭАП с поверхно-
стью бетона. В серии ВВ оба преобразователя 
устанавливались без концентраторов через кон-
тактную смазку. В серии ВТ приемный ЭАП 
устанавливался через контактную смазку, излу-
чающий – с сухим точечным контактом (СТК), 
с концентратором. В серии ТТ оба ЭАП ис-
пользовались с СТК. Измерения в каждой се-
рии производили при неизменной позиции при-
емного преобразователя в точке с координата-
ми X, Y. Координата X излучателя менялась 
ступенчато с шагом 25 см. Минимальная база 
измерения составляла 25 см, максимальная – 
175 см. В испытаниях использовали оригиналь-
ные ЭАП разработки НИЛ ПГС с основной  
модой резонансной частоты 75 кГц. Характер 
основного возбуждающего силового воздей-
ствия – нормальный к поверхности. Временные 
диаграммы акустических сигналов на базах из-
мерения 25 и 175 см для серии ВВ приведены 
на рис. 5, 6.  
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Рис. 3. Используемое измерительное оборудование:  
1 – Notebook с программой регистрации акустических 

сигналов; 2 – аккумулятор источника питания  
аналого-цифрового преобразователя;  

3 – аналого-цифровой преобразователь  
(цифровой осциллограф) В-421; 4 – излучающий  

и приемный электроакустические преобразователи; 
5 – измеритель времени распространения ультразвукового 

импульса «Пульсар-1.2» с разветвителем сигналов;  
6 – бетонный образец с разметкой точек установки  

электроакустического преобразователя 
 

Fig. 3. Used measuring devices: 1 – Notebook with software 
for acoustic signal registration; 2 – accumulator of power  

supply source for analog-to-digital converter;  
3 – analog-to-digital converter (digital oscillograph) В-421;  
4 – transmitting and receiving electroacoustic transducers; 

5 – “Pulsar-1.2” timing device for ultrasonic pulse  
propagation with signal splitter;  

6 – concrete specimen with benchmarking  
for setting-up of electroacoustic transducer 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4. Схема установки ультразвуковых преобразователей 
на испытательном бетонном образце 

 

Fig. 4. Scheme for setting-up ultrasonic transducers  
on testing concrete specimen 

 
Сопоставляя диаграммы рис. 5, 1 и 2, можно 

констатировать качественное сходство сигна-
лов. Их отличие заключается в значительной 
временной апертуре реальных акустических 
сигналов, обусловленной главным образом вы-
раженным резонансным характером передаточ-
ной характеристики приемного и излучающе- 
го ЭАП. Причем, судя по периодической смене 
фазы колебаний, хорошо заметной на диаграм-
ме рис. 6, передаточная частотная характери-

стика «излучающий ЭАП – бетон – приемный 
ЭАП» имеет несколько (не менее двух) резо-
нансов. 

 

Таблица 1  
Характеристические размеры образца 

 

Characteristic dimensions of specimen 
 

Характеристический  
размер Величина, м 

А 2,36–2,38 
В 0,58–0,60 
С 0,59–0,60 
X 0,39 
Y 0,23 

 

 

Рис. 5. Временнáя диаграмма акустического сигнала  
на базе прозвучивания 25 см с использованием  

вязкого акустического контакта электроакустического 
преобразователя: L – первое вступление  
подповерхностной продольной волны;  

R – первое вступление импульса волны Релея;  
горизонтальная координата соответствует оси времени;  
отметки – в микросекундах; вертикальная координата 
соответствует уровню сигнала предусилителя прибора 

«Пульсар-1.2»; масштаб – 0,5 В/деление 
 

Fig. 5. Timing diagram of acoustic signal on the basis  
of 25 cm sonic test while using viscous acoustic contact  

of electroacoustic transducer: L – first onset of longitudinal 
subsurface wave; R – first onset of Rayleigh wave pulse;  

horizontal coordinate corresponds to time axis;  
markings – in microseconds; vertical coordinate corresponds 

to pre-amplifier signal level of “Pulsar-1.2” device;  
scale – 0.5 V per graduated scale unit 

 
Как и ожидалось, характерным для всех 

диаграмм является значительная амплитуда 
сигнала волны Релея. На диаграмме рис. 6 пер-
вое вступление импульса продольной подпо-
верхностной волны практически полностью 
маскируется шумами приемного усилителя и 
визуально не регистрируется, импульс поверх-
ностной волны фиксируется надежно. Это поз-
воляет предположить, что для типовых соста-
вов конструкционного бетона измерительная 
база поверхностного прозвучивания может 
быть увеличена до 2,0–2,5 м без потери точно-
сти оценки времени распространения импульса 
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и без необходимости применения алгорит- 
мов накопления сигнала и его корреляционной 
обработки [11]. 

 

 

Рис. 6. Временнáя диаграмма акустического сигнала  
на базе прозвучивания 175 см с использованием вязкого  

акустического контакта электроакустического  
преобразователя: L – первое вступление  
подповерхностной продольной волны;  

R – первое вступление импульса волны Релея;  
горизонтальная координата соответствует оси времени;  
отметки – в микросекундах; вертикальная координата  

соответствует уровню сигнала предусилителя  
прибора «Пульсар-1.2»; масштаб – 0,5 В/деление 

 

Fig. 6. Timing diagram of acoustic signal on the basis  
of 175 cm sonic test while using viscous acoustic contact  

of electroacoustic transducer: L – first onset of longitudinal 
subsurface wave; R – first onset of Rayleigh wave pulse;  

horizontal coordinate corresponds to time axis;  
markings – in microseconds; vertical coordinate corresponds 

to pre-amplifier signal level of “Pulsar-1.2” device;  
scale – 0.5 V per graduated scale unit 

 
Преимуществом использования большой 

базы прозвучивания является возможность вы-
полнения сплошного контроля поверхности 
крупноразмерных элементов и конструкций,  
а не выборочного контроля в отдельных зонах, 
как это предусмотрено действующими норма-
тивами. Чувствительность параметров волны 

Релея к приповерхностным дефектам бетона дает 
возможность оперативно выявлять участки тре-
щиноватости железобетонной конструкции. Ло-
кализация энергии поверхностной волны в слое 
толщиной λ/2–λ позволяет при соответствующем 
выборе частоты колебаний не учитывать присут-
ствие арматуры. Кроме этого, измерения скоро-
сти акустического импульса на большой базе 
дают возможность снизить влияние структурной 
неоднородности бетона на статистическую 
устойчивость оценки скорости импульса, что в 
перспективе позволит регистрировать проявление 
эффекта акустической упругости бетона. 

Данные для серии ВВ приведены в табл. 2, 
где t0,L, t0,R – момент времени появления первого 
вступления импульса продольной подповерх-
ностной волны и волны Релея; ∆t0,L, ∆t0,R – раз- 
ница текущего и предшествовавшего значений 
времени распространения; vd,L, vd,R – дифферен-
циальная скорость распространения импуль- 
сов продольной и поверхностной волн: vd =  
= ∆L/∆t0; ∆L – шаг профилирования, для всех се-
рий ∆L = 0,25 м. 

Характеристическим параметром является 
дифференциальная скорость распространения 
акустических импульсов vd. Момент времени 
регистрации импульса t0,R (рис. 2, 5) определяли 
визуально как момент пересечения осцил- 
лограммой сигнала оси нулевого значения. Ис-
пользование дифференциального значения ско-
рости распространения акустического импульса 
и методики профилирования позволило избе-
жать необходимости калибровки прибора по 
абсолютным значениям времени распростра- 
нения. 

 

Таблица 2  
Данные регистрации параметров акустических волн серии ВВ 

 

Data on parameter registration for acoustic waves of BB-series 
 

База, см t0,L, мкс ∆t0,L, мкс vd,L, м/с ∆v/vL t0,R, мкс ∆t0,R, мкс vd,R, м/с ∆v/vR 

25 56 56 4464 0,000 114,5 105 2381 0,002 
50 110 54 4630 –0,037 220 105,5 2370 0,007 
75 169 59 4237 0,051 326 106 2358 0,011 

100 221 52 4808 –0,077 431 105 2381 0,002 
125 284 63 3968 0,111 538 107 2336 0,021 
150 338 54 4630 –0,037 641 103 2427 –0,017 
175 392 54 4630 –0,037 743 102 2451 –0,027 

 Коэффициент 
вариации 0,072 0,069   0,013 0,013  

 Среднее 
 значение 56,0 4464,3   104,8 2385,8  

    r = 0,705    
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Относительные отклонения дифференциаль- 
ной скорости распространения ультразвуковых 
импульсов продольной подповерхностной вол-
ны и волны Релея от средних значений пред-
ставлены на диаграмме рис. 7. 

 

 
Рис. 7. Зависимость вариации дифференциальной  

скорости распространения ультразвукового импульса 
продольной волны и волны Релея от базы измерения  
для серии ВВ: L – для импульса продольной волны;  

R – для импульса волны Релея 
 

Fig. 7. Dependence for variation in differential propagation 
velocity of ultrasonic pulse of longitudinal and Rayleigh 

waves on measuring base of BB-series: L – for pulse  
of  longitudinal wave; R – for pulse of Rayleigh wave 
 
Следует отметить, что по данному показа-

телю оценки скорости распространения им-
пульса волны Релея заметно превосходят оцен-
ки скорости распространения продольной вол-
ны: коэффициент вариации скорости импульса 
волны Релея для серии ВВ равен 0,013, для 
продольной волны – 0,069. Сильная взаимная 
корреляция скорости распространения импуль-
сов (r = 0,705) рассматриваемых типов волн в 
серии ВВ может указывать на то, что превали-
рующим фактором, влияющим на вариацию 
скорости импульсов, является вариация свойств 
бетона вдоль линии профилирования.  

Для серии ВТ коэффициент корреляции 
уменьшается до 0,450. Для этой серии преимуще-

ство волны Релея по показателю вариации диф-
ференциального значения скорости сохраняется, 
хотя их соотношение снижается до двукратного.  

Для серии ТТ корреляция практически от-
сутствует (r = 0,037). Характерны «провалы»  
в регистрации первого вступления импульса 
продольной волны для базы, начиная с 0,75 м: 
его амплитудное значение практически неразли-
чимо на фоне шумов. В то же время, несмотря 
на то что импульс волны Релея регистрировался 
без затруднений, вариация его скорости возрос-
ла почти в три раза и достигла значения 0,036. 

Отсутствие взаимной корреляции скорости 
распространения импульсов указанных типов 
волн может быть обусловлено превалирующим 
влиянием нестабильности сухого точечного 
акустического контакта ЭАП и снижением со-
отношения сигнал/шум за счет потерь в аку-
стическом контакте. В пользу данного предпо-
ложения может свидетельствовать монотонный 
рост коэффициента вариации отклонений ско-
рости по мере поэтапной замены ЭАП с вязким 
контактом на ЭАП с СТК. 

Коэффициенты корреляции одноименных 
скоростей импульсов в сериях приведены  
в табл. 3.  

Высокие значения коэффициентов корреля-
ции для поверхностной волны указывают на 
присутствие во всех сериях одного и того же 
фактора, предположительно – неоднородности 
бетона по линии профилирования, влияющей 
на скорость распространения импульса. Для 
импульса продольной волны значительная слу-
чайная погрешность в определении времени 
распространения, обусловленная низким соот-
ношением сигнал/шум приемного тракта уль-
тразвукового прибора в сериях ВТ и ТТ, замас-
кировала влияние неоднородности бетона, что 
выразилось в отсутствии корреляции скорости 
продольной волны для серий. 

 

Таблица 3 
Коэффициенты корреляции скоростей импульсов 

 

Correlation factor of pulse speed 
 

Серия 

Коэффициент корреляции для серии 
ВТ ТТ 

Продольная волна Поверхностная волна Продольная волна Поверхностная волна 

ВВ 0,234 0,780 0,048 0,667 

ВТ  0,603* 0,671 
* Значение получено после статистического отбрасывания неустойчивых данных времени распространения импульса 

продольной волны в серии ТТ. 

∆v/v 

0 
 
 

–0,050 
 
 

–0,100 

      L 
      R 

База  
измерения, м 
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ВЫВОДЫ 
 
1. Практическое применение поверхностной 

волны для целей диагностики состояния бетон-
ного массива методом поверхностного прозву-
чивания и продольного профилирования на  
базах 1,5–2,0 м возможно с использованием 
типовых ультразвуковых электроакустических 
преобразователей с сухим точечным контактом. 
Метрологические показатели методики опреде-
ления скорости распространения ультразвуко-
вого импульса поверхностной волны позволяют 
снизить неопределенность оценки и, как след-
ствие, легко обнаруживать отклонения физико-
механических свойств бетона по линии профи-
лирования. 

2. В основу методики селекции акустиче-
ских волн на базах поверхностного прозвучи-
вания бетона более 0,4–0,5 м может быть поло-
жено амплитудное разделение составляющих 
акустического сигнала.  
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Реферат. Защита территорий от затопления паводковыми водами и создание польдерных систем осуществляются  
с помощью дамб обвалования. Одно из основных требований к компоновке польдерных систем в поймах рек – раз-
мещение оградительных дамб за пределами пояса меандрирования русла во избежание их размыва при развитии реч-
ных излучин. Ширина пояса меандрирования может быть установлена на основе анализа топографических съемок 
руслоформирования за многолетний период, а при отсутствии таких данных рассчитана по формуле Б. Ф. Снищенко. 
При обваловании речного русла пойменная емкость уменьшается, соответственно уровень воды в междамбовом про-
странстве и скорость прохождения паводкового потока значительно возрастают. Поэтому дамбы следует располагать 
на таком удалении от русла, чтобы не вызвать существенного повышения уровня воды и увеличения скоростей тече-
ния в междамбовом пространстве. Для обоснования проектных параметров систем обвалования, создания благопри-
ятного гидравлического режима на этих системах и обеспечения устойчивости оградительных дамб разработана  
методика гидравлического расчета обвалования рек. Основными ее фрагментами являются расчеты пропускной спо-
собности обвалованного русла и подъема уровня воды в междамбовом пространстве, а также расстояния между дам-
бами и отметки их гребня. Особенность предлагаемых расчетных формул – учет взаимодействия руслового и пой-
менного потоков, в процессе массообмена между которыми происходят замедление потока в русле и ускорение пото-
ка на пойме. Это явление учитывается введением коэффициентов кинематического эффекта соответственно к 
составляющим расхода воды в русле и на пойме. Приведенные зависимости для определения отметки гребня огради-
тельных дамб (соответственно их высоты) учитывают подъем уровня воды в междамбовом пространстве для двух 
типов польдерных систем: незатапливаемых (зимних) дамб при уровне максимального весеннего половодья и затап-
ливаемых (летних) при уровне летне-осенних паводков. Предложенные расчетные формулы могут быть рекомендо-
ваны к применению в проектных организациях. 
 

Ключевые слова: обвалование рек, польдерная система, оградительная дамба, взаимодействие потоков, уровень 
воды, гидравлический расчет 
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Abstract. Territory protection against flood water inundation and creation of polder systems are carried out with the help  
of protection dikes. One of the main requirements to the composition of polder systems in flood plains is a location  of  bor- 
der dikes beyond meander belt in order to avoid their erosion  when meander development occurs. Meander belt width  can  be 
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determined on the basis of the analysis of multi-year land surveying pertaining top river-bed building and in the case when 
such data is not available this parameter is calculated in accordance with the Snishchenko formula. While banking-up a river 
bed a flooded area is decreasing and, consequently, water level in inter-dike space and rate of flood water are significantly 
increasing. For this reason it is necessary to locate dikes at a such distance from a river bed which will not cause rather high 
increase in water level and flow velocity in the inter-dike space. Methodology for hydraulic calculation of river regulation has 
been developed in order to substantiate design parameters for levee systems, creation of favourable hydraulic regime in these 
systems and provision of sustainability for dikes. Its main elements are calculations of pass-through capacity of the leveed 
channel and  rise of water level in inter-dike space, and distance between dikes and  their crest level. Peculiar feature of the 
proposed calculated formulae is an interaction consideration of  channel and inundated flows. Their mass-exchanging process 
results in slowing-down of the channel flow and acceleration of the inundated flow. This occurrence is taken into account and  
coefficients of kinematic efficiency are introduced to the elements of water flow rate in the river channel and flood plain,  
respectively. The adduced dependencies for determination of  a dike crest level (consequently their height) take into consider-
ation a rise of water level in inter-dike space for two types of polder systems: non-inundable (winter) dikes with maximum 
spring flood rate and inundable (summer) dikes with summer-autumn flood rates. The proposed calculated formulae can be 
recommended for application at design organizations. 
 

Keywords: river regulation, polder system, dike, flow inter-action, water level, hydraulic calculation 
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Введение 
 
Обвалование рек широко применяют для 

создания польдерных систем, защиты населен-
ных пунктов и территорий от затопления па-
водковыми водами, а также для улучшения 
гидрологического режима пойменных потоков. 
Расстояние от водоприемника до основания 
дамбы назначают с учетом требований земле-
пользователей и обеспечения нормального функ-
ционирования природных экосистем. Во всех 
случаях это расстояние должно превышать ши-
рину прибрежной водоохранной полосы и поя-
са меандрирования и не должно существенно 
нарушать режим потока воды в реке при про-
хождении паводков. Трассируют дамбы по 
возможности в общем направлении движения 
паводковых вод. 

Обвалование бывает односторонним, когда 
дамбы (валы) возводятся вдоль одного берега,  
и двусторонним. Ширину русла между дамба-
ми (при двустороннем обваловании) или между 
дамбой и берегом (при одностороннем обвало-
вании) принимают по возможности постоян-
ной, резких сужений и расширений избегают; 
прямолинейные участки дамб сопрягают между 
собой плавными кривыми [1]. 

Дамбы (валы) возводят из местного грунта  
с соблюдением рекомендаций и требований, 
предъявляемых к земляным плотинам. Отличие 
в работе дамб от земляных плотин состоит  
в том, что дамбы (откос и его основание) под-
вергаются воздействию продольного течения. 

При обваловании речного русла значитель-
но изменяется характер речного потока: при 
сжатии потока дамбами возрастают уровни  
и скорости перемещения паводковой волны 
вследствие уменьшения пойменной емкости; 
увеличивается расход потока как на участке 
обвалования, так и ниже по течению; повыша-
ется скорость потока, а следовательно, усили-
вается и его размывающая способность. 

Для обеспечения устойчивости оградитель-
ных дамб и создания благоприятного гидро- 
логического и гидравлического режимов на 
польдерных системах очень важными являют- 
ся разработка и практическое использование 
надежной методики гидравлического расчета 
обвалования речных пойм, определения пара-
метров оградительных дамб и оценки их устой-
чивости. 

 

Гидравлический расчет обвалования рек 
 

Обвалованное русло реки, с точки зрения 
гидравлического расчета, в принципе представ-
ляет собой сложно-составное сечение, в ко- 
тором возникает необходимость разделения 
потока на отдельные фрагменты (русловой и 
пойменный) и учета взаимодействия этих 
фрагментов, отражающего особенности изме-
нения их гидравлико-кинематических парамет-
ров по ширине русла. Существующие методы 
расчета пропускной способности русел с пой-
мами предполагают параллельность динамиче-
ских осей потоков в русле и пойме. При этом 
предполагается, что продольный уклон реки I 
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остается таким же, каким он был до обвало- 
вания. 

Взаимодействие руслового и пойменного 
потоков учитывается введением поправочных 
коэффициентов Кр и Кп к составляющим расхо-
да воды соответственно в русле Qр и на пой- 
ме Qп. Тогда общий расход реки 

 

Q = КрQр + KпQп.                     (1) 
 

Для расчета коэффициентов Кр и Кп пред-
ложен ряд формул [2, 3], которые учитывают 
уменьшение расхода в русле под влиянием по-
тока поймы и ускорение потока в пойме. Среди 
таких формул наиболее известны зависимо- 
сти И. Ф. Карасева [2] и В. Н. Карнаухова [3]. 
Приближенные значения коэффициентов Кр  
и Кп могут быть приняты по табл. 1 [1]. 
 

Таблица 1 
Значения коэффициентов Кр и Кп 

 

Values of coefficients Кр and Кп 
 

(B0 – Bp)/Вр Кр Кп 
1 1,00 1,00 

1–5 0,95 1,03 
5–10 0,90 1,07 

Более 10 0,85 1,10 
В0 – расстояние между дамбами; Вр – средняя ширина 

русла по верху. 
 

Одно из основных требований к компоновке 
польдерных систем в поймах рек – размещение 
оградительных дамб за пределами пояса ме-
андрирования русла. В противном случае при 
развитии речных излучин произойдет размыв 
дамб и затопление территорий в паводковые 
периоды. Ширина пояса меандрирования Вп 
может быть установлена на основе анализа то-
пографических съемок руслоформирования за 
многолетний период. При отсутствии таких 
данных ширину пояса меандрирования можно 
приближенно определить по формуле Б. Ф. Сни-
щенко [4] 

0,714
из

п р
0,96 ,

0,04
КВ = В− 

 
 

                (2) 
 

где Киз – коэффициент извилистости русла; Вp – 
ширина русла по верху, м. 

Исходя из требований охраны природы, 
дамбы должны размещаться за пределами при-
брежной водоохранной полосы, размеры кото-
рой регламентируются нормативно-правовыми 
документами в зависимости от величины реки 

и рельефа местности на основании утвержден-
ных проектов водоохранных зон и прибрежных 
полос. При отсутствии таких проектов мини-
мальная ширина водоохранной прибрежной по-
лосы устанавливается: для водоемов и малых  
рек 50 м, для больших и средних рек 100 м [5]. 

Наряду с указанными выше требованиями  
к компоновке систем обвалования необходимо 
учитывать также тот фактор, что дамбы следует 
располагать на значительном удалении от рус-
ла, чтобы не вызвать существенного стеснения 
паводкового потока, повышения уровня воды ∆h0 
и соответственно увеличения скоростей тече-
ния в междамбовом пространстве. Большой 
подъем уровня ∆h0 потребует высоких дамб  
и креплений их от размыва. 

Подъем уровня (дополнительный подпор) ∆h0, 
возникающий при обваловании русла (рис. 1), 
является важной характеристикой, необходи-
мой для назначения отметки гребня огради-
тельной дамбы и ее высоты. 

 

 
 

Рис. 1. Схема к расчету обвалования реки 
 

Fig. 1. Scheme for calculation of river regulation 
 
Нами предпринята попытка разработать ме-

тодику определения значения подпора ∆h0  
с учетом взаимодействия руслового и поймен-
ного потоков, которое учитывается введением 
коэффициентов кинематического эффекта соот-
ветственно Kp и Kп к составляющим расхода 
воды в русле Qр и на пойме Qп. Общий расход 
реки Q определялся по формуле (1). 

По данным [6], нестационарностью течения 
паводковых вод на равнинных реках можно 
пренебречь, так как дополнительный уклон, 
возникающий вследствие нестационарного 
прохождения паводка, оказывается очень ма-
лым, не превышающим 5 % от уклона, соответ-
ствующего равномерному режиму. Поэтому 
расход воды Q в реке обвалования (рис. 1) мо-
жет быть выражен формулой Шези. Тогда, 
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принимая гидравлический радиус русла Rр рав-
ным средней глубине потока в русле hр = ωр/Вр 
(Rр = hр) и гидравлический радиус пойменного 
потока Rп равным его глубине hп (т. е. Rп = hп), 
средние скорости соответственно в русле и на 
пойме будут вычисляться следующим образом: 

 

р р р р ;= К С h Iυ                       (3) 
 

п п п п ,= K C h Iυ                       (4) 
 

где υр, υп, hр, hп, Bр, Bп – средняя скорость, глу-
бина и ширина потока соответственно в русле и 
на пойме; Cp, Сп – скоростной коэффициент 
потока в русле и на пойме; I – гидравлический 
уклон. 

В процессе массообмена между русловым и 
пойменным потоками происходят замедление 
потока в русле и ускорение потока на пойме. 
Следовательно, значения коэффициентов бу-
дут: Кр ≤ 1 и Кп ≥ 1. Для прямолинейных русел  
с двусторонней симметричной поймой значения 
коэффициентов кинематического эффекта могут 
быть определены по формулам [3]: 

 

p

р 2
20 п

р

1 ;
21

К =
C h+ К A
g B υ

               (5) 
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К =
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               (6) 

 

p п

p п p п

p п
; ,К = К =υ υ

υ − υ υ − υ

υ υ
          (7) 

 
где А – эмпирический коэффициент, учитыва-
ющий поперечный турбулентный массообмен 
между русловым и пойменным потоками в зоне 
их активного взаимодействия (среднее значе-
ние А по опытным данным [3] равно 0,053); hп – 
глубина пойменного потока над бровкой русла. 

Учитывая, что расход воды после обва- 
лования в пойменной части реки практически 
не изменяется, подъем уровня в междамбовом 
пространстве ∆h0 можно определить из урав- 
нения 

п п п п п 0 0 0 0 0 ,К В h С h I = К В h С h I          (8) 
 

где Кп, Вп, hп, Сп – коэффициент кинематиче-
ского эффекта, ширина, глубина, скоростной 
коэффициент пойменного потока в естествен-
ном состоянии (до обвалования русла); К0, В0, 
h0, С0 – то же после обвалования. 

Уравнение (8) можно представить в виде 
 

п п п п0

п 0 0 0 0

К h С h IВ =
В К h С h I

                    (9) 
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Величина подъема уровня  
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В том случае, когда максимальное значение 

подпора ∆h0 ограничено какими-либо условия-
ми (например, обеспечением свободного про-
хода паводкового потока под мостами, сниже-
нием высоты дамб), при его заданном значении 
можно определить соответствующее ему рас-
стояние между дамбами В0 по следующей зави-
симости: 

 

( )
п п п

0 1,5
0 0 п

.
/ 10

K C BB =
K C h h +∆

            (13) 

 
Определение параметров  
оградительных дамб 
 
Важнейшим параметром дамбы обвалова-

ния, получаемым на основании гидравлическо-
го расчета, является ее высота, т. е. отметка 
гребня дамбы Hг.  Отметку гребня  незатаплива- 
емых (зимних) дамб, относящихся к IV классу 
сооружений, определяют для двух случаев: ос-
новного расчетного при уровне воды 5%-й 
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обеспеченности (p = 5 %) и поверочного при 
уровне 1%-й обеспеченности (p = 1 %) мак- 
симального весеннего половодья, а затапли- 
ваемых (летних) – для уровня летне-осеннего 
паводка [1]. Для основного расчетного случая 
(p = 5 %) отметку гребня незатапливаемых 
дамб (рис. 2а) рекомендуется определять по 
формуле 

 

Hг = H5% + ∆h05% + ∆h5% + hн5% + a,      (14) 
 

в которой предлагается учитывать подпор ∆h0, 
возникающий при обваловании русла реки, 
определяемый по формуле (12), а для повероч-
ного расчетного случая (р = 1 %) отметку греб-
ня незатапливаемых дамб  

 

Hг = H1% + ∆h01% + ∆h1% + hн1%,         (15) 
 

где H5%, H1% – отметка уровня воды максималь-
ного паводка соответствующей обеспеченно-
сти, м; ∆h5%, ∆h1% – высота ветрового нагона 
воды, м; ∆h05%, ∆h01% – подъем уровня в меж-
дамбовом пространстве при весеннем полово-
дье 5%-й и 1%-й обеспеченности, м (определя-
ется по (12)); hн5%, hн1% – высота наката вол- 
ны, м; а – величина запаса, равная 0,5 м. 

Отметку гребня затапливаемых (летних) 
дамб находят по зависимости (рис. 2b) 

 

г р 0 н 1,Н = H + h + h+ h + а′ ′∆ ∆     (16) 

где Hр – отметка уровня воды летне-осеннего 
паводка, м; ∆h, hн – высота ветрового нагона 
воды и наката волны на дамбу, м; а1 – величина 
запаса, равная 0,3 м; 0

'h∆  – подъем уровня воды 
в междамбовом пространстве при летне-осен- 
нем паводке, м. 

Отметку уровня воды летне-осенних павод-
ков при использовании земель под сенокосы 
принимают 10%-й обеспеченности, а при ис-
пользовании под пастбища – 5%-й. Высоту вет-
рового нагона воды ∆h (м) [7] находили по пре-
образованной нами зависимости  

 
2 2
в 10 в в2 соsα / ,vh = H + К v L g H∆ −       (17) 

 
где Lв – длина разгона ветровой волны, м;  
Hв – средняя глубина водоема по направлению 
разгона, м; g – ускорение силы тяжести, м/с2;  
α – угол между господствующим направлением 
ветра и направлением максимальной длины 
разгона волны; v10 – максимальная расчетная 
скорость ветра на высоте 10 м над уровнем во-
доема, м/с; Kv – коэффициент, принимаемый  
в зависимости от скорости v10: при v10 = 20 м/с 
Kv = 2,1 ⋅ 10–6; при v10 = 30 м/с  Kv = 3 ⋅ 10–6. 

Для пойм малых рек величина ветрового 
нагона ∆h незначительна и в расчетах может  
не учитываться. Высоту наката hн опреде- 
ляют по ТКП [7].  

 
                                              а                                                                                                b 

          
 
Рис. 2. Схемы к расчету отметки гребня (высоты) дамбы: а – незатапливаемой (зимней); b – затапливаемой (летней);  

1 – дамба; 2, 4 – уровень воды максимального (весеннего) и летне-осеннего паводков; 3, 5 – уровень воды  
при обваловании незатапливаемыми (зимними) и затапливаемыми (летними) дамбами  

 

Fig. 2. Scheme for calculation of dike crest level (height): а – non-inundable (winter); b – inundable (summer);  
1 – dike; 2, 4 – water level of maximum (spring) and summer-autumn floods; 3, 5 – water level  

while using non-inundable (winter) and inundable (summer) dikes for banking-up 
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Важнейшим условием предупреждения ава-
рийных ситуаций на польдерных системах яв-
ляется обеспечение устойчивости откосов 
оградительных дамб и магистральных каналов. 
Устойчивость откосов дамб и каналов обеспе-
чивается соблюдением трех основных условий: 

• при откачке воды на польдерах, сбросе 
воды из прудов скорость снижения уровня υсн 
не должна превышать допустимую υсн.доп, опре- 
деляемую по методике [8]; 

• скорость продольного потока вдоль отко-
сов дамб и в каналах не должна превышать 
допускаемую на размыв, значения которой оп- 
ределяются по формуле для оценки устойчи- 
вости откосов к размыву [9]; 

• откосы должны быть устойчивы к воздей- 
ствию волн [9, 10]. 

 
ВЫВОД 

 
Для создания благоприятного гидравличе-

ского и гидрологического режимов на польдер-
ных системах и соответственно обеспечения 
устойчивости оградительных дамб разработана 
методика гидравлического расчета обвалования 
речных пойм, в которой учитывается взаи- 
модействие руслового и пойменного потоков. 
Эта методика позволяет определять подъем 
уровня (подпор) водного потока в обвалован-
ных руслах рек и более обоснованно назначать 
расстояние между дамбами и их высоту. Рас-
четные формулы могут быть рекомендованы  
к практическому применению в проектных ор-
ганизациях. 
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Реферат. За последние 100 лет развитие математической статистики достигло высокого уровня. Для практических 
расчетов, анализа и сравнения различных стохастических процессов широко используется универсальный относи-
тельный и безразмерный показатель, называемый коэффициентом вариации. При малом количестве измерений (ме-
нее 30) изучаемого параметра до сих пор используются разные методики оценки возможных колебаний определяе-
мых величин, основанные на свойствах закона распределения Гаусса. При этом количество измерений, выполняемых 
с помощью этих закономерностей, может значительно увеличиваться, что позволяет надежно (правильно) оценивать 
числовые характеристики изучаемых параметров. Однако согласно ГОСТ 21153.2–84, несмотря на корректировку 
методики определения минимально необходимого количества измерений (менее 30), этого оказалось недостаточно 
для получения надежного обеспечения безопасности, например, в области строительства (катастрофические аварии:  
в Москве – Трансвааль-парк и Басманный рынок; в Польше, Франции – зрелищные сооружения и др.). В 2007 г. 
предложено использовать критерий хи-квадрат при определении необходимого количества измерений в случае,  
если их менее 30, на что получены патенты Евразийского патентного ведомства и Республики Беларусь. При этом 
использовалось предложение К. А. Браунли, поддержанное создателем точной математической теории вероятности 
А. Н. Колмогоровым по оценке доверительных пределов величины дисперсии при помощи критерия хи-квадрат. 
Приведены результаты расчетов необходимого количества измерений по четырем методикам и сравнение этих ре-
зультатов. Оказалось, что в случае использования критерия хи-квадрат для уровня надежности 0,9 и более необходи-
мо самое большое количество измерений (определений). С ростом коэффициента вариации и расчетного уровня 
надежности увеличивается необходимое количество измерений. Сделана попытка применения «робастной» методики 
как не зависящей от формы закона распределения для определения минимально необходимого количества измерений. 
На основании многолетнего практического использования стохастических характеристик различных параметров  
и процессов предложена классификация нестабильности на базе величин коэффициентов вариации. 
 

Ключевые слова: стохастические характеристики, нормативные параметры, количество измерений, уровень надеж-
ности, коэффициент вариации, классификация, «робастная» методика 
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in definienda is used in case when a small amount of measurements (less that 30) is made in order to study the required pa-
rameter. While doing that a number of measurements executed with the help of these regularities can be significantly in-
creased that permits reliably (correctly) to assess numerical characterristics of the investigated parameters. However according 
to GOST (All Union State Standard) 21153.2–84 some corrections in methodology for determination of minimum required 
number of measurements (less 30) have appeared to be insignificant for obtaining a reliable safety, for example, in the field  
of civil construction (catastrophic accidents: in Moscow – Transvaal Park and Basmanny Market; assembly and other con-
structions: in Poland, France and others). In 2007 it has been proposed to use chi-square criterion for determination of the 
required number of measurements when their number is less than 30 and appropriate patents of  Eurasian Patent Organization 
and the Republic of Belarus have been obtained for the proposal. For this purpose  Brownlie’s proposal has been used to as-
sess confidence limits of dispersion values with the help of  the chi-square criterion and  the proposal has been supported by 
A. N. Kolmogorov who is an originator of exact mathematical probability calculus. The paper presents results of calculations 
for the required number of measurements in accordance with four methodologies and comparative analysis of the obtained 
results. It has appeared that in case when we are using chi-square criterion for the reliability level of 0.9 or even more it is 
necessary to make the largest number of measurements (determinations). While increasing variation coefficient and predicted 
reliability level the number of the required measurements is also increased. An effort has been made to apply a robust meth-
odology, which does not depend on the form of a distribution law, for determination of minimum number of the required 
measurements. Having multi-year experience on practical usage of stochastic characteristics for various parameters classifica-
tion of non-stability has been proposed on the basis of variation coefficient values.   
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К середине XX в. сложилось убеждение о не- 
обходимости построения математической стати-
стики на основе теории вероятностей [1, с. 9], что 
впервые было предложено А. Н. Колмогоро- 
вым [2]. Следует отметить, что в начале XX в.  
в Российской империи и СССР уже существо-
вал значительный интерес к теории вероятно-
стей, свидетельством чего является учебник  
А. А. Маркова, 4-е издание которого вышло  
в 1924 г. [3]. 

Так как измерения – единственный способ 
получения количественной информации о ве-
личинах, характеризующих те или иные явле-
ния и процессы, правильная количественная 
оценка этих измерений совершенно необходи-
ма для обеспечения надежности их использова-
ния. Для характеристики частоты появления 
различных значений случайной величины тео-
рия вероятностей предлагает пользоваться ука-
занием закона распределения вероятностей 
различных значений этой величины. 

Известно множество (300–400) вероятност-
ных (стохастических) функций распределения 
значений случайной величины. Наиболее часто 
применяемые описаны в [4]. В качестве прак-
тического примера анализа эмпирических рас-
пределений прочности горных пород можно 
привести исследования [5], в которых стати-
стическому анализу подвергнуто 129 эмпири- 
ческих  распределений  различных прочностных 

характеристик горных пород. Однако толь- 
ко 73 результата этого анализа при количестве 
измерений n > 70 использовано для сравнения  
с теоретическими кривыми одновершинных 
распределений [5, с. 128, рис. 6.2]. Из этих  
эмпирических распределений около 70 % име- 
ют значения асимметрии β1 ≤ 0,75 и коэффи- 
циента эксцесса β2 ≤ 0,75, что в первом при- 
ближении позволяет использовать нормальный  
вид (Гаусса) распределения.  

Основные требования к кривым распреде-
ления для описания прочностных свойств гор-
ных пород заключаются в следующем [5]: 

1) наличие единственного максимума у плот-
ности распределения;  

2) надежная аппроксимация в области не 
только средних значений прочности, но и ма-
ловероятных значений; 

3) нижний предел кривой должен быть не-
отрицательной величиной; 

4) верхний предел прочности может быть 
как ограниченной, так и неограниченной вели-
чиной; 

5) наличие у кривой небольшого (2–3) числа 
параметров и простых методов определения; 

6) функции плотности и распределения 
должны иметь простой аналитический вид, без 
сложных интегральных выражений и специаль-
ных функций. 



Строительство  
 

 

306 Наука 
техника. Т. 16, № 4 (2017)  и 

Science and Technique. V. 16, No 4 (2017) 

Если испытания производятся при неизмен-
ных условиях и имеют «аномальные» (резко 
отличающиеся от основной массы) наблюде-
ния, необходимо использовать соответствую-
щий статистический критерий для выявления  
и исключения резко выделяющихся значений [6]. 
Установлено [5], что технические измерения 
являются «засоренными» аномальными наблю-
дениями примерно до 10 %, а производствен-
ные – до 20 %. Однако по [7, c. 43] отбрасыва-
ние даже одного «аномального» отсчета с края 
распределения при нормальном законе распре-
деления и доверительной вероятности 95 % 
(квантиль распределения 0,95) требует произ-
водства не менее 40 определений искомого па-
раметра. 

В случае проведения измерений параметров, 
изменяющихся во времени, например суточных 
колебаний температуры атмосферного возду- 
ха [7, с. 230–234], стохастическая оценка даже 
математического ожидания (средних значений 
измеряемого параметра) значительно усложня-
ется. При нормальном распределении парамет-
ров прочности, исходя из пункта 3 основных 
требований, нижний предел кривой должен 
быть неотрицательной величиной, что обуслов-
ливает предельное практическое значение коэф-
фициента вариации Kв ≤ 33 % [5, c. 126] и одно-
сторонний квантиль при трехкратной вели- 
чине Φ(t) = 0,0013 [1, c. 401], т. е. вероятность  
реализации менее 0,013 %. Следовательно,  
при Kв > 33 % (0,33) полный нормальный закон 
распределения не применим для описания ве-
роятностных значений прочностных свойств. 
Однако если величины коэффициентов вариа-
ции значений прочности по пробе на сжатие  
и растяжение не превышают 18–32 %, то по 
месторождению существенно их превышают, 
достигая 85–90 % [5, c. 126]. 

В оценке возможных величин Kв для проч-
ностных свойств (одноосное растяжение и сжа-
тие) всех видов горных пород основным ис- 
точником информации является «Справоч- 
ник (кадастр) физических свойств горных по-
род», в котором при испытании более трех  
образцов приведено 485 и 405 значений коэф-
фициентов вариации на сжатие и растяжение 
соответственно [8]. При этом для одноосно- 
го сжатия 33 группы и одноосного растяже- 
ния 81 группа характеризуются Kв > 0,33.  

Таким образом, при сжатии и растяжении соот-
ветственно около 7 и 20 % групп определения 
прочностных свойств горных пород даже по 
критерию максимальных значений Kв ≤ 0,33 не 
могут аппроксимироваться кривыми нормаль-
ного распределения вероятностей значений 
прочности. Необходимо отметить, что только  
в 11 группах образцов из 890 количество испы-
танных образцов составляло n ≥ 75, по которым 
испытатели могли эмпирически определить вид 
распределения случайных значений. 

Использование данных кадастра [8] позво-
лило построить гистограммы распределения 
значений коэффициентов вариации групп из-
мерений прочности образцов горных пород на 
одноосное сжатие [9, рис. 1] и одноосное рас-
тяжение [9, рис. 2]. Впервые [9] полученные 
общие стохастические закономерности прочно-
сти образцов горных пород на одноосное сжа-
тие и растяжение позволили уточнить взаимо-
действие различных схем разрушения. При-
мерно «нормальное» распределение прочности 
значений коэффициентов вариации групп ис-
пытаний образцов на одноосное растяжение 
свидетельствует о преобладании общей стоха-
стической схемы разрушения. Необходимо от-
метить совпадение превышения средней вели-
чины всех коэффициентов вариации прочности 
образцов на одноосное растяжение по сравне-
нию с таковым на сжатие в 1,4 раза, что совпа-
дает с результатами исследований пород уголь-
ных месторождений [5, 6, 8–10]. Однако при 
этом разброс значений Kв относительно сред-
ней величины для прочности на сжатие суще-
ственно (в 1,6 раза) больше, чем при растя- 
жении [9]. 

В связи с небольшим количеством (око- 
ло 20 % от общего) распределений значений 
прочностных свойств горных пород, удовле-
творяющих критериям подобия (доверительные 
границы [11]) соответствия эмпирического рас-
пределения нормальному закону (Гаусса) для 
компенсации возможных несоответствий одно-
вершинных распределений нормальному об-
разцу, рекомендуется [6, 10] объем выборки 
увеличивать на 20–30 % по сравнению с рас-
четным. Как показал анализ результатов опре-
деления прочности на одномерное сжатие об-
разцов сильвинита и каинитовой породы [12],  
с ростом влажности величина коэффициента 
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вариации существенно увеличивается. Так, при 
росте влажности с 1 до 3 % Kв увеличивается  
в 1,5–2 раза. 

Пластические свойства и структура горных 
пород также оказывают большое влияние на 
разброс значений различных параметров [13]  
и существенно зависят от трещиноватости.  
При необходимости оценки количества опреде-
лений (реализаций) параметра до настоящего 
времени используются различные варианты 
нормального закона распределения, в основе 
которых находится общеизвестная формула 

 

2 2
в

2
н

,t Kn
P

=                            (1) 

 

где t – критерий Стьюдента (псевдоним ан-
глийского ученого-статистика В. С. Госсета [1, 
с. 148]; Kв – коэффициент вариации; Pн – допу-
стимая погрешность определения искомой ве-
личины. 

Однако происшедшие уже в XXI в. обруше-
ния крупных по площади наружных перекры-
тий различных спортивных (спортзал школы в 
Краснопольске (Беларусь, 2004 г.), Трансвааль-
парк (Москва, 2004 г.), бассейн (Москва, 2005 г.)), 
торговых (Басманный рынок (Москве, 2006 г.)), 
зрелищных (г. Катовице (ПНР, 2005 г.)) и дру-
гих сооружений в разных странах (Франция, 
ФРГ и др.) с большими человеческими жертва-
ми свидетельствуют об определенных недо-
статках в нормативно-технической документа-
ции, в которой зачастую содержалась методика 
определения расчетных величин прочностных 
свойств материалов и конструкций. Обычно 
рекомендованное количество определений рас-
четных значений показателей прочности со-
ставляло 3–10 при возможном коэффициенте 
вариации до 30 %. 

Из приведенного выше анализа результатов 
определения прочностных свойств пород сле-
дует практическая необходимость увеличения 
количества реализаций, рассчитанных в соот-
ветствии с (1), на 20–30 %, что также является 
следствием отклонения реальных одновершин-
ных законов распределения измеряемых вели-
чин от нормального закона. Как указывал еще 
более 70 лет назад К. А. Браунли [14, c. 48], ве-
роятный доверительный предел истинного зна-
чения дисперсий при определенном уровне 

значимости для любых объемов выборок, в том 
числе малых (n < 30), можно вычислить по 
формуле  

 

2
2
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= σ

χ
                       (2) 

 

где d – дисперсия значений определяемого па-
раметра, полученных при испытаниях, d = 2 ;mσ  
σm – вероятная максимальная величина средне-
квадратического отклонения значений, полу-
ченных при испытаниях определяемого пара-
метра; 2

kσ  – дисперсия, подсчитанная по дан-
ным выборки результатов испытаний с (n – 1) 
степенями свободы; n – количество получен-
ных значений параметра; χ2 – значение крите-
рия χ2 (хи-квадрат) Е. Пирсона, верхний дове-
рительный предел которого в зависимости от 
поставленной задачи принимается в уровне 
значимости, аналогичном вероятности реализа-
ции P = 0,90–0,99, что соответствует 1–10 % 
вероятности появления, более высоких, чем 
расчетные значения σm.  

Однако с учетом возможных стохастиче-
ских колебаний коэффициента вариации можно 
получить [15, c. 5] 
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где σ1 – количество стандартных отклонений  
в зависимости от вероятности реализации зна-
чений определяемого параметра. 

Откуда для нормального закона распреде-
ления значений измеряемого параметра  
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Как видно из (4), количество необходимых 
испытаний при учете возможного вероятност-
ного разброса значений Kв, по крайней мере при 
небольшом количестве испытаний (n < (10–20)  
в зависимости от условий), существенно боль-
ше по сравнению с отсутствием учета стоха-
стических колебаний коэффициентов вариации. 
Для других видов закона распределения изме-
ряемых (определяемых) величин можно полу-
чить [15] 
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где xm – минимально (максимально) допустимая 
расчетная нормативная величина; x  – средняя 
величина в результате испытаний. 

Анализ применения (5) приведен в [16, 17]. 
Однако многие особенности использования  
патента [15] по сравнению с (1) до сих пор  
не описаны. При этом необходимо учесть 
ГОСТ 21153.2–84 [18], в котором в некоторой 
мере учтены описанные выше рекомендации 
увеличения необходимого количества измере-
ний (экспериментов) при определении проч-
ностных свойств горных пород. Кроме того,  
в строительной отрасли большой интерес вы-
зывает работа Б. М. Колотилкина [19], которая 
посвящена важнейшему вопросу надежности 
функционирования жилых зданий, где имеется 
оценка необходимого количества измерений. 

Учитывая сравнение четырех методик опре-
деления необходимого количества измерений, 
для них вводятся следующие условные обозна-
чения (индексы): n1 – в соответствии с (1) (рас-
пределение Гаусса); n2 – в соответствии с (3) 
или (5) при учете критерия χ2; n3 – в соответ-
ствии с [18]; n4 – в соответствии с рекомен- 
дацией [19]. В первую очередь следует срав-
нить необходимое количество измерений со-
гласно распределению по закону Гаусса (n1)  
и с учетом χ2 (n2), что наглядно представлено 
на рис. 1 при Kв = 0,25. На рис. 1 в качестве ба-
зового значения принято n1 = 10, а направлен-
ные вниз стрелки показывают эквивалентные 
значения n2.  

Как видно из рис. 1, при Kв = 0,25 необхо-
димое количество измерений с учетом крите- 
рия χ2 увеличивается при надежности V = 80 %  
на 50 % (в 1,5 раза), при V = 90 % – на 75 %  
(в 1,75 раза), при V = 95 % – на 90 % (в 1,9 ра-
за), при V = 98 % – на 135 % (в 2,35 раза).  
При меньших значениях коэффициента вариации 
это абсолютное увеличение количества необхо-
димых измерений n2 по сравнению с n1 уменьша-
ется, но относительное остается высоким. Следу-
ет отметить, что надежность определения харак-
теристик пород порядка V = 0,80 признается 

достаточной в горном деле [18; 20, с. 125], что 
для строительной и многих других отраслей 
является неприемлемым, где обычно использу-
ется уровень надежности не менее 0,95. 

 

 
 

Рис. 1. Количество необходимых измерений (определений) 
исследуемого параметра при нормальном законе  

распределения (n1) и с учетом критерия χ2 (n2)  
в зависимости от уровня надежности V:  

1 – 0,98; 2 – 0,95; 3 – 0,90; 4 – 0,80 
 

Fig. 1. Number of required measurements (determinations)  
or investigated parameter with normal distribution law (n1)  

and due account of criterion χ2 (n2) according  
to reliability level V:  

1 – 0.98; 2 – 0.95; 3 – 0.90; 4 – 0.80 
 
Существенный интерес представляет срав-

нение роста необходимого количества измере-
ний с увеличением коэффициента вариации при 
надежности V, равной 0,90; 0,95 и 0,98, что 
представлено на рис. 2, 3. 

 

 

Рис. 2. Влияние величины коэффициента вариации Kв  
на необходимое количество измерений при использовании 

различных методик: при V = 0,90: 1 – n1; 2 – n2; 3 – n3;  
при V = 0,98: 4 – n1; 5 – n2; 6 – n3 

 

Fig. 2. Influence of variation coefficient value Kв  
on required number of measurements while using  

various methodologies: at V = 0.90: 1 – n1; 2 – n2; 3 – n3;   
at V = 0.98: 4 – n1; 5 – n2; 6 – n3 
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Рис. 3. Влияние величины коэффициента вариации Kв  
при надежности V = 0,95 на необходимое количество  
измерений при использовании различных методик:  

1 – n1; 2 – n2; 3 – n3; 4 – n4 
 

Fig. 3. Influence of variation coefficient value Kв  
with reliability V = 0.95 on required number  

of measurements while using various methodologies:  
1 – n1; 2 – n2; 3 – n3; 4 – n4 

 
Все кривые на рис. 2, 3 построены по точ-

кам значений, взятых из рекомендованных или 
представленных разными авторами. Следует 
отметить, что все кривые, построенные для 
нормального закона распределения при соот-
ветствующих надежностях V (0,90; 0,95 и 0,98), 
располагаются в нижних частях групп кривых, 
т. е. эта методика в чистом виде дает мини-
мальные количества необходимых измере- 
ний (испытаний). Во всех группах кривых на 
втором месте снизу расположены зависимо- 
сти n3 = f(Kв, V), построенные в соответствии  
с [18]. Выше них располагается зависимость  
n4 = f(Kв, V) (рис. 3, кривая 3), построенная  
по методике [19]. Выше всех – зависимость n2 =  
= f(Kв, V) (рис. 3), в которой учитывается кри-
терий χ2 [15]. Если рассмотреть рекомендо- 
ванные методики исторически, то определе- 
нию n1 уже около 100 лет, n3 – 30–40 лет, n4 – 
30 лет, а n2 с учетом критерия χ2 – всего пять 
лет. Такой прогресс в первую очередь можно 
объяснить тяжелыми авариями, происходящи-
ми с крупными зданиями со сложными сбор-
ными металлическими конструкциями, которые 
свидетельствовали о неблагополучии, в частно-
сти при определении прочностных показателей 
материалов и конструкций. 

Следует отметить разную интенсивность 
роста необходимого количества измерений (уг-

лов наклона кривых или производных ∂ni/∂Kв)  
с нарастанием величины коэффициента вариа-
ции при постоянных значениях надежности. 
При Kв > (0,15–0,20) заметна параллельность 
нарастания значений n1 и n2. На рис. 3 видно, 
что результаты расчетов методики необхо- 
димого количества измерений по [18] и [19] 
постепенно сближаются и даже пересекаются 
при Kв ≈ 0,25. При малых значениях коэффици-
ента вариации (Kв < 0,05) различные методики 
дают разные интенсивности уменьшения необ-
ходимых значений ni, но при использовании 
критерия χ2 количество измерений (испытаний) 
должно быть не менее четырех (n2 ≥ 4) [15]. 

Как показывает анализ результатов расче-
тов, разность (n2 – n3) (рис. 4) с увеличением 
коэффициента вариации при постоянных зна-
чениях надежности существенно возрастает. 
Если при V = 0,90 эта зависимость (рис. 4, ли-
ния 1) примерно линейна, то при V, равном 0,95 
и 0,98, выражается параболической кривой 
(рис. 4, кривые 2, 3), кривизна которой с ростом 
значений надежности увеличивается.  

 

Рис. 4. Зависимость разности (n2 – n3) от величины  
коэффициента вариации Кв при различных значениях 

надежности V: 1 – 0,90; 2 – 0,95; 3 – 0,98 
 

Fig. 4. Dependence of difference (n2 – n3) on variation  
coefficient value Кв at various reliability values V: 1 – 0.90;  

2 – 0.95; 3 – 0.98 
 
Также интересно проследить влияние пара-

метра надежности V на необходимое количе-
ство измерений (испытаний) n2 при разных зна-
чениях Kв (рис. 5) в случае учета критерия χ2. 
Следует отметить, что с ростом коэффициен- 
та вариации средняя кривизна (∂n2/∂V)ср возрас-
тает и при этом значительно увеличивается n2, 
выходя в итоге за границу «малого» количества 
измерений. 
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Рис. 5. Влияние показателя надежности на минимально 
необходимое количество измерений n2 (испытаний)  

с учетом критерия χ2 при разных значениях Kв:  
1 – 0,1; 2 – 0,2; 3 – 0,3 

 

Fig. 5. Influence of reliability index on minimum  
required number of measurements n2 (tests)  

with due account of criterion χ2 at various values of Kв:  
1 – 0.1; 2 – 0.2; 3 – 0.3 

 
Отношение необходимых количеств изме-

рений (испытаний) при учете критерия χ2 и без 
него также представляет определенный инте- 
рес (рис. 6).  

 

 

Рис. 6. Зависимость отношения n2/n1 от необходимой 
надежности определения параметра и минимального  

количества измерений с учетом критерия χ2  
при Kв = 0,25 для V:  

1 – 0,98; 2 – 0,95; 3 – 0,90; 4 – 0,80 
 

Fig. 6. Dependence of ratio n2/n1 on required reliability  
for determination of parameter and minimum number  

of measurements with due account of criterion χ2   
at Kв = 0.25 for V:  

1 – 0.98; 2 – 0.95; 3 – 0.90; 4 – 0.80 
 
Как видно из рис. 6, при Kв = 0,25 кри- 

вые n2/n1 = f(n2, V) имеют гиперболический вид 
и резко возрастают при уменьшении n2  от 30  
до нескольких единиц, что свидетельствует о рез-
ком усилении влияния учета критерия χ2, осо-
бенно при малом количестве измерений (n ≤ 10). 

Поэтому при измерениях, испытаниях и опре-
делениях искомых параметров при n ≤ 30 обя-
зательно нужно учитывать критерий χ2 в случае  
использования одновершинных законов рас-
пределения, похожих на нормальный закон 
распределения Гаусса.  

Учитывая вышеизложенное, основная труд-
ность в правильной и надежной оценке иссле-
дуемого параметра лежит в области опреде- 
ления его закона распределения. Однако за  
последние 30 лет [21–24] для многофактор- 
ных экспериментов разработана «робастная»,  
т. е. не зависящая от закона распределения, 
устойчивая методика оценки параметров моде-
ли и исключения промахов [7, c. 240]. В этой 
методике [24] использованы понятия «сигнал» 
(управляемый фактор) и «шум» (неуправляе-
мый, т. е. случайный фактор). Для эксперимен-
татора определяемая средняя величина x  явля-
ется сигналом (с), чему мешает ее стохастич-
ность, характеризующая шум (ш). Отношение 
сигнала к шуму по [24] описывается формулой 

 

2

2
с 10lg ,
ш

x 
=  

σ 
                       (6) 

 

где x  – средняя измеряемая величина (центр 
рассеивания); σ – среднеквадратическое откло-
нение, имеющее размерность измеряемой вели-
чины. 

С учетом изложенного в [25], при использо-
вании нормального закона распределения мож-
но записать  

 

2
в

с 110lg ,
ш 11

2
K

n

 =    +    

              (7) 

 

что существенно ограничивает применение (7) 
для других видов законов распределения.  
Однако для малых выборок с учетом (2) можно 
записать 

 

1
2
в 2

с 110lg ,
ш

nK
−

  −
=    χ  

               (8) 

 

откуда 
 

( )2
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1 сlg lg 1 2lg .
10 ш
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Согласно [14, с. 20], критерий χ2 является 
функцией вероятности ψ и числа степеней сво-
боды m = (n – 1), т. е. объема выборки (количе-
ства измерений). Поэтому для численного 
определения показателя надежности (вероятно-
сти реализации) необходимо по известным зна-
чениям n, Kв и с/ш вычислить χ2 и lgχ2, а затем 
из χ2 = f(ψ, n) найти ψ. Если обозначить:  

 
11 с

2 10 ш
1 2 в2

1; 10 ,nA A K
−

 −
= =   χ  

         (10) 

 

то должно удовлетворяться равенство A1 = A2. 
Но в явном виде решить это уравнение относи-
тельно показателя надежности ψ и количест- 
ва измерений не представляется возможным. 
Поэтому для определения необходимого коли-
чества измерений n при условии принятия в 
качестве с/ш отношения минимально (макси-
мально) допустимого значения измеряемой ве-
личины к среднему ( xxm / ) следует использо-
вать компьютерные расчеты или графоанали-
тические способы (номограммы) [26]. Такое 
(«робастное») направление оценки надежности 
экспериментального определения искомого па-
раметра, безусловно, требует дальнейших теоре-
тических и практических исследований. 

В связи с важностью учета величины коэф-
фициента вариации, предложенного К. Пирсо- 
ном около 100 лет назад в качестве относитель-
ной меры рассеяния стохастической величины 
вокруг среднего значения, представляется не-
обходимым предложить классификацию воз-
можных колебаний значения определяемого 
параметра по величине коэффициента вариа-
ции. Это тем более необходимо вследствие без-
размерности Kв, что позволяет сравнить воз-
можные колебания значений самых различных 
параметров. 

Основываясь на многочисленных определе-
ниях величин коэффициентов вариации [27], 
предлагаются следующие варианты нестабиль-
ности определяемого параметра по классам: 

1-й: незначительная при Kв ≤ 0,05; 
2-й: малая при 0,05 ≤ Kв ≤ 0,10; 
3-й: средняя при 0,10 ≤ Kв ≤ 0,20; 
4-й: сильная при 0,20 ≤ Kв ≤ 0,30; 
5-й: очень сильная при 0,30 ≤ Kв ≤ 0,40; 
6-й: катастрофическая при Kв > 0,40. 

Как показывает анализ реальных результа-
тов многочисленных определений коэффици-
ентов вариации прочностных свойств горных 
пород [17] и концентраций метана в горных 
выработках шахт Донбасса [27], т. е. совершен-
но различных природных источников, абсо-
лютные величины Kв очень редко (менее 1 % от 
общего количества групп измерений) превы-
шают величину 0,40, что уже соответствует 
очень сильной нестабильности. Следует отме-
тить, что для прочности на сжатие некоторых 
пород покровной толщи Старобинского место-
рождения калийных солей (I и II Солигор- 
ские рудники) Kв > 0,40 (мергель – при n = 18 
Kв = 0,44; глинистый доломит – при n = 9 
Kв = 0,45) [28]. 

Для металлов и бетонов величины коэффици-
ентов вариаций прочностных показателей обычно 
не выходят за пределы Kв ≤ 0,20. Однако даже 
при этих значениях Kв на основании данных дли-
тельной практики конструирования, расчета  
и эксплуатации машин и сооружений величина 
запаса прочности для сталей при статической 
нагрузке принимается равной 1,4–1,6 [29, с. 116]. 
Для хрупких материалов при статических 
нагрузках запас прочности следует принимать  
в размере 2,5–3,0, а для пластичных материалов 
он должен составлять 2,4–2,6 [29, с. 117]. 

Ориентировочную оценку величин коэффи-
циентов вариаций, использованных при опре-
делении приведенных коэффициентов запа- 
са, можно получить, исходя из приведенного  
в [5, с. 126, 139, 144] условия Kв ≤ 0,33 при 
нормальном законе распределения (Гаусса),  
так как значения параметров прочности долж-
ны быть положительными. При этом эксцесс 
(островершинность) должен характеризовать- 
ся коэффициентом 2,5 ≤ b2 ≤ 3,5 [5, с. 144].  
При Kв ≤ 0,45 и 1,5 ≤ b2 ≤ 2,5 рекомендует- 
ся применять параболическое распределение, 
при Kв ≤ 0,25–0,30 и 3,5 ≤ b2 ≤ 6 – логистиче-
ское распределение. 

Исходя из предельной величины коэффици-
ента вариации Kв ≈ 0,33, для закона Гаусса мини-
мальная величина показателя прочности поро- 
ды около нуля. Поэтому при xm = x (1 – 3Kв) 
учтенные величины коэффициентов вариа- 
ции при определении коэффициентов запаса 
составляют:  
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• для сталей при статической нагрузке Kв ≈  
≈ 0,10–0,12; 

• для хрупких материалов при статической 
нагрузке Kв ≈ 0,20–0,22; 

• для пластичных материалов Kв ≈ 0,19–0,21. 
Важность надежного определения величины 

измеряемого параметра в очередной раз под-
тверждается Законом Республики Беларусь «Об 
энергосбережении» от 26.02.2015 [30], в кото-
ром предусмотрено каждые пять лет обязатель-
ное энергетическое обследование (энергоаудит) 
юридических лиц с годовым потреблением топ- 
ливно-энергетических ресурсов 1,5 тыс. т у. т.  
и более. В этом законе также предусмотрены 
многие мероприятия по энергосбережению. 
Понятно, что для эффективного исполнения 
закона [30] необходимы многочисленные изме-
рения и правильное определение различных 
параметров объектов обследования, для чего 
нужна надежная методика. Поэтому описанная 
в данной статье проблема требует проведения 
дальнейших исследований. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Любые количественные измерения опреде-

ляемых параметров сопровождаются погрешно-
стями, а при разных величинах этих парамет- 
ров, изменяющихся во времени и пространст- 
ве, требуют учета вероятностей их проявления. 
При случайном воздействии погрешностей необ-
ходим учет стохастических закономерностей для 
их количественной оценки. 

2. При малом количестве измерений (опре-
делений) изучаемого параметра (менее 30) до 
сих пор используются различные методики 
оценки возможных колебаний измеряемых ве-
личин, основанных на применении закономер-
ностей распределения Гаусса. При этом прак-
тическое использование этих закономерностей 
для определения количества измерений приво-
дит к необходимости их увеличения для 
надежного (правильного) нахождения число-
вых характеристик изучаемых параметров. 

3. До 2007 г. по непонятным причинам для 
малых выборок (менее 30) не использовалось 
предложение К. А. Браунли по оценке довери-
тельных пределов для величины дисперсии  

при помощи критерия χ2, применение которого 
при надежности более 0,8 увеличивает количе-
ство необходимых измерений более всех мето-
дик на основе закона Гаусса. 

4. Все ныне действующие и предлагаемые 
методики с критерием χ2 определения количе-
ственных (в том числе стохастических) харак-
теристик изучаемого параметра предназначены 
для одновершинных распределений, похожих 
на закон Гаусса. Однако для достаточно надеж-
ной оценки необходимого количества измере-
ний следует разработать такую методику опре-
деления стохастических характеристик, при 
использовании которой вид закона распределе-
ния либо не будет оказывать решающего влия-
ния, либо будет аналитически запрещать про-
ведение этих расчетов. 

5. В последнее время большой практический 
интерес представляют «робастные», т. е. не зави-
сящие от вида закона распределения, устойчи-
вые методы оценки стохастических параметров 
измеряемого параметра, которые получили 
применение в основном при многофакторном 
эксперименте. Необходимо реально оценить 
условия и возможность применения «робастно-
го» метода при определении количественных 
характеристик изучаемого объекта. 

6. На основе многолетнего практического 
использования стохастических характеристик 
различных параметров и процессов впервые 
предложена классификация нестабильности на 
базе величин коэффициентов вариации. 

7. Насущная необходимость повышения 
надежности определения количественных ха-
рактеристик с целью предотвращения ката-
строфических аварий требует проведения спе-
циальных исследований. 
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Реферат. Рассматривается возможность использования песчаного асфальтобетона в качестве материала для защиты 
как асфальтобетонных, так и цементобетонных дорожных покрытий от воздействия внешних разрушающих факто-
ров. Определены недостатки и преимущества дорожных покрытий из песчаного асфальтобетона. Приведены реко-
мендации по улучшению свойств песчаного асфальтобетона. Проанализированы возможные варианты использования 
комплексно-модифицированных песчаных асфальтобетонов в дорожном строительстве. Отмечено, что по своим по-
тенциально возможным физико-механическим свойствам активированные кварцевые пески совместно с микроарми-
рованием их дисперсными отходами промышленности являются эффективным компонентом для создания конструк-
тивных слоев дорожных асфальтобетонных покрытий. В статье затронуты лишь отдельные аспекты эффективного 
применения кварцевых песков в дорожном асфальтобетоне. Тема представляет интерес для регионов, где отсутству-
ют месторождения горных пород для получения щебня, но имеется значительное распространение местных кварце-
вых песков. Их успешное применение связано с необходимостью создания специального оборудования для физико-
химической активации поверхности зерен песка, позволяющей резко усилить адгезионную прочность на разделе фаз 
в системе «битум–SiO2». Рассматриваемая проблема актуальна: ее решение позволит максимально использовать 
местные пески и частично исключить применение щебня в дорожном строительстве. 
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Abstract.  The paper considers a possibility to use sand asphalt concrete as a material for protection of asphalt concrete and 
cement concrete road pavements against affection of external destructive factors. Advantages and disadvantages of sand  
asphalt concrete road pavements have been determined in the paper. The paper provides recommendations on improvement  
of sand asphalt concrete properties and contains an analysis of possible variants for usage of complex-modified sand asphalt 
concrete in the road construction. It has been noted that according to its potentially possible physical and mechanical proper-
ties activated quartz sand being micro-reinforced by dispersive industrial wastes is considered as an efficient component  
for creation of constructive layers in road asphalt concrete pavements. The paper reveals only specific aspects of the efficient 
application of  quartz sand in road asphalt concrete.  The  subject of the paper  loоks rather interesting  for regions where  there 
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are no rock deposits  for obtaining broken-stone ballast but  there is rather  significant  spreading  of  local  quarts  sand. Its 
successful application is connected with the necessity to develop special equipment for physical and chemical activation  
of sand grain surface that permits strongly to increase an adhesive strength in the area of phase separation within the “bitu- 
men–SiO2” system. The considered problem is a topical one and its solution will make it possible to local sand in a maximum 
way and partially to exclude application of broken stone in road construction. 
 

Keywords: sand asphalt concrete, dispersive reinforcement, activation technologies, industrial wastes, polymer modification, 
polyethylene 
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Введение 
 

Значительный объем финансирования до-
рожной отрасли на сегодняшний день прихо-
дится на восстановление, поддержание и со-
вершенствование существующей сети автомо-
бильных дорог. В то же время не прекращаются 
работы по строительству новых автомобильных 
дорог различных технических категорий. Воз-
растающие осевые нагрузки автомобилей при-
водят к возникновению деформаций дорожных 
покрытий, не рассчитанных на такие воздей-
ствия. Максимальная расчетная нагрузка на 
одиночную ось автомобиля на сегодняшний 
день составляет 11,5 тс. Вероятно, что в бли-
жайшее время в расчетах для дорог высоких 
технических категорий с интенсивным движе-
нием транзитных транспортных средств рас-
четная нагрузка составит 14–15 тс. Наиболее 
интенсивно асфальтобетонные покрытия под 
нагрузкой деформируются в летний период. 
Снижение ровности автомобильных дорог вле-
чет за собой увеличение затрат как на транс-
портировку груза, так и на эксплуатацию 
транспортного средства. 

Общая протяженность дорожной сети Рес-
публики Беларусь составляет почти 90 тыс. км, 
около 55 % ее протяженности имеют асфальто-
бетонные покрытия. Но уже к 2020 г. планиру-
ется широко строить дороги с цементобетон-
ным покрытием.  

Асфальтобетонные и цементобетонные по-
крытия со временем теряют свои эксплуатаци-
онные качества. Согласно современным пред-
ставлениям о создании надежной и долго- 
вечной дорожной одежды, несущие ее слои 
должны быть перекрыты тонким, плотным, 
стойким к истирающим нагрузкам и агрессив-
ному воздействию внешней среды защитным 
слоем. Одним из вариантов такого защитного 
состава может стать песчаный модифициро-
ванный дорожный асфальтобетон, основным 
минеральным сырьем для которого является 

повсеместно распространенный кварцевый пе-
сок, а также различные техногенные отходы 
промышленности. 

 
Факторы, влияющие на прочность  
асфальтобетонных покрытий 
 

Асфальтобетонные покрытия, работающие  
в сложных климатических условия Республики 
Беларусь и средней полосы Российской Феде-
рации, в большей степени подвержены прежде-
временному разрушению, чем такие же покры-
тия, работающие в климатических условиях 
центральной Европы (Германия, Франция, 
Бельгия и др.). Преждевременное их разруше-
ние по сравнению со странами Европы обу-
словлено, во-первых, значительно меньшим 
температурным интервалом, в котором может 
без разрушения работать асфальтобетон, а во-
вторых, большим числом циклов заморажива-
ния-оттаивания. Например, согласно европей-
скому стандарту [1] на дорожные битумы тем-
пература хрупкости по Фраасу составляет не 
менее минус 8 ºС или не нормируется, в то 
время как по белорусским стандартам [2] и [3] 
температура хрупкости для битумов с сопоста-
вимыми показателями пенетрации – минус 17  
и минус 20 ºС соответственно. Причем темпе-
ратура размягчения по кольцу и шару прибли-
зительно одинакова (45–50 ºС). 

Для асфальтобетонных покрытий авто- 
мобильных дорог характерны следующие де-
фекты: 

• шелушение и выкрашивание – результат 
нарушения технологии приготовления, укладки 
и уплотнения асфальтобетонной смеси; 

• пластические деформации (колея, волны, 
сдвиги, наплывы) – следствие низкой сдвиго-
устойчивости асфальтобетона, проявляющейся 
при высоких летних температурах и интенсив-
ном движении тяжелых транспортных средств; 

• усталостные трещины – результат несоот-
ветствия несущей способности дорожных 
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одежд величине и интенсивности разрушающе-
го воздействия; 

• отраженные трещины – образуются после 
проведения ремонта нижележащих слоев ас-
фальтобетона, а также над деформационными 
швами цементобетонных покрытий при пере-
крытии их слоями асфальтобетона; 

• температурные трещины, сетка трещин –  
в первые годы эксплуатации температурные 
трещины вызваны недостаточной устойчиво-
стью битума к температурному воздействию,  
в последующие годы эксплуатации причиной 
интенсивного трещинообразования является 
процесс старения битума (частота их появления 
увеличивается, расстояние между ними умень-
шается, что постепенно приводит к образова-
нию сетки трещин). 

Существуют различные способы ликвида-
ции и предупреждения образования существен-
ных дефектов асфальтобетонных покрытий. 
Для предотвращения дальнейшего разрушения 
покрытия при его шелушении и выкрашивании 
необходимо проведение защитных мероприя-
тий: устройство слоя износа или обработка 
пропиточными составами. Пластических де-
формаций можно избежать, используя асфаль-
тобетонные смеси с высоким содержанием 
щебня, например щебеночно-мастичные компо-
зиции. Правильный учет и прогнозирование 
изменения интенсивности движения и нагрузки 
на дорожную одежду, а также своевремен- 
ное проведение ремонтных мероприятий поз-
волят предотвратить появление температурных 
и усталостных трещин. Для предупреждения 
образования отраженных трещин между суще-
ствующим покрытием и новыми асфальтобетон-
ными слоями обычно устраивается трещино-
прерывающая прослойка из геосинтетического 
материала или крупнозернистой смеси на орга-
ническом вяжущем. Процесс старения битума 
неизбежно вызывает интенсивное трещинооб-
разование через три-четыре года эксплуатации. 
Старение битума можно замедлить путем 
устройства тонких защитных слоев износа, а 
также пропитки покрытия различными химиче-
скими композициями. 

В зарубежных странах межремонтный ин-
тервал для асфальтобетонных покрытий со-
ставляет пять-семь лет. В этот период преду-
смотрено проведение поддерживающих ремон-
тов в зависимости от степени разрушения 
покрытия [4]. В начале эксплуатации – это гер-
метизация образовавшихся трещин и пропитка 

покрытия специальными гидрофобными соста-
вами с целью замедления процесса старения 
битума. Обычно при незначительных по объе-
му дефектах устраиваются защитные слои по 
типу Slurry Seal. Предусмотрено также устрой-
ство тонких защитных слоев из органомине-
ральных смесей (микропокрытий). В качестве 
вяжущего в таких смесях используются поли-
мер-модифицированные эмульсии, что позво-
ляет снизить стоимость строительства. Однако 
поверхностная обработка во многих странах 
применяется лишь в незначительных объемах 
или на дорогах невысоких категорий. В Рес-
публике Беларусь поверхностная обработка – 
наиболее распространенный способ текущего 
ремонта автомобильных дорог. Причем работы 
производятся как машинами с синхронным 
распределением вяжущего и щебня, так и по 
традиционной технологии. Недостатком по-
верхностной обработки является ее низкое  
качество при любом нарушении технологии 
производства работ. Поверхностная обработка 
по сравнению с технологией Slurry Seal не поз-
воляет существенно повысить ровность, ликви-
дировать колею и законсервировать очаги де-
фектообразования дорожных покрытий.  

Цементобетонные покрытия также подвер-
жены разрушению и деформациям (вертикаль-
ное смещение плит, шелушение, выкраши- 
вание, истираемость и др.). Наиболее неблаго-
приятный период для эксплуатации цементобе-
тонных дорожных покрытий – зимний. Низкая 
коррозионная стойкость к воздействию солей, 
попеременное замораживание-оттаивание, ис-
пользование шипованной резины приводят к 
появлению различных микроразрушений по-
верхностного слоя дорожного бетона.  

Применение технической соли при зимнем 
содержании цементобетонных покрытий при-
водит к возникновению термического удара [5]. 
Техническая соль снижает температуру замерза-
ния воды и вызывает таяние льда при отрица-
тельной температуре. Этот процесс сопровожда-
ется поглощением теплоты, т. е. снижением 
температуры поверхностного слоя бетона. В слу-
чае термического удара возникает значитель- 
ный температурный градиент (от 2,5 до 9,0 ºС)  
в поверхностных слоях бетона в течение пер-
вых 2–3 мин. Происходит замерзание воды  
в мелких порах поверхностного слоя бетона, 
приводящее к значительному повышению 
льдистости. Следствие этого – температурные 
деформации и напряжения, которые могут вы-
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звать преждевременное разрушение поверх-
ностного слоя бетона.  

Исследования, проведенные в МАДИ [6], 
свидетельствуют о том, что совместное приме-
нение при зимнем содержании противоголо-
ледных реагентов и шипованной резины при-
водит к образованию поверхностных деформа-
ций в первые несколько лет эксплуатации. 
Замедлить этот процесс можно, лишь используя 
защитные гидрофобизирующие составы. 

На эксплуатационную долговечность цемен- 
тобетонных покрытий также оказывают влия-
ние процессы, происходящие при твердении 
цементобетонной смеси в период строительства 
покрытия [7]. Истираемость и прочность по-
верхностного слоя цементобетона в первую 
очередь зависят от величины влагопотерь при 
твердении бетона. Влагопотери крупнозерни-
стого щебеночного бетона значительно больше, 
чем мелкозернистого. Для уменьшения потерь 
влаги при твердении используются защитные 
пленочные или гидрофобизирующие пропи-
точные материалы.  

Срок службы цементобетонных покрытий 
теоретически может составлять до 50 лет. Но воз-
действие климатических и эксплуатационных 
факторов снижает этот показатель. Цементобе-
тонные покрытия практически не вырабатывают 
свой теоретический ресурс службы. Для поддер-
жания транспортно-эксплуатационных качеств 
таких покрытий чаще всего используется их 
обработка кольматирующими составами. Пери-
одичность обработки зависит от величины ис-
тирающей нагрузки и погодно-климатических 
воздействий. Использование кольматирующих 
составов позволяет замедлить процесс поверх-
ностного разрушения цементобетона, но не 
предохраняет поверхностный слой от термиче-
ского удара в зимний период.  

На цементобетонных покрытиях возможно 
устройство двойной поверхностной обработки, 
но это далеко не лучший вариант. В развитых 
европейских странах наблюдается тенденция  
к устройству на различных дорожных покрыти-
ях сверхтонких защитных слоев из органоми-
неральных смесей. Такие слои периодически 
обновляются раз в несколько лет, что позволяет 
существенно защитить несущие слои дорожных 
одежд, поскольку защитные слои воспринима-
ют на себя агрессивное воздействие внешней 
среды. Препятствием для широкого примене-
ния тонкослойных защитных слоев на органи-
ческом вяжущем при усилении существующих 

покрытий может стать их недостаточная устой-
чивость к образованию отраженных трещин. 

 

Песчаный асфальтобетон:  
преимущества и недостатки 
 

К основным положительным качествам до-
рожных песчаных асфальтобетонов относятся [8]: 
коррозионная стойкость, износостойкость, ги-
гиеничность, более низкая стоимость по срав-
нению со щебеночными смесями. По сравне- 
нию с любым другим видом асфальтобетона 
песчаный асфальтобетон обладает наиболее 
однородной структурой, благодаря чему возни- 
кающие в нем напряжения распределяются  
в объеме равномерно, в то время как в щебе-
ночных асфальтобетонах отдельные щебенки 
являются опасными «концентраторами» напря- 
жений. Этим фактом объясняется более высо-
кая коррозионная износостойкость песчаных 
асфальтобетонов.  

К основным недостаткам песчаных асфаль-
тобетонов относятся низкая сдвигоустойчи-
вость при высоких летних температурах и вы-
сокая «чувствительность» к нарушению состава 
смеси при приготовлении. Согласно общей 
теории строительного материаловедения, мате-
риалам с более однородной структурой соот-
ветствуют более высокие прочностные показате-
ли. Теоретически прочность песчаных асфальто-
бетонов может быть больше, чем прочность 
щебеночных, но при существующей технологии 
производства асфальтобетонных смесей пока 
невозможно получить сдвигоустойчивый пес-
чаный асфальтобетон вследствие следующих 
причин.  

В структуре песчаного асфальтобетона 
можно выделить объемный и структурирован-
ный битумы. Структурированный битум обра-
зует на поверхности частиц минерального ма-
териала тонкую непрерывную пленку, через 
которую зерна минерального материала кон-
тактируют между собой для образования проч-
ной адгезионной связи. Но такого количества 
битума будет явно недостаточно для каче-
ственного перемешивания смеси. Объемный 
битум, который необходим для приготовления 
смеси, впоследствии занимает межзерновое 
пространство, увеличивая толщину битумной 
прослойки между зернами песка. В таком слу-
чае структурная прочность асфальтобетона ха-
рактеризуется лишь незначительной величиной 
сцепления зерен песка друг с другом через тон-
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кую битумную пленку, а основную нагрузку 
несет асфальтовяжущее вещество. Немаловаж-
ным фактором, влияющим на прочность песча-
ного асфальтобетона, является низкая адгезия 
битума к поверхности кварцевых зерен песка, 
обусловленная природой его минералогиче- 
ской структуры (содержание SiO2 в песке бо- 
лее 95 %). Учитывая эти особенности песчаных 
асфальтобетонов, любое, даже незначительное, 
изменение соотношения составляющих смеси 
оказывает большое негативное влияние на их 
основные эксплуатационные показатели. 

Песчаный асфальтобетон в дорожном строи-
тельстве широко применялся в СССР до 60-х гг. 
прошлого века. В послевоенные годы исполь-
зование данного материала было обусловлено 
невысокой интенсивностью движения и низкой 
нагрузкой на ось автомобиля, а также нехват-
кой прочного крупного заполнителя, который 
был в первую очередь необходим для послево-
енного восстановления разрушенных зданий  
и сооружений. Однако с ростом интенсивности 
движения песчаный асфальтобетон вытесни- 
ли более прочные щебеночные асфальтобето-
ны. В настоящее время песчаный асфальтобе-
тон в основном используется лишь для устрой-
ства пешеходных дорожек и тротуаров. Воз-
можность широкого применения песчаных 
асфальтобетонов обусловлена повсеместным 
распространением песков и легкостью их до-
бычи. Широкое использование песчаных ас-
фальтобетонов в качестве материала для несу-
щих слоев дорожной одежды, т. е. устройства 
толстых слоев, в настоящее время не представля-
ется возможным, но применение их в качест- 
ве защитного слоя с толщиной не более 1–2 см 
при условии улучшения физико-механических 
свойств этого материала – экономически целе-
сообразно.  

 
Улучшение свойств песчаных  
асфальтобетонов 
 

За многолетний период эксплуатации по-
крытий из песчаных асфальтобетонов накоплен 
достаточный опыт и намечены пути улучшения 
его свойств за счет: оптимизации грануломет-
рического состава, дисперсного армирования, 
физико-химической активации поверхности 
заполнителя, модификации битума полимера-
ми, совершенствования приготовления смеси. 

В качестве минерального заполнителя в 
песчаных асфальтобетонах можно использовать 

как природный песок, так и отсевы дробле- 
ния [8]. Песчаные асфальтобетоны на природ-
ном песке имеют высокую плотность и шеро-
ховатость, на основе отсева дробления – более 
высокие сцепные качества, что объясняется 
увеличением числа контактов колеса с покры-
тием. К основным недостаткам можно отнести 
низкие значения сдвигоустойчивости в связи  
с малой адгезионной прочностью системы «би-
тум – кварцевый песок».  

Практика показала [9], что наиболее целе-
сообразно проводить обогащение смеси из при-
родных песков отсевами дробления. Известно, 
что процентное содержание отсева в смеси 
необходимо в каждом случае устанавливать 
экспериментально, потому что до сих пор не 
существует достаточно убедительных теорети-
ческих исследований по этому вопросу. В раз-
личных рекомендациях по улучшению свойств 
песчаных асфальтобетонов доля отсева колеб-
лется от 10 до 50 %. Корректируя грануломет-
рический состав, необходимо исходить из 
условия достижения наибольшей плотности 
готовой смеси. С целью снижения стоимости 
песчаного асфальтобетона в состав минераль-
ной части целесообразно вводить отработанные 
формовочные смеси (ОФС). Однако решение 
об использовании ОФС того или иного литей-
ного производства может быть принято только 
после тщательного исследования этого мате- 
риала. Как правило, пока на большом количе-
стве литейных производств ОФС просто выво-
зятся в отвалы в виде отходов.  

Установлено, что дисперсное армирова- 
ние является одним из наиболее эффективных 
способов улучшения прочностных свойств мел- 
козернистых материалов. Исследования дис-
персно-армированных асфальтобетонов, прове-
денные в различных странах, подтверждают 
этот вывод. Например, в [10–14] отмечается, 
что содержание волокна в структуре асфаль- 
тобетона даже в пределах не более 1 % повы-
шает транспортно-эксплуатационные свойства 
дорожных покрытий, однако на эффектив- 
ность армирования также оказывает влияние 
тип применяемого волокна. Наиболее важным  
показателем, определяющим возможность ис-
пользования волокна в составе асфальтобетона, 
является степень гидрофобности его поверх- 
ности.  

Проведенные автором статьи исследования 
показали, что в качестве армирующих волокон 
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перспективно использовать отходы, образую-
щиеся, например, при производстве минерало-
ватных плит «БЕЛТЭП» (ОАО «Гомельстрой-
материалы»). Ежегодно такой отход собирается 
в объеме 13000 т в виде базальтового волокна. 
В исследованиях, проведенных в БНТУ [14], 
для дисперсного армирования использовали 
лавсановое, вискозное, капроновое, базальтовое 
и стекловолокно. Установлено, что увеличить 
адгезию битума к поверхности волокнистой 
добавки можно при помощи обработки волок- 
на гидрофобизирующими составами, которые 
подбираются в зависимости от происхождения 
волокон. Такая обработка необходима, что- 
бы не допустить раскручивание и разбиение 
волокнистого пучка на отдельные волокна. 
Наилучшие результаты были достигнуты при 
армировании стекловолокном, обработанным 
анионным ПАВ. Значение предела прочно- 
сти на сжатие при 50 °С превысило минималь-
но допускаемое на 80 %. Количество вводимо- 
го в смесь волокна составляло не более 2 %.  
Дисперсное армирование позволило увеличить 
сдвигоустойчивость на 20–40 % и трещиностой-
кость – на 100–200 %, что особенно необходимо 
для предупреждения образования отраженных 
трещин. Следует отметить, что в приведенном 
исследовании [14] в состав минеральной части 
материала входил гравий, что не дает возмож-
ности в полной мере оценить влияние дисперс-
ного армирования на свойства именно песча-
ных бетонов. 

Предусмотренные существующими норма-
тивными документами испытания асфальто- 
бетонов не позволяют оценить их работоспо-
собность во времени. Дополнительными по- 
казателями качества песчаных армированных 
асфальтобетонов могут служить динамиче- 
ский модуль упругости и величина остаточ- 
ной деформации при постоянной нагрузке [15].  
Динамический модуль упругости был включен 
в Руководство AASHTO по подбору состава 
асфальтобетонных смесей в качестве нормиру-
емого показателя в 1993 г. Значения динамиче-
ского модуля упругости песчаных асфальтобе-
тонов, армированных фиброволокном (1 %), 
превысили значения неармированного песчано-
го асфальтобетона на 10–40 % в зависимости от 
частоты нагружения. При испытании на стати-
ческую ползучесть неармированный асфальтобе-
тон разрушился через 20 мин, а дисперсно-арми-
рованный выдержал до разрушения 206 мин, что 
в 8,6 раза больше. 

Дисперсное армирование позволяет повы-
сить сдвигоустойчивость, трещиностойкость, 
коррозионную стойкость, прочность и износо-
стойкость песчаных асфальтобетонов. На проч-
ность армированного композита оказывают 
влияние следующие факторы: происхожде- 
ние волокон, процентное содержание волокна  
в смеси, соотношение длины к диаметру волок-
на, ориентация волокна в смеси и др. Эффек-
тивность дисперсного армирования именно 
песчаных асфальтобетонов обусловлена струк-
турой материала. Наполнение короткими проч-
ными волокнами позволит повысить прочность 
асфальтовяжещуго, которое воспринимает зна-
чительную нагрузку в песчаных асфальтобето-
нах, но это, в свою очередь, приводит к некото-
рому увеличению расхода битума. 

Для смачивания битумом большой удельной 
поверхности заполнителей песчаного асфаль-
тобетона необходимо понизить вязкость вяжу-
щего, без изменения его эксплуатационных ка-
честв. Установлено, что при использовании се-
робитумных вяжущих можно сократить время 
перемешивания смеси на 1–2 мин, а также сни-
зить температуру приготовления на 10 ºC [16]. 
Оптимальное процентное содержание серы  
для песчаных асфальтобетонов по результатам  
указанного исследования составляет 30 %.  
При таком показателе сера является также 
структурообразующей добавкой. Использова-
ние серобитумных вяжущих позволяет повы-
сить температурную устойчивость песчаных 
асфальтобетонов. 

Один из самых распространенных спосо- 
бов повышения эксплуатационных качеств  
битумоминеральных смесей – модификация 
вяжущего полимерами [17]. В качестве моди-
фицирующих добавок используются высоко-
молекулярные соединения в виде эластомеров, 
термопластов, термоэластопластов и реакто-
пластов [18, 19].  

При изучении влияния модифицированных 
битумов на физико-механические свойства ас-
фальтобетонов в абсолютном большинстве 
случаев изготавливались многощебенистые ас-
фальтобетонные смеси типа Б или В. При этом 
свойства таких битумов значительно улучша-
лись. Поэтому можно предположить, что при-
менение модифицированных битумов позволит 
также повысить физико-механические свойства 
и песчаных асфальтобетонов.  

Следуя общей концепции максимально воз-
можного использования в составе песчаного 
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асфальтобетона отходов промышленности и 
местных материалов, наиболее целесообразно 
применять в качестве модифицирующей добав-
ки полиэтилен. Материалы на основе полиэти-
лена широко распространены, а большая часть 
отходов от него не перерабатывается, что ухуд- 
шает экологическую обстановку. Перспективно 
использование полиэтилена как низкого, так и 
высокого давления, полученного в виде крошки, 
агломерата или хлопьев из пленки сельскохозяй-
ственного назначения, упаковочной тары и дру-
гих материалов. Получить полиэтиленовую 
крошку размерами 3–5 мм из толстостенного 
пластика можно при помощи роторного ноже-
вого измельчителя. Хлопья из полиэтиленовой 
пленки получают путем резания ее на средних 
скоростях в коническо-ножевом измельчителе. 
Полиэтилен может быть введен в асфальтобе-
тонную смесь в виде крошки или хлопьев по ли-
нии подачи волокнистых материалов, а также 
использоваться для приготовления полимерби-
тумного вяжущего, что подразумевает его от-
дельное приготовление [18]. Во втором случае 
при высокотемпературной гомогенизации про-
исходит химическое соединение нафтеновых 
компонентов с полимерной матрицей. Формиру-
ется новая структура с прочным соединением 
структурированного и свободного битумов с не-
полярным структурно-вязким полиэтиленом. 
Недостаточную растяжимость битумов с добав-
кой полиэтилена можно компенсировать дис-
персным армированием асфальтобетона.  

При введении полиэтиленовой крошки 
непосредственно в смеситель при приготовле-
нии смеси полиэтилен практически не вступает 
в химическое взаимодействие с битумом, а из-
менение свойств асфальтобетона обусловлено 
эффектом структурирования битумного вяжу-
щего полиэтиленовыми частицами, так как проч-
ность песчаного асфальтобетона обусловлена 
прочностью асфальтовяжущего. В таком случае 
добавка 1,0–1,5 % полиэтилена от массы мине-
ральных материалов при времени перемешива-
ния смеси 2–3 мин и температуре 140–180 ºС 
позволяет повысить прочность асфальтобетона 
на 25–30 %, сдвигоустойчивость – на 10 % и 
трещиностойкость – на 5 %. 

Минеральная часть песчаных асфальтобето-
нов может быть представлена как природным 
кварцевым песком, так и отсевом дробления 
кислых горных пород. Для данных материалов 
характерно наличие слабого отрицательного 

потенциала на поверхности их частиц. Слабым 
отрицательным потенциалом обладает также 
битум, что приводит к низкой его адгезии к по-
верхности минерального материала. В связи  
с указанным возникает необходимость в изме-
нении заряда поверхности минерального за-
полнителя. В БНТУ разработана технология 
трибоактивации природного кварцевого пес- 
ка [20]. Установлено, что трибоактивация песка 
известковым раствором и последующее введе-
ние в смесь до 50 % такого песка позволяют 
повысить значения прочности асфальтобетона  
в два раза. К упрощенным методам активаци-
онных технологий относится простая обработка 
песков известковым раствором. В отличие от 
метода трибоактивации обработка песков из-
вестковым раствором вполне осуществима и не 
требует создания специальных модулей на ас-
фальтобетонных заводах. 

Возможным способом снижения количества 
свободного битума в асфальтобетонной смеси 
является ее двухступенчатая технология приго-
товления [21]. Данная технология предусмат-
ривает раздельное приготовление асфальтовя-
жущего (органическое вяжущее и минеральный 
порошок) и последующее введение в него зерен 
песка. Согласно результатам исследования, 
двухступенчатая технология позволяет снизить 
потребность в битуме на 10 %. Совместное 
применение при приготовлении асфальтобе-
тонных смесей ПАВ и вибрации уменьшает 
потребность в битуме до 35 %. Наибольший 
интерес в перспективе представляет газовая 
технология приготовления асфальтобетонной 
смеси. Для этого в конструкцию асфальтосме-
сительной установки необходимо ввести агре-
гат для предварительной обработки зерен песка 
аэрозольным битумом.  

Улучшение деформационных и усталостных 
показателей песчаных асфальтобетонов позволит 
использовать их не только как защитный слой 
цементо- и асфальтобетонных покрытий (рис. 1а), 
но и как трещинопрерывающую прослой- 
ку (рис. 1b) при капитальном ремонте дорож-
ных одежд. В настоящее время в качестве тре-
щинопрерывающих прослоек используются гео-
синтетические материалы или крупнозерни- 
стые пористые смеси на органическом вяжущем. 
Однако эти же функции может выполнять ком-
плексно-модифицированный песчаный асфаль-
тобетон с добавкой полимера, одновременно яв-
ляясь еще и выравнивающим слоем.  
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Рис. 1. Варианты применения комплексно-модифицированного песчаного асфальтобетона: а – в качестве защитного слоя;  

b – в качестве трещинопрерывающей прослойки; 1 – комплексно-модифицированный песчаный асфальтобетон;  
2 – конструктивный слой асфальто- или цементобетонного покрытия; 3 – новый слой усиления из асфальто-  

или цементобетона; 4 – трещинопрерывающий слой из комплексно-модифицированного песчаного асфальтобетона;  
5 – существующее асфальто- или цементобетонное покрытие с развитыми трещинами 

 

Fig. 1. Variants for application of complex-modofied sand asphalt concrete: а – as protective layer;  
b – as cracks stopping layer; 1 – complex-modofied sand asphalt concrete;  

2 – constructive layer of asphalt- and cement-concrete pavement; 3 – new reinforcement asphalt- or cement-concrete layer;  
4 – cracks stopping layer made of  complex-modofied sand asphalt concrete;  

5 – existing asphalt- or cement-concrete pavement with developed cracks 
 

ВЫВОДЫ 
 

1. Песчаный асфальтобетон в настоящее 
время не используется для устройства кон-
структивных слоев дорожных покрытий, что 
обусловлено в основном его низкой сдвиго-
устойчивостью. Большинство исследователей 
пытались решить эту проблему различными 
способами. Однако это оказалось невозможным 
при данном техническом состоянии асфальто-
бетонных заводов: для решения проблемы тре-
буется разработка усовершенствованного тех-
нологического процесса приготовления песча-
ных асфальтобетонных смесей на основе 
газовой технологии. 

2. Широкое применение песчаного асфаль-
тобетона в конструктивных слоях дорожных 
одежд возможно только при обеспечении сле-
дующих условий: максимального увеличения 
его структурной сдвигоустойчивости и макси-
мального увеличения гидрофобной водонепро-
ницаемости. 

3. В Республике Беларусь исследования в 
области комплексной модификации песчаных 
асфальтобетонов на сегодняшний день не про-
водятся. Комплексная модификация позволит 
применять песчаный асфальтобетон с пони-
женной ресурсоемкостью и повышенными фи-
зико-механическими свойствами при значи-
тельном экономическом эффекте. 
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Реферат. В Европе для теплоснабжения зданий активно используются гелиосистемы. Использование солнечной 
энергии в нашей стране также эффективно, поскольку общее количество прямой и рассеянной солнечной радиации, 
поступающей на горизонтальную поверхность, в климатических условиях Беларуси равно среднеевропейскому.  
В статье проанализирована существующая зависимость для определения эффективности гелиосистемы и предложена 
измененная формула расчетов при проектировании систем солнечного потребления, правомерность которой доказана 
экспериментом. Приведены разработанная схема экспериментальной установки с пояснениями и кратким описанием 
проведения опытов и основные результаты выполненных исследований. Эксперименты проводили для гелиосистем  
с естественной и вынужденной циркуляцией теплоносителя. Уделено внимание получению максимально возможного 
температурного потенциала теплоносителя при работе гелиосистемы в периоды высокой и низкой интенсивности 
солнечного излучения. Даны рекомендации по практическому применению гелиосистем для многоэтажных жилых 
домов и домов усадебного типа. Показаны технологические принципы построения «пассивных» устройств солнечно-
го отопления. Для эксплуатационных условий Беларуси выполнено сравнение гелиосистем традиционно применяе-
мого и предлагаемого альтернативного решений. Предложена гелиосистема горячего водоснабжения многоэтажных 
зданий, впервые реализованная в республике при проектировании и возведении в г. Могилеве энергоэффективного 
демонстрационного десятиэтажного жилого дома в рамках Проекта Программы развития ООН и Глобального эколо-
гического фонда «Повышение энергетической эффективности жилых зданий в Республике Беларусь». 
 

Ключевые слова: гелиосистема, гелиоколлектор, возобновляемый источник энергии, дома усадебного типа, экспе-
риментальная установка, многоэтажные жилые дома 
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Solar Systems for Residential Buildings in Accordance with Operating Conditions  
of the Republic of Belarus 
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Abstract. Solar systems are actively applied for heat supply of buildings in Europe. Usage of solar energy for heat supply of 
residential buildings is considered as rather efficient for the Republic of Belarus because total amount of direct and scattered 
solar radiation entering horizontal surface is equivalent to an average European index for the climate of Belarus. The paper 
analyzes an existing dependence on determination of solar system efficiency and proposes an amended formula for calcula-
tions while designing solar consumption systems and its legitimacy has been experimentally proved. A scheme of an experi-
mental unit with explanations and a brief description for execution of experiments and main results of the completed investi-
gations have been presented in the paper. Experiments have been carried out for solar systems with natural and forced coolant 
circulation.  Attention  has  been  paid  to  obtaining  maximum possible  temperature  potential of  the  coolant during operation 
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of the solar system within periods of high and low solar radiation intensity.  Recommendations on practical application  
of solar systems for multi-storey residential buildings houses and mansion-type houses have been given in the paper.  
The paper presents technological principles of constructing “passive” solar heating devices. A comparison of  traditionally 
applied and proposed alternative solar systems has been made for operational conditions in Belarus. The paper proposes  
a solar system for hot water supply of multi-storey buildings.  The proposed system has found its first realization in the Re-
public while designing and constructing an energy-efficient demonstration 10-storey residential building in Mogilev within 
the framework of the UN Development Program project and Global Environment Fund “Improvement of energy efficiency for 
residential buildings in the Republic of Belarus” 
 

Keywords: solar system, solar collector, renewable energy source, mansion-type houses, experimental unit, multi-storey  
residential buildings 
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В Европе существует уже устоявшееся мне-
ние о бессмысленности строительства домов, 
теплоснабжение которых осуществляется толь-
ко от традиционных невозобновляемых источ-
ников энергии [1–5]. Исключением, как прави-
ло, являются страны, продающие нефть и газ. 
Например, в Турции повсеместно применяются 
гелиосистемы горячего водоснабжения, в то же 
время в соседнем Азербайджане они практиче-
ски отсутствуют. В Европе активно использу-
ются гелиосистемы теплоснабжения зданий, из 
них на жилой сектор приходится около 90 % от 
общего количества установленных гелиокол-
лекторов. В Испании в 2006 г. правительство 
одобрило закон, который предусматривает 
установку гелиосистем теплоснабжения во всех 
новостройках.  

Эффективное количество полезно получае-
мой зданием солнечной энергии определяется 
тепловой эффективностью гелиоколлектора, 
которая зависит от его типа, схемы и геометри-
ческих размеров, параметров гелионосителя, 
климата зоны эксплуатации. В климатических 
условиях Республики Беларусь целесообразно 
использовать плоские гелиоколлекторы [6, 7]. 
Общее количество прямой и рассеянной сол-
нечной радиации, поступающей на горизонталь-
ную поверхность в Беларуси, равно среднеевро-
пейскому – 1000–1400 кВт⋅ч/м2 (в Беларуси – 
1100 кВт⋅ч/м2) [5–7].  

Для получения максимального (или близко-
го к максимальному) количества солнечной 
энергии тепловоспринимающие элементы (ге-
лиоколлекторы) должны иметь соответствую-
щий наклон и быть определенным образом 
ориентированы. На основании анализа радиа-
ционного климата Беларуси автором построена 
диаграмма, позволяющая выявить, во сколько 

раз уменьшаются сезонные поступления сум-
марной солнечной энергии на поверхность (или 
на гелиоколлектор) в зависимости от угла ее 
наклона при различных азимутах относительно 
южного направления (рис. 1) [6]. 

 

 
 

Рис. 1. Диаграмма для определения коэффициента  
уменьшения поступления суммарной солнечной энергии 

на наклонную поверхность в зависимости от угла  
ее наклона при различных азимутах  

(для осенне-весенне-летнего периода Беларуси) 
 

Fig. 1. Diagram for determination of reduction coefficient  
on total solar energy input to inclined  

surface according to its inclination angle at various azimuths 
(for autumn-spring-summer period of Belarus) 

 
Тепловая эффективность водяного гелио-

коллектора зависит от комплексного определя-
ющего параметра, который принято выражать 
зависимостью 

 

п к в н

с с

( ) / 2 ,q t t tf
q q
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=  

 
               (1) 

 

где qп – теплопроизводительность коллектора, 
приведенная на 1 м2 его площади, Вт/м2; qс – 
интенсивность падающего солнечного излуче-
ния в площади коллектора, Вт/м2; tк, tв – темпе-
ратура теплоносителя на выходе из гелиокол-
лектора и на входе в него; tн – то же окружаю-
щего гелиоколлектор наружного воздуха. 
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Зависимость (1) получают на основании 
тепловых испытаний для каждого вида гелио-
коллекторов и применяют при проектировании 
систем с естественной и насосной циркуляцией 
теплоносителя. Структурная тепловая схема 
гелиосистемы и графическая зависимость теп-
ловой эффективности водяного гелиоколлекто-
ра разных видов от комплексного определяю-
щего параметра показаны на рис. 2 [3–6].  

В ранее выполненных теоретических и экс-
периментальных исследованиях с воздушны- 
ми гелиосистемами [5, 8, 9] показано, что  
при естественной циркуляции комплексный 
определяющий параметр является более пол-
ным по количеству определяющих параметров, 
чем в (1): 

 

3
п к

2
с н с

( ),q hf g f B
q SF q

 θ = =
 θ ν 

           (2) 

 

где θк = tк – tв – разность температур теплоно- 
сителя на выходе из коллектора и на входе в 
него, °С; θн = (tк + tв)/2 – tн – то же между  
температурой теплоносителя в коллекторе и 
температурой окружающей среды, оС; h – то же 
отметок центров нагрева и охлаждения гелио- 
системы, м; S – характеристика сопротивле- 
ния, Па/(кг/ч)2; F – площадь гелиоколлекто- 
ра, м2; ν – кинематическая вязкость теплоноси-
теля, принимаемая по средней температуре 
теплоносителя в гелиоколлекторе, м2/с. 

Следует предположить, что аналогичным 
образом характеризуется процесс теплообмена 
также и для водяных гелиосистем при есте-
ственной циркуляции. Для испытаний приме-

няли водяной гелиоколлектор, разработанный  
в Белорусском государственном аграрном тех-
ническом университете. Коллектор имел оди-
нарное остекление, полимерные трубчатые 
тепловоспринимающие элементы и обладал  
(в сравнении с металлическими аналогами) 
настолько незначительным гидравлическим 
сопротивлением, что его величиной можно бы-
ло пренебречь на фоне гидравлического сопро-
тивления гелиоконтура в целом. Именно этот 
отличительный фактор позволил исключить 
влияние гидравлических характеристик гелио-
коллектора при исследовании его тепловой  
эффективности в зависимости от типа создава-
емой при экспериментах циркуляции теплоноси-
теля – естественной или насосной. Для экспери-
ментов был создан лабораторный стенд [5], об-
щий вид и принципиальная схема которого по-
показаны на рис. 3. 

Испытуемый гелиоколлектор помещали в 
термостатическую камеру, в которой имитиро-
вали температурные и радиационные условия 
внешней среды с помощью воздухоохладите- 
лей и имитаторов солнечного излучения в диа-
пазоне (5–30) оС и 200–900 Вт/м2. Испытания 
проводили при стационарном тепловом режи-
ме. Потребителем теплоты являлся бак-аккуму- 
лятор, в котором поддерживался задаваемый 
стационарный температурный режим с помо-
щью циркуляционного контура через теплооб-
менник 16 путем двухпозиционного автомати-
ческого управления насосом. Предусматрива-
ется возможность испытаний гелиоколлектора 
при насосной и естественной циркуляции. 

 

 
 

Рис. 2. Структурная тепловая схема и графическая зависимость тепловой эффективности водяного гелиоколлектора  
от комплексного определяющего параметра: 1, 2 – вакуумированного трубчатого и вакуумированного плоского;  

3 – селективного плоского с одинарным остеклением; 4, 5 – неселективного плоского с одинарным остеклением и без остекления 
 

Fig. 2. Structural thermal scheme and graphical dependence of thermal efficiency for  water solar collector  
on complex determining parameter: 1, 2 – evacuated tube and evacuated flat collectors; 3 – selective flat collector with single glazing;  

4, 5 – nonselective flat collector with single glazing and without glazing 
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Рис. 3. Схема лабораторной установки для испытания гелиоколлектора: 1 – плоский гелиоколлектор; 2 – бак-аккумулятор;  

3 – термостатическая камера; 4 – имитатор солнечного излучения (галогенная лампа); 5 – вентилятор;  
6 – воздухоохладитель; 7 – холодильная установка; 8 – регулятор температуры в термостатической камере;  

9 – циркуляционный насос; 10 – пьезометрическая трубка; 11 – шаровой кран; 12 – балансовый клапан с измерительными 
штуцерами с краном для слива; 13 – ультразвуковой расходомер счетчика коммерческого учета теплоты; 14 – электронный 

блок счетчика коммерческого учета теплоты; 15 – пропорциональный регулятор температуры; 16 – водоохладитель  
(в виде двух конвекторов, соединенных последовательно); 17 – воздушная заслонка (в закрытом положении);  

18 – воздушная заслонка на байпасе (в открытом положении); 19 – пиранометр; 20 – компьютер для измерения перепада 
давления и расхода; 21 – запорный вентиль 

 

Fig. 3. Diagram of laboratory installation for testing solar collector: 1 – flat solar collector; 2 – storage tank;  
3 – thermostatic chamber; 4 – solar simulator (halogen lamps); 5 – fan; 6 – air cooler; 7 – refrigeration unit;  

8 – temperature regulator in thermostatic chamber; 9 – circulation pump; 10 – piezometer tube; 11 – ball valve;  
12 – balance valve with measuring nipples and drain valve; 13 – ultrasonic flow-meter of counter for commercial heat accounting;  

14 – electronic block of counter for commercial heat accounting; 15 – proportional temperature controller; 16 – water cooler  
(in the form of two convectors connected in series); 17 – air damper (in closed position); 18 – air damper on bypass  

(in open position); 19 – pyranometer; 20 – computer for measuring differential pressure and flow; 21 – shut-off valve 
 

При насосной циркуляции применяли насос 
с последовательно установленным балансовым 
вентилем для изменения задаваемого расхода 
теплоносителя через гелиоколлектор. Расход 
теплоносителя измеряли ультразвуковым рас-

ходомером, при этом вентиль 12 находился в 
полностью открытом положении. При есте-
ственной циркуляции использовали байпас, 
параллельный насосу. Для получения величины 
естественного циркуляционного давления при-
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меняли дифманометр 10 и вентиль 12, который 
по достижении стационарного теплового ре-
жима закрывали для измерения перепада дав-
ления, соответствующего величине естествен-
ного циркуляционного давления. 

Измерения температур в термостатической 
камере и контрольных точках циркуляционных 
контуров производили с помощью хромель-
копелевых термопар, схема размещения кото-
рых показана на рис. 4. 

 

 

 
 

Рис. 4. Схема установки с размещением термопар:  
1, 2 – для измерения температуры воды на входе  

в гелиоколлектор; 3, 7 – в термостатической камере  
для измерения температуры воздуха на входе и выходе  

из нее; 4, 5, 6 – в термостатической камере  
для определения температуры воздуха в ней на различной 

высоте с фронта и тыла испытуемого гелиоколлектора;   
8, 9 –для измерения температуры воды на выходе  
из гелиоколлектора; 10, 11 – в баке-аккумуляторе 

 

Fig. 4. Diagram of laboratory installation with thermocouple 
arrangement: 1, 2 – for measuring water temperature  
at solar collector inlet; 3, 7 – in thermostatic chamber  
for measuring air temperature at its inlet and outlet;  
4, 5, 6 – in thermostatic chamber for determination  
of air temperature in it at various height from front  

and rear of tested solar collector; 8, 9 – for measuring  
water temperature at  solar collector outlet;  

10, 11 – in storage tank 
 

В случае насосной циркуляции испытания 
проводили при интенсивности излучения 580; 
770; 950 Вт/м2 и удельном расходе теплоноси-
теля 20,1; 29,2; 38,9 кг/(ч⋅м2). Результаты обра-
ботки экспериментальных данных в виде графи-
ческой зависимости тепловой эффективности 
водяного гелиоколлектора от комплексного опре- 

деляющего параметра при насосной циркуляции 
теплоносителя приведены на рис. 5 [1, 3–6]. 

 

 
             0           0,02        0,04         0,06    (tв – tн)/qс    0,10 

 
Рис. 5. Зависимость тепловой эффективности  

гелиоколлектора от комплексного определяющего  
параметра: 1, 2 – водяного неселективного плоского  

гелиоколлектора с одинарным остеклением  
и без него; 3 – экспериментальная зависимость  

водяного полимерного гелиоколлектора с одинарным 
остеклением: □ – интенсивность излучения 580 Вт/м2  

и удельный расход воды 20,1; 29,2; 38,9 кг/(ч⋅м2);  
Δ – 770 Вт/м2 и 20,1; 38,9 кг/(ч⋅м2);  
○ – 950 Вт/м2 и 29,2; 38,9 кг/(ч⋅м2) 

 

Fig. 5. Dependence of thermal efficiency for solar  
collector on complex determining parameter: 

1, 2 – water nonselective flat solar collector with single  
glazing and without glazing; 3 – experimental dependence  

of water polymer solar collector with single glazing:  
□ – radiation intensity 580 W/m2 and specific water  

consumption 20.1; 29.2; 38.9 kg/(h⋅m2);  
Δ – 770 W/m2 and 20.1; 38.9 kg/(h⋅m2);  
○ – 950 W/m2 and 29.2; 38.9 kg/(h⋅m2) 

 
Полученная экспериментальная зависи-

мость 3 (рис. 5) для полимерного гелиоколлек-
тора с одинарным остеклением располагается 
между характерными зависимостями 1 и 2 для 
металлического гелиоколлектора с одинарным 
остеклением и без него.  

При естественной циркуляции эксперимен-
ты с полимерным гелиоколлектором проводили 
в различных температурных и радиацион- 
ных условиях. Гидравлические характеристики 
циркуляционного контура варьировались пу- 
тем изменения гидравлического сопротивления 
балансового вентиля 12 (рис. 3). В результате 
обработки экспериментальных данных по выше- 
приведенной методике (рис. 5) получены харак-
теристики, показанные на рис. 6 в виде экспери-
ментальных точек (линией обозначена графиче-
ская аппроксимация результатов эксперимента 
при насосной циркуляции – рис. 5, линия 3).  

Для рис. 6 приняты условные обозначения, 
приведенные в табл. 1. 
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            0       0,02    0,04     0,06       (tв – tн)/qс        0,12 

 
Рис. 6. Зависимость тепловой эффективности  

водяного полимерного гелиоколлектора  
от комплексного определяющего параметра  

при естественной циркуляции теплоносителя  
 

Fig. 6. Dependence of thermal efficiency  
for water polymer solar collector on complex  

determining parameter with natural coolant circulation  
 

Таблица 1 
 

Обозначение h, м F, м2 S, Па/(кг/ч)2 qc, Вт/м2 θн, °C 

 1,13 0,72 0,2266 280–580 10–20 

  1,13 0,72 0,2154 280–580 10–20 

 1,13 0,72 0,2216 280–580 10–20 

 1,48 0,72 0,2344 290–550 5–25 

 1,48 0,72 0,2266 290–550 5–25 

 1,48 0,72 0,2154 290–550 5–25 

 1,48 0,72 0,2216 290–550 10–15 

 
В отличие от графика на рис. 5, для водяно-

го полимерного гелиоколлектора при естест- 
венной циркуляции теплоносителя (рис. 6) не-
возможно выявить обобщающей функциональ-
ной закономерности. Это объясняется тем, что 
при естественной циркуляции на эффектив-
ность гелиоколлектора оказывают влияние  
такие параметры, как характеристика сопро-
тивления гелиоконтура и естественное гравита-
ционное давление. Аналогичная ситуация 
наблюдалась при испытании воздушного ге-
лиоколлектора [5, 8, 9]. Поэтому автором ста-
тьи выполнена обработка экспериментальных 
исследований водяного плоского гелиоколлек-
тора при естественной циркуляции теплоноси-
теля в виде критериальной зависимости (2), 
учитывающей в том числе характеристику со-
противления и условия формирования есте-
ственного циркуляционного давления. Резуль-
таты вычислений представлены на рис. 7. 

 
        0,4                  0,5            0,6    В   0,7      0,8 

 
Рис. 7. Зависимость эффективности водяного  

плоского гелиоколлектора от параметра В 
 

Fig. 7. Dependence of efficiency for water flat  
solar collector on B parameter  

 
На графике рис. 7 можно отметить обобща-

ющий характер параметра В, с использованием 
которого результаты эксперимента аппрокси-
мируются выражением 

 

1,615п

c
0,863 .q B

q
=                       (3) 

 

Таким образом, выполненные исследования 
показали, что характеристику гелиоколлектора 
следует представлять различным образом в за-
висимости от его назначения – для системы  
с естественной циркуляцией или для системы  
с насосной циркуляцией теплоносителя. В тех-
нических решениях гелиосистем надо уделять 
внимание получению максимально возможного 
температурного потенциала теплоносителя.  
Как показали исследования, в системах с есте-
ственной циркуляцией теплоносителя макси-
мально возможный потенциал достигается за 
счет свойств саморегулирования, присущих 
данным системам [5, 9]. В системах с насосной 
циркуляцией теплоносителя потенциал увели-
чивается с уменьшением его удельного расхода. 
Как правило, рекомендуется задавать расход  
в гелиоконтуре в диапазоне 30–100 кг/(ч⋅м2). 
Учитывая климат Беларуси, для получения 
максимального эффекта при малой интенсив-
ности солнечного излучения следует принимать 
минимально возможный расчетный расход теп-
лоносителя, например 20 кг/(ч⋅м2). Однако в пе-
риоды высокой интенсивности солнечного из-
лучения такое малое значение расхода тепло-
носителя не позволит получать максимальное 
количество тепловой энергии.  
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Для выявления оптимальных режимов экс-
плуатации были выполнены исследования по 
изучению распределения температуры тепло-
носителя в коллекторе в зависимости от удель-
ных расходов теплоносителя и интенсивности 
излучения. Чтобы исключить влияние естествен-
ной конвекции, создавали движение теплоноси-
теля в коллекторе в направлении сверху вниз. 
Применение гелиоколлектора с пластиковыми 
трубками позволило исключить влияние тепло-
проводности трубок на показания термопар. Тер-
мопары крепили с тыльной стороны гелиокол-
лектора. Схема расположения термопар и резуль-
таты экспериментов при насосной циркуляции 
теплоносителя представлены на рис. 8 [10].  

На рис. 8b показаны результаты при мини-
мально возможном удельном расходе теплоно-
сителя 20 кг/(ч⋅м2). В этом случае на выходе из 
коллектора получен наиболее высокий потен-
циал. При интенсивности излучения 580 Вт/м2 
распределение температуры имеет линейный 
характер, что характеризует полноту полезного 
восприятия теплового излучения, но при более 
высокой интенсивности излучения – 770 Вт/м2 
и 950 Вт/м2 – проявляется нелинейность рас-
пределения температуры, характеризующая 
неполноту тепловосприятия, а потому требую-
щая увеличения расхода теплоносителя.  

На рис. 8с приведены результаты при 
удельном расходе теплоносителя 39 кг/(ч⋅м2). 
По сравнению с данными рис. 8b получены 
значительно более низкие температурные по-
тенциалы, но максимальное количество тепло-

вой энергии, так как распределение температу-
ры имеет линейный характер при любой интен-
сивности излучения. Таким образом, можно 
признать значение 40 кг/(ч⋅м2) оптимально до-
статочным для проектного предложения. 

Солнечную энергию на нужды отопления 
следует использовать с применением так назы-
ваемых «пассивных» устройств, которые явля-
ются конструктивными элементами самого 
здания и проектируются при формировании его 
общестроительных конструкций. Такие прин-
ципы архитектурно-строительного проекти- 
рования требуют от проектировщиков соответ-
ствующего специализированного профессио-
нального уровня и интуиции. В упрощенном 
виде на рис. 9 показаны технологические прин-
ципы построения «пассивных» устройств сол-
нечного отопления.  

На рис. 9а показана тепловая модель по-
строения «пассивных» устройств, состоящая из 
обязательной последовательности отдельных 
элементов. Отсутствие любого из этих элемен-
тов или нарушение последовательности их рас-
положения полностью исключает получение 
требуемого эффекта. Приведенные на рис. 9b–d 
технические решения соответствуют по своему 
построению тепловой модели рис. 9а. Для схемы 
рис. 9d следует использовать результаты иссле-
дований и рекомендации, изложенные в [6, 7]. 

Традиционно применяемое в настоящее 
время и предлагаемое альтернативное решения 
для эксплуатационных условий Беларуси пока-
заны на рис. 10. 

 

                                                     а                                                                  b                                                   c 

 
Рис. 8. Схема расположения термопар (а) и распределение температуры (tн = 14 °С) теплоносителя в коллекторе  

при удельном расходе теплоносителя 20,1 кг/(ч⋅м2) (b) и 39 кг/(ч⋅м2) (с):  
, ,  – интенсивность излучения 580, 770 и 950 Вт/м2 соответственно 

 

Fig. 8. Scheme of thermocouple arrangement (a) and distribution of coolant temperature (tн = 14 °C) in solar collector  
at specific coolant flow rate of 20.1 kg/(h⋅m2) (b) and 39 kg/(h⋅m2) (c):  
, ,  – radiation intensity 580, 770 and 950 W/m2, respectively 
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                                               а                                                        b                                                          c                                                        d 
                                                    Зима                                                                           Зима                                                                     Зима                                                                    Зима 

 

                                   Тепловая модель                                                              Решение 1                                                                        Решение 2                                                 Решение 3 
 

Рис. 9. Технологические принципы построения «пассивных» устройств солнечного отопления жилых зданий: а – тепловая 
модель построения «пассивных» устройств; b – наиболее популярное в Европе техническое решение; с – техническое  
решение за счет применения «зимнего сада» для индивидуального дома или реконструкции лоджий южного фасада  

многоквартирного жилого дома [6, 7]; d – техническое решение с использованием гелиосистемы воздушного отопления [5–9] 
 

Fig. 9. Technological principles for development of  “passive” devices for solar heating in residential buildings:  
a – thermal model for development of  “passive” devices; b – most popular technical solution in Europe;  

c – technical solution due to application of “winter garden” for individual house or reconstruction of loggias in southern facade  
of multi-apartment residential building [6, 7]; d – technical solution using air heating solar system [5–9] 

 
 

                                                                   a 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10. Теплоснабжение жилого дома  
усадебного типа: а – традиционное проектное 

решение, применяемое в настоящее время  
в Европе и Беларуси; b – предлагаемое  

проектное решение для эксплуатационных 
условий Беларуси (на схеме фрагментарно 

показаны фотографии реализованного проекта 
предлагаемого решения); 1 – дровяной котел;  

2 – котел на природном газе; 3 – буферный 
бак-разделитель; 4, 5 – двухконтурный  

и одноконтурный бойлер горячего  
водоснабжения; 6 – гелиоколлектор;  

7, 8 – мембранный и «открытый»  
расширительный бак 

 

Fig. 10. Heating supply of mansion-type house:  
a – traditional design solution which is currently 
used in Europe and Belarus; b – proposed design 

solution for operational conditions in Belarus  
(scheme fragmentarily shows photos of the  

implemented project for the proposed solution);  
1 – wood burning boiler; 2 – natural gas boiler;  

3 – buffer tank separator; 4 – double-circuit  
hot water supply boiler; 5 – single-loop hot  

water supply  boiler; 6 – solar collector;  
7, 8 – membrane and “open” expansion tank 
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Система (рис. 10а) имеет пять насосов, три 
контроллера и мембранные расширительные 
баки, требующие обязательного двухразового 
обслуживания за сезон. Кроме проблем с об-
служиванием, имеются проблемы при переры-
вах в электроснабжении, а также вероятность 
замораживания системы при отсутствии жиль-
цов в течение некоторого количества дней. 
Стоимость такой системы настолько высока, 
что не может рассматриваться в качестве аль-
тернативы для жилых домов в агрогородках. 

Предлагаемая автором система, показанная 
на рис. 10b, идентична по своим тепловым и 
качественным показателям системе рис. 10а, но 
при этом не имеет недостатков [11], в ней нет 
насосов и контроллеров. Стоимость системы не 
превышает стоимость традиционных систем  
с естественной циркуляцией, широко эксплуа-
тируемых в Беларуси. Применяется гелио- 
система с естественной циркуляцией, для рас-

чета и проектирования которой следует исполь-
зовать рекомендации, изложенные в настоящей 
публикации. Используются единый для гелио- 
системы и системы отопления гидравличе- 
ский контур, заполненный незамерзающей 
жидкостью; одноконтурный бойлер с естест- 
венной циркуляцией от котла и гелиоколлекто-
ра с тепловым приоритетом последнего. Дровя-
ной котел имеет функцию разделителя для  
газового отопления, что предопределяет его 
тепловой приоритет перед газовым котлом. 
Применяется традиционный «открытый» рас-
ширительный бак, но специальной конструк- 
ции [12], исключающий испарение воды из си-
стемы и предназначенный для сброса пара без 
сброса воды в случае ее закипания в дровяном 
котле. 

На схеме рис. 11 показана предложенная ав-
тором для эксплуатационных условий Беларуси 
гелиосистема горячего водоснабжения.  

 
 

 
Рис. 11. Схема крупной гелиосистемы 

горячего водоснабжения  
для эксплуатационных условий  

Беларуси (на схеме фрагментарно 
показаны фотографии элементов 
 гелиосистемы реализованного  
проекта энергоэффективного  

демонстрационного десятиэтажного 
жилого дома в г. Могилеве):  

1 – два контура гелиоколлекторов  
общей площадью 413 м2  

(по 116 шт. в контуре, всего 232 шт.);  
2 – буферный бак-аккумулятор  

объемом 14,2 м3 с функцией  
расширительного бака  

с температурным расслоением  
по его высоте, работающий  

под атмосферным давлением;  
3 – скоростной теплообменник между  

гелиоконтуром и теплоносителем  
бака-аккумулятора; 4 – насос  

с плавным изменением частоты вращения под действием электронного регулятора 5; 6 – воздушный фланцевый сепаратор;  
7 – мембранный расширительный бак и система автоматической подпитки; 8, 9 – циркуляционные насосы контуров  

теплоносителя бака-аккумулятора; 10 – скоростной теплообменник между контуром теплоносителя бака-аккумулятора  
и системой горячего водоснабжения 

 

Fig. 11. Scheme of large hot water supply solar system for operational conditions in Belarus (scheme fragmentarily shows photos  
of solar system elements pertaining to the implemented project of an energy-efficient demonstration 10-storey residential building  

in Mogilev): 1 – two circuits of solar collectors with total area of 413 m2 (116 items per circuit, total number: 232); 
2 – buffer storage tank in volume of 14.2 m3 with function of expansion tank having temperature stratification  

along its height, operating at atmospheric pressure; 3 – high-speed heat exchanger between solar circuit and coolant  
of storage tank; 4 – pump with smooth rotary speed change under action of electronic regulator 5; 6 – flanged air separator;  
7 – membrane expansion tank and automatic recharge system; 8, 9 – circulating pumps for  coolant circuits of storage tank;  

10 – high-speed heat exchanger between coolant circuit of storage tank and hot water supply system 
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Эта гелиосистема впервые реализована при 
проектировании и возведении в г. Могилеве 
энергоэффективного демонстрационного деся-
тиэтажного жилого дома в рамках Проекта 
Программы развития ООН и Глобального эко-
логического фонда «Повышение энергетиче-
ской эффективности жилых зданий в Республи-
ке Беларусь». Национальное исполняющее 
агентство – Департамент по энергоэффективно-
сти Госстандарта Республики Беларусь, основ-
ные партнеры проекта – Министерство архи-
тектуры и строительства Республики Беларусь, 
Могилевский облисполком [13]. Руководитель 
проекта – Александр Гребеньков, у которого 
более 20 лет опыта в управлении и консульти-
ровании 26 международных проектов в области 
повышения энергетической эффективности. 

Основные показатели гелиосистемы: 
• годовая теплопроизводительность в виде эк-

вивалентной величины «сэкономленного» за год 
условного топлива: 249000/8160 = 30,5 т у. т. 
(или 249 МВт⋅ч, или 214,2 Гкал); 

• годовой расход электроэнергии 7008 кВт⋅ч; 
• в годовом цикле компенсируется до 40 % 

требуемой тепловой энергии для горячего во-
доснабжения.  

 
ВЫВОДЫ 

 
Результаты выполненных исследований поз-

воляют применительно к эксплуатационным 
условиям Республики Беларусь сформировать 
следующие выводы. 

1. В Беларуси отсутствуют специализиро-
ванные сервисные службы по обслуживанию 
гелиосистем многоквартирных жилых зданий  
в отличие от большинства европейских стран. 
Поэтому необходимо создавать такие гелиоси-
стемы многоквартирных жилых домов, обслу-
живать которые смогут специалисты ЖЭС.  
В домах усадебного типа системы теплоснабже-
ния, в том числе и гелиосистемы, могут обслу-
живаться непосредственно жильцами на базе 
существующих и сложившихся у них навы- 
ков работы с традиционными системами отоп-
ления. 

2. Для домов усадебного типа нужны ге-
лиосистемы с естественной циркуляцией теп-
лоносителя с применением плоских гелиокол-

лекторов типа «арфа» с одинарным остеклени-
ем. Для расчета и проектирования следует ис-
пользовать рекомендации, изложенные в насто-
ящей публикации.  

3. Для многоэтажных жилых зданий реко-
мендуется применять крупные гелиосистемы  
с буферными баками-аккумуляторами и ско-
ростными теплообменниками в теплообменных 
контурах «до» и «после» бака-аккумулятора [6]. 
Следует использовать плоские гелиоколлекто-
ры типа «меандр» с одинарным остеклением. 
Для суточного аккумулирования теплоты луч-
ше применять буферный бак-аккумулятор  
с температурным расслоением по его высоте, 
работающий под атмосферным давлением и 
сочетающий в себе функции расширительного 
бака. Расчетный удельный расход теплоносите-
ля должен быть 40 кг/(ч⋅м2) при максимальной 
интенсивности солнечного излучения с плав-
ным автоматическим снижением до 20 кг/(ч⋅м2) 
при уменьшении солнечного излучения в пас-
мурные дни и в утренние и вечерние периоды. 
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Условие равновесия остаточного краевого клиновидного нанодвойника  
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Реферат. Выведено условие равновесия остаточного краевого клиновидного нанодвойника в деформированном твер-
дом теле. Вывод условия основан на необходимости равновесия баланса сил, действующих на каждую двойни- 
кующую дислокацию со стороны остальных дислокаций двойника. При этом не учитывали дислокационную струк- 
туру и напряженное состояние у устья нанодвойника. Использовали результаты теории дислокаций, полученные  
в рамках теории упругости и механики сплошных сред. Рассматривали составляющую результирующей силы, дей-
ствующую в плоскости двойникования, в рамках допущения отсутствия движения двойникующих дислокаций в пер-
пендикулярном плоскости двойникования направлении. В модели принимали дискретное распределение двойнику-
ющих дислокаций на двойниковых границах. Для уменьшения громоздкости расчетов рассматривали ограниченное 
число двойникующих дислокаций и принимали допущение о малости величины винтовой составляющей вектора 
Бюргерса, т. е. рассматривали краевой нанодвойник. Для уменьшения количества уравнений в системе условий рав-
новесия использовали симметричность сдвиговой компоненты тензора напряжений. Вводили ограничение на порядок 
расположения двойникующих дислокаций на двойниковых границах. При этом полагали расположение пар двойни-
кующих дислокаций разных двойниковых границ в одной плоскости, перпендикулярной плоскости двойникования. 
Учитывали, что в одной плоскости двойникования может находиться только одна двойникующая дислокация. Расче-
тами показано, что в идеальном ненагруженном кристалле возможно устойчивое и неустойчивое равновесие краевого 
нанодвойника. Устойчивое равновесие обеспечивается выстраиванием двойникующих дислокаций в стенку. Это при-
водит к исчезновению двойника в результате аннигиляции дислокаций границ двойника с его дислокациями у устья. 
Для обеспечения неустойчивого равновесия клиновидного краевого нанодвойника необходимо, чтобы вдоль длины 
двойника расстояние между двойникующими дислокациями равнялось межплоскостному расстоянию. 
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Abstract. An equilibrium condition of residual edge wedge-type nanotwin  in a deformed solid body has been derived in the 
paper. The condition conclusion is based on the necessity to ensure an equilibrium of  force balance  acting on every twinning 
dislocation from the side of the rest twin dislocations.  In this case dislocation structure and stress condition at nanotwin mouth 
have not been taken into account.  Results of   dislocation theory obtained in the framework of elasticity theory and continuum 
mechanics have been used in the paper. The paper has considered a component of the resultant force acting in a twinning plane 
under an assumption that there is no motion of twinning dislocations in the direction which is perpendicular to the twinning plane. 
The following condition has been made in the model: a discrete distribution of twinning dislocations at twin boundaries.  In order 
to reduce cumbersome calculations a limited number of twinning dislocations has been considered in the paper and an assumption 
has been made about small value of a helical component in the Burgers vector, in other words the paper has considered an edge 
nanotwin. In order to decrease a number of equations in the system of equilibrium conditions a symmetric property of  a shear 
component in a stress tensor has been used in the paper. The paper contains description how restrictions on the order of  twinning 
dislocation arrangement  on twin boundaries have been imposed. In this case it has been assumed that an arrangement of  twin-
ning dislocation pairs in different twin boundaries is in one plane which is perpendicular to the twinning plane. It is necessary to 
keep in mind that only one twinning dislocation can be located in one twinning plane. Calculations have shown that it is possible 
to ensure a stable and unstable equilibrium of an edge nanotwin in an ideal unloaded crystal. Sustainable balance is provided by 
alignment of twinning dislocations in a wall. This leads to a twin disappearance due to annihilation of  twin boundary dislocations 
with its dislocations at the mouth. In order to ensure an unstable equilibrium of a wedge edge nanotwin it is necessary that the 
distance between twinning dislocations along the length of the twin is equal to interplanar distance.  
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Введение 
 

Нанодвойникование – новое физическое яв-
ление, научный интерес к которому постоянно 
растет [1–10]. В настоящее время эксперимен-
тально оно изучено достаточно хорошо. Назре-
ла необходимость в математическом описании 
процесса нанодвойникования и разработке ме-
тода прогнозирования поведения нанодвойни-
ков в деформируемом или деформированном 
твердом теле. В особый класс моделей нано- 
двойников можно выделить модели, исполь- 
зующие методы механики деформируемого 
твердого тела. Такие модели открывают воз-
можности в решении прикладных технических 
задач, например по повышению точности про-
гнозирования областей зарождения разрушения 
деформируемых твердых тел. В этом плане  
в [11, 12] уже предложен метод расчета напря-
женно-деформированного состояния, обуслов-
ленного нанодвойником. 

Целью исследований авторов стало теоре-
тическое рассмотрение в рамках механики 
сплошных сред возможности существования 
остаточного краевого нанодвойника в предва-
рительно деформированном твердом теле. 

 
Постановка задачи 
 

Рассмотрим краевой нанодвойник. Двой- 
никующие дислокации краевого двойника не 

имеют винтовой составляющей вектора Бюр-
герса, либо эта составляющая по величине близка 
к нулю. Детальное экспериментальное изучение 
такого типа двойников приведено в [13]. 

Схематическое изображение клиновидного 
нанодвойника с произвольным расположением 
двойникующих дислокаций на двойниковых 
границах представлено на рис. 1. Построение 
схемы рис. 1 аналогично подходам, использо-
ванным в [13]. При этом линии двойникующих 
дислокаций прямолинейны, бесконечны и па-
раллельны друг другу и оси OZ, перпендику-
лярной плоскости. Такой подход использовался 
в [9, 10, 14, 15] для моделирования нанозерен  
и нанодвойников, имеющих конечные размеры 
вдоль оси OZ. Это связано с тем, что в боль-
шинстве случаев решается плоская задача,  
когда поля напряжений и связанные с ними  
силовые поля рассматриваются только в плос-
кости XOY. При этом полагается, что отрезки 
дислокаций, находящиеся вблизи плоскости XOY, 
имеют малую кривизну, либо двойник симметри-
чен относительно данной плоскости, что способ-
ствует малым погрешностям в расчетах полей 
напряжений в рассматриваемой плоскости. 

Пусть краевая составляющая вектора Бюр-
герса двойникующих дислокаций краевого нано- 
двойника направлена вдоль оси OX (рис. 1). 
Очевидно, что двойник образован двумя типа-
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ми дислокаций, отличающихся своим знаком. 
Пусть дислокации обратного знака вместе с 
концентратором напряжений, благодаря кото-
рому образовался нанодвойник, находятся у его 
устья. Не будем рассматривать данные источ-
ники напряжений в статье либо будем считать 
их роль незначительной. Ограничимся рас-
смотрением только двойникующих дислокаций 
двойниковых границ. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1. Схематическое изображение клиновидного  

нанодвойника с произвольным расположением  
двойникующих дислокаций на двойниковых границах 

 

Fig. 1. Schematic diagram of wedge-type nanotwin  
with random arrangement of twinning dislocations  

at twin boundaries 
 
Координаты каждой двойникующей дисло-

кации зададим как ( )ii y,x , где i изменяется от 
нуля до N. Для уменьшения громоздкости вы-
числений примем N = 4. Тогда количество 
двойникующих дислокаций, образующих двой-
ник, равно пяти.  

 
Результаты расчетов и их обсуждение 
 

При произвольном распределении дислока-
ций на границах двойника каждая дислокация 
создает поле сдвиговых напряжений, в общем 
случае определяемое по формулам: 

 

( ) ( ) ( )0 0
0 0, ;xy xy x x y yσ = σ − −   

 

( ) ( ) ( )1 1
1 1, ;xy xy x x y yσ = σ − −  

 

( ) ( ) ( )2 2
2 2, ;xy xy x x y yσ = σ − −                (1) 

 

( ) ( ) ( )3 3
3 3, ;xy xy x x y yσ = σ − −  

 

( ) ( ) ( )4 4
4 4, ,xy xy x x y yσ = σ − −  

 

где ( ) ( ) ( ),i i
xy xy i ix x y yσ = σ − −  – сдвиговая компо-

нента тензора напряжений, создаваемых i-й ди- 
слокацией нанодвойника. 

Для нахождения нанодвойника в равнове-
сии необходимо [16], чтобы силы, действую-
щие на каждую двойникующую дислокацию со 
стороны других дислокаций, были равны нулю: 

 
( ) ( )( ( ) ( )1 2

0 кр 0 1 0 1 0 2 0 2, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  

( ) ( ) ( ) ( ))3 4
0 3 0 3 0 4 0 4, , 0;xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  

 

( ) ( )( ( ) ( )0 2
1 кр 1 0 1 0 1 2 1 2, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  

( ) ( ) ( ) ( ))3 4
1 3 1 3 1 4 1 4, , 0;xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  

                                                (2) 
( ) ( )( ( ) ( )0 1

2 кр 2 0 2 0 2 1 2 1, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  

( ) ( ) ( ) ( ))3 4
2 3 2 3 2 4 2 4, , 0;xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  

 

( ) ( )( ( ) ( )0 1
3 кр 3 0 3 0 3 1 3 1, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  

( ) ( ) ( ) ( ))2 4
3 2 3 2 3 4 3 4, , 0;xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  

 

( ) ( )( ( ) ( )0 1
4 кр 4 0 4 0 4 1 4 1, ,xy xyF b x x y y x x y y= σ − − + σ − − +  

( ) ( ) ( ) ( ))2 3
4 2 4 2 4 3 4 3, , 0,xy xyx x y y x x y y+ σ − − + σ − − =  

 
где Fi – сила, действующая на i-ю двойникую-
щую дислокацию со стороны остальных дисло-
каций нанодвойника; bкр – модуль краевой со-
ставляющей вектора Бюргерса двойникующей 
дислокации. 

Выше рассматривали только сдвиговую 
компоненту тензора напряжений, так как, со-
гласно [16], проекция силы Fi на ось OX опре-
деляется по формуле 

 

кр ,x xyF b= σ                           (3) 
 

которая также может быть представлена в виде 
 

( )
( )

( )

2 22
кр

22 2
,

2 1x

x x yb
F

x y

−µ
=

π − ν +
              (4) 

 

где µ – модуль сдвига; ν – коэффициент Пуас-
сона. 

Рассмотрение проекции силы Fi на ось OY 
(т. е. Fу) нецелесообразно, поскольку каждая 
двойникующая дислокация перемещается толь-
ко в своей плоскости двойникования вдоль  
оси OX, а вдоль оси OY движение рассматрива-
емых дислокаций не осуществляется. 

Полагая далее Fi = (Fi)х и учитывая (4),  
из (2) получим: 

X 

 Y 

O 

(x1, y1) 
(x2, y2) 

(x3, y3) 
(x4, y4) 

(x0, y0) 

1 

0 

2 

 

3 
4 
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( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 22
0 1 0 1 0 1 0 2 0 2 0 2кр

0 2 22 2 2 2
0 1 0 1 0 2 0 2

2 1

x x x x y y x x x x y yb
F

x x y y x x y y

 − − − − − − − −µ 
= + +

π − ν  − + − − + −


 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 2
0 3 0 3 0 3 0 4 0 4 0 4

2 22 2 2 2
0 3 0 3 0 4 0 4

0;
x x x x y y x x x x y y

x x y y x x y y

− − − − − − − − 
+ + =

− + − − + −


 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 22
1 0 1 0 1 0 1 2 1 2 1 2кр

1 2 22 2 2 2
1 2 1 21 0 1 0

2 1

x x x x y y x x x x y yb
F

x x y yx x y y

 − − − − − − − −µ 
= + +

π − ν  − + −− + −


 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 2
1 3 1 3 1 3 1 4 1 4 1 4

2 22 2 2 2
1 4 1 41 3 1 3

0;
x x x x y y x x x x y y

x x y yx x y y

− − − − − − − − 
+ + =

− + −− + −


 

                                      (5) 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 22
2 0 2 0 2 0 2 1 2 1 2 1кр

2 2 22 2 2 2
2 1 2 12 0 2 0

2 1

x x x x y y x x x x y yb
F

x x y yx x y y

 − − − − − − − −µ 
= + +

π − ν  − + −− + −


 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 2
2 3 2 3 2 3 2 4 2 4 2 4

2 22 2 2 2
2 4 2 42 3 2 3

0;
x x x x y y x x x x y y

x x y yx x y y

− − − − − − − − 
+ + =

− + −− + −


 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 22
3 0 3 0 3 0 3 1 3 1 3 1кр

3 2 22 2 2 2
3 0 3 0 3 1 3 1

2 1

x x x x y y x x x x y yb
F

x x y y x x y y

 − − − − − − − −µ 
= + +

π − ν  − + − − + −


 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 2 2 2
3 2 3 2 3 2 3 4 3 4 3 4

2 22 2 2 2
3 2 3 2 3 4 3 4

0;
x x x x y y x x x x y y

x x y y x x y y

− − − − − − − − 
+ + =

− + − − + −


 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 22
4 0 4 0 4 0 4 1 4 1 4 1кр

4 2 22 2 2 2
4 1 4 14 0 4 0

2 1

x x x x y y x x x x y yb
F

x x y yx x y y

 − − − − − − − −µ 
= + +

π − ν  − + −− + −


 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

2 22 2
4 3 4 3 4 34 2 4 2 4 2

2 22 22 2
4 2 4 2 4 3 4 3

0.
x x x x y yx x x x y y

x x y y x x y y

− − − −− − − − 
+ + =

− + − − + −


 

 
 

Введем обозначения: 
 
 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
0 1 0 1 0 1кр

01 22 2
0 1 0 1

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
0 2 0 2 0 2кр

02 22 2
0 2 0 2

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
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( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
0 3 0 3 0 3кр

03 22 2
0 3 0 3

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
0 4 0 4 0 4кр

04 22 2
0 4 0 4

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
1 2 1 2 1 2кр

12 22 2
1 2 1 2

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
1 3 1 3 1 3кр

13 22 2
1 3 1 3

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
1 4 1 4 1 4кр

14 22 2
1 4 1 4

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
2 3 2 3 2 3кр

23 22 2
2 3 2 3

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
2 4 2 4 2 4кр

24 22 2
2 4 2 4

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
3 4 3 4 3 4кр

34 22 2
3 4 3 4

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

              (6) 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
1 0 1 0 1 0кр

10 22 2
1 0 1 0

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
2 0 2 0 2 0кр

20 22 2
2 0 2 0

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
3 0 3 0 3 0кр

30 22 2
3 0 3 0

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
4 0 4 0 4 0кр

40 22 2
4 0 4 0

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
2 1 2 1 2 1кр

21 22 2
2 1 2 1

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
3 1 3 1 3 1кр

31 22 2
3 1 3 1

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
4 1 4 1 4 1кр

41 22 2
4 1 4 1

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
3 2 3 2 3 2кр

32 22 2
3 2 3 2

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
4 2 4 2 4 2кр

42 22 2
4 2 4 2

;
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
  

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 22
4 3 4 3 4 3кр

43 22 2
4 3 4 3

.
2 1

x x x x y yb
a

x x y y

− − − −µ
=

π − ν − + −
 

 

Это позволяет из (5) получить систему алгебраических уравнений: 
 

01 02 03 04

10 12 13 14

20 21 23 24

30 31 32 34

40 41 42 43

0;
0;
0;
0;
0,

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

+ + + =
 + + + = + + + =
 + + + =
 + + + =

                                                              (7) 

в которой: 
01 10;a a= −  02 20;a a= −  03 30;a a= −  04 40;a a= −  

 

12 21;a a= −  13 31;a a= −  14 41;a a= −                                                        (8) 
 

23 32;a a= −  24 42;a a= −  34 43.a a= −  
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Учитывая (8), из (7) получаем: 
 

01 02 03 04

01 12 13 14

02 12 23 24

03 13 23 34

04 14 24 34

0;
0;
0;
0;
0.

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

+ + + =
 − − − = + − − =
 + + − =
 + + + =

                (9) 

 

В системе (9) неизвестных больше, чем вхо-
дящих в нее уравнений. Это делает (9) трудно 
разрешимой без использования дополнитель-
ных условий и допущений. В качестве такого 
допущения примем дислокации 1 и 3, 2 и 4 рас-
положенными соответственно в одних и тех же 
плоскостях, перпендикулярных плоскости XOY 
(рис. 2). Следы таких плоскостей (параллель-
ные оси OY) на рис. 2 показаны пунктирными 
линиями.  

Тогда с учетом того, что 
 

0 1 1 0 0 3 3 0 ;y y y y y y y y a− = − = − = − =  
 

1 2 2 1 3 4 4 3 ;y y y y y y y y a− = − = − = − =  
 

0 2 2 0 0 4 4 0 2 ;y y y y y y y y a− = − = − = − =  
                      (10) 

1 3 3 1 2 ;y y y y a− = − =  
 

1 4 4 1 2 3 3 2 3 ;y y y y y y y y a− = − = − = − =  
 

2 4 4 2 4 ,y y y y a− = − =  
 

можно записать: 
 

01 03;a a=  02 04;a a=  12 34;a a=  14 23.a a=    (11) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 2. Схематическое изображение клиновидного  
нанодвойника с упорядоченным расположением  

двойникующих дислокаций на двойниковых границах 
парами в плоскостях, следы которых в плоскости XOY 

обозначены пунктирными линиями 
 

Fig. 2. Schematic diagram of wedge-type nanotwin  
with ordered arrangement of  twinning dislocations  

at twin boundaries in pairs and planes and their traces  
are indicated in XOY  plane by dotted line 

После этого система (9) примет вид: 
 

01 02 01 02

01 12 13 14

02 12 14 24

01 13 14 12

02 14 24 12

0;
0;
0;
0;
0.

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

+ + + =
 − − − =
 + − − =
 + + − =
 + + + =

             (12) 

 

С учетом (8) дальнейшие преобразования (12) 
приведут к системе: 

 

01 02

01 12

02 12

0;
0;
0,

a a
a a
a a

+ = − =
 + =

                     (13) 

 

в которой три неизвестных и столько же урав-
нений, причем учитывая (10): 

 

( )
( ) ( )( )

( )( )

2 22
0 1 0 1кр

01 22 2
0 1

;
2 1

x x x x ab
a

x x a

− − −µ
=

π − ν − +
 

 

( )
( ) ( )( )

( )( )

2 22
0 2 0 2кр

02 22 2
0 2

4
;

2 1 4

x x x x ab
a

x x a

− − −µ
=

π − ν − +
 (14) 

 

( )
( ) ( )( )

( )( )

2 22
1 2 1 2кр

12 22 2
1 2

.
2 1

x x x x ab
a

x x a

− − −µ
=

π − ν − +
 

 

Заметим, что в (14) 
 

( ) ( )0 2 0 1 1 2 .x x x x x x− = − + −           (15) 
 

Введем обозначения: 
 

01 0 1;d x x= −  02 0 2;d x x= −  12 1 2.d x x= −   (16) 
 

Тогда (15) примет вид 
 

02 01 12.d d d= +                      (17) 
 

Подставляя (14) в (13) и используя обозна-
чения (16), получим: 

 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
01 01 02 02

2 22 2 2 2
01 02

2 2 2 2
01 01 12 12

2 22 2 2 2
01 12

2 2 2 2
02 02 12 12

2 22 2 2 2
02 12

4
0;

4

0;

4
0.

4

d d a d d a

d a d a

d d a d d a

d a d a

d d a d d a

d a d a

 − − + = + +
 − − − =
 + +


− −
+ =

+ +

    (18) 

 

Отсюда очевидно следует: 
 

2 2
01 0;d a+ ≠  2 2

02 4 0;d a+ ≠  2 2
12 0.d a+ ≠   (19) 

 

X 

  Y 

O 

(x1, y1) 
(x2, y2) 

(x3, y3) 
(x4, y4) 

(x0, y0) 

1 

0 

2 

 3 
4 
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Система (18) преобразуется к виду: 
 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

22 2 2 2
01 01 02

22 2 2 2
02 02 01

22 2 2 2
01 01 12

22 2 2 2
12 12 01

22 2 2 2
02 02 12

22 2 2 2
12 12 02

4

4 0;

0;

4

4 0.

d d a d a

d d a d a

d d a d a

d d a d a

d d a d a

d d a d a

 − + +
+ − + =
 − + −

− − + =

 − + +

+ − + =

       (20) 

 

Из второго уравнения системы (20) следует 
 

( )
( )

( )
( )

2 2 2 2
01 01 12 12

2 22 2 2 2
01 12

.
d d a d d a

d a d a

− −
=

+ +
         (21) 

 

Отсюда d01 = d12. Тогда 
 

02 01 122 2 .d d d= =                    (22) 
 

Используя (22), первое уравнение в (20) 
можно преобразовать к виду 

 

( )( )
( )( )

22 2 2 2
01 01 02

22 2 2 2
02 02 01

4

4

d d a d a

d d a d a

− + +

+ − + =
 

( )( )
( )( )

22 2 2 2
01 01 01

22 2 2 2
01 01 01

4 4

2 4 4

d d a d a

d d a d a

= − + +

+ − + =
        (23) 

( )( )22 2 2 2
01 01 0124 0.d d a d a= − + =  

 

Отсюда получаем два имеющих физический 
смысл решения: 

01 0;d =  01 .d a=                    (24) 
 

С использованием условия (22) третье урав-
нение в (20) преобразуется к виду 

 

( )( )
( )( )

22 2 2 2
02 02 12

22 2 2 2
12 12 02

4

4

d d a d a

d d a d a

− + +

+ − + =
 

( )( )
( )( )

22 2 2 2
12 12 12

22 2 2 2
12 12 12

2 4 4

4 4

d d a d a

d d a d a

= − + +

+ − + =
         (25) 

( )( )22 2 2 2
12 12 128 0.d d a d a= − + =  

 

Отсюда:  12 0;d =  12 .d a=                           (26) 
Далее, подставляя (26) в (22), получим: 

 

02 0;d =  02 2 .d a=                   (27) 
 

Поскольку пары двойникующих дислокаций 
на противоположных границах нанодвойника 

по условию задачи находятся в одной плоско-
сти (рис. 2), то: 

 

03 01;d d=  04 02;d d=  34 12d d=          (28) 
 

и           03 0;d =  03 ;d a=  04 0;d =  04 2 ;d a=  
 

34 0;d =  34 .d a=                     (29) 
Очевидно, что  

 

14 23 12.d d d= =                        (30) 
 

И в равновесии: 
 

14 0;d =  23 0;d =  14 ;d a=  23 .d a=      (31) 
 

Полученные результаты указывают на то, что 
в идеальном кристалле после снятия нагрузки 
возможны два варианта равновесной формы кра-
евого клиновидного нанодвойника. В первом 
случае в плоскости двойникования расстояние 
между двойникующими дислокациями стремит-
ся к нулю. При этом в плоскости, перпендику-
лярной плоскости двойникования, расстояние 
между соседними двойникующими дислокация-
ми равно межплоскостному расстоянию. В этом 
случае равновесия двойникующие дислокации 
выстраиваются в стенку и существование нано- 
двойника проблематично из-за аннигиляции 
двойникующих дислокаций границ двойника  
с имеющими противоположный знак дислокаци-
ями устья нанодвойника и связанного с этим 
процессом исчезновения нанодвойника. 

Во втором случае для равновесия нанодвой-
ника требуется, чтобы расстояние между сосед-
ними двойникующими дислокациями на его гра-
ницах в плоскости двойникования равнялось 
межплоскостному расстоянию. Известно [16], 
что такое равновесие групп дислокаций является 
неустойчивым. Для обеспечения устойчивости  
в этом случае необходимо достаточное для фик-
сации дислокаций высокое значение сил неупру-
гой природы, оказывающих сопротивление дви-
жению двойникующих дислокаций. Обеспечить 
равновесие такого нанодвойника могут и поля 
внутренних напряжений от источников, находя-
щихся, например, у устья нанодвойника. 

 
ВЫВОД 

 
На основании анализа баланса сил, дей-

ствующих на каждую двойникующую дислока-
цию со стороны других дислокаций краевого 
клиновидного нанодвойника, выполнен расчет 
равновесных параметров такого нанодвойника 
и показана возможность его существования в 
идеальном кристалле при отсутствии внешних 
сил. Результаты имеют важное практическое 
значение, поскольку могут быть использованы 
в механике разрушения для повышения точно-
сти расчета областей зарождения разрушения  
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в двойникующихся материалах у таких концен-
траторов напряжений, как нанодвойники. 
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Реферат. Построены и исследованы простейшие приближенные формулы для численного интегрирования функций, 
содержащих осциллирующие множители специального вида с параметром. Общие квадратурные формулы в этом 
случае могут быть использованы только при достаточно малых значениях параметра. Следовательно, чтобы получить 
формулы численного интегрирования, пригодные при изменении параметра в широких границах, необходимо заранее 
учитывать наличие сильно осциллирующих множителей. Это можно сделать, принимая, например, такие множители 
за весовые функции. Кроме того, поскольку параметр способен принимать значения, которые заранее предвидеть не 
всегда можно, приближенные формулы для вычисления таких интегралов необходимо строить так, чтобы они содер-
жали этот параметр в буквенном виде и были пригодны для вычисления при любых, в частности при больших, значе-
ниях параметра. Вычислительные правила, обладающие такими свойствами, обычно получают путем разбиения про-
межутка интегрирования на элементарные с последующим приближением плотности интеграла на каждом элемен-
тарном промежутке многочленами первой, второй и третьей степеней, принимая при этом осциллирующие 
множители за весовые функции. В статье рассмотрен тот вариант, когда плотность интегралов на каждом элементар-
ном промежутке аппроксимируется многочленом нулевой степени – константой, равной значению плотности в сере-
дине этого промежутка. Попутно сконструирована одна приближенная формула для вычисления несобственного  
интеграла по бесконечному промежутку от функции, содержащей осциллирующий множитель специального вида. 
При этом предполагали, что плотность несобственного интеграла достаточно быстро стремится к нулю, когда модуль 
аргумента неограниченно возрастает. Другими словами, она считается пренебрежимо малой вне некоторого конечно-
го отрезка. Получены равномерные по параметру оценки погрешностей приближенных формул, позволяющие вы-
числять интегралы с заданной точностью. 
 

Ключевые слова: интегралы, приближенное интегрирование, приближенные формулы, осциллирующая функция 
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Approximate Integration of Highly Oscillating Functions 
 
I. N. Melashko1), D. A. Nifontova1), U. U. Sorokin1) 
 
1)Belarusian National Technical University (Мinsk, Republic of Belаrus) 
 
Abstract. Elementary approximate formulae for numerical integration of functions containing oscillating factors of a special 
form with a parameter have been proposed in the paper. In this case general quadrature formulae can be used only at suffi-
ciently small values of the parameter. Therefore, it is necessary to consider in advance presence of strongly oscillating factors 
in order to obtain formulae for numerical integration which are suitable in the case when the parameter is changing within 
wide limits. This can be done by taking into account such factors as weighting functions. Moreover, since the parameter can 
take values which cannot always be predicted in advance, approximate formulae for calculation of such integrals should be  
constructed  in  such  a  way  that  they  contain  this  parameter  in  a  letter format and they are suitable for  calculation  at  any 
and particularly  large  values  of  the parameter. Computational rules with  such properties are  generally obtained  by dividing 
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an interval of integration into elementary while making successive approximation of the integral density at each elementary 
interval  with polynomials of  the first, second and third degrees and taking the oscillating factors as weighting functions.  
The paper considers the variant when density of the integrals at each elementary interval is approximated by a polynomial of 
zero degree that is a constant which is equal to the value of density in the middle of the interval. At the same time one approx-
imate formula for calculation of an  improper integral with infinite interval of the function with oscillating factor of a special 
type has been constructed in the paper.  In this case it has been assumed that density of the improper integral rather quickly 
goes to zero when an argument module is increasing indefinitely. In other words it is considered as small to negligible outside 
some finite interval. Uniforms in parameter used for evaluation of errors in  approximate formulae have been obtained in the 
paper and they make it possible to calculate integrals with the required accuracy.  
 

Keywords: integrals, approximate integration, approximate formulas, oscillating function 
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Введение 
 

При решении разных задач прикладной ма-
тематики, механики, физики и техники прихо-
дится вычислять интегралы вида: 
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λ = λ = ∫           (4) 

 

где λ − положительный числовой параметр [1–5]. 
Формулы для приближенного вычисления 

подобных интегралов строятся обычно путем 
разбиения промежутка интегрирования на эле-
ментарные с последующим приближением 
функции f(t) на каждом элементарном проме-
жутке многочленами первой, второй и третьей 
степеней, принимая при этом осциллирующие 
множители за весовые функции [6–10]. Авто-
рами исследован тот вариант, когда функ- 
ция f(t) на элементарном промежутке аппрок-
симируется многочленом нулевой степени – 
константой, равной значению f(t) в середине 
этого промежутка. 

1. Зададим на промежутке [ ]TT ,−  систему 

точек ; , ..., 1, 0, 1, ..., ;kt kh k n n= = − −  
12

2
+

=
n
Th  

и аппроксимацию функции f(t) на этом проме-
жутке определим формулой  

 

( ) ( ) ( ) ( ),
n

k k
k n

f t f t t f t
=−

≈ = θ∑              (5) 

в которой ( ) 1k tθ = , если 



 +−∈

2
,

2
hthtt kk ,  

и ( ) 0k tθ = , когда 



 +−∉

2
,

2
hthtt kk .  

Нетрудно убедиться, что если f(t) непрерыв-
на на отрезке [ ]TT ,− , то 

 

( )( ) ( ) ; , [ , ],f t f t f h t T T− ≤ ω ∈ −        (6) 
 

где ( )
', " [ , ]

; max ( ") ( ')
t t T T

f h f t f t
∈ −

ω = −  – модуль 

непрерывности функции f(t). 
Если же f(t) – непрерывно дифференцируе-

мая функция на этом отрезке, то с помощью 
формулы Тейлора легко установить, что  

 

],,[,
2

)(~)( 1 TTthMtftf −∈≤−          (7) 
 

где )('max
],[1 tfM

TTt −∈
= . 

2. Подставив в (3) для интеграла ( );eJ f λ  
вместо функции f(t) ее приближение форму- 
лой (5), получим приближенное уравнение для 
этого интеграла 

 

( ) ( ) ( ) ( ); ; ( ) ( ),
n

e
e e e k k

k n
J f J f J A f t

=−

λ ≈ λ = λ = λ∑   (8) 

 

в котором коэффициенты 
2

( )

2

( ) ,
k

k

ht

e i t
k

ht

A e dt
+

λ

−

λ = ∫  

, ..., 1, 0, 1, ...,k n n= − − . 
Вычислив интегралы в правой части по-

следнего равенства и выполнив несложные 
преобразования, находим единое представле-
ние коэффициентов 
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( ) 2( ) sin .
2 1

ki te
k

TA e
n

λλ
λ =

λ +
              (9) 

 

Коэффициенты из (9) подставим в правую 
часть (8). В результате приближенная формула 
для интеграла (3) запишется в виде 

 

( ); 2 sin ( ).
2 1

ki tn

e k
k n

T eJ f f t
n

λ

=−

 λ
λ ≈ ⋅ 

+ λ 
∑       (10) 

 

Оценим погрешность приближенной фор-
мулы (10). 

Теорема 1. Если функция f(t) непрерывна на 
отрезке [ ]TT ,− , то для всех λ имеет место 
оценка погрешности 

 

( ) ( ) 2 ( ; ).e eJ J T f hλ − λ ≤ ω           (11) 
 

Если же f(t) непрерывно дифференцируемая 
функция, то 

 

( ) ( ) 1 .e eJ J TM hλ − λ ≤               (12) 
 

Доказательство. Очевидно, что 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

[ ]
( ) ( )

[ ]
( ) ( )

;

;

; ;

max

2 max .

e e e e

T
i t

T

T
i t

t T T
T

t T T

J J J f J f

f t f t e dt

f t f t e dt

T f t f t

λ

−

λ

∈ −
−

∈ −

λ − λ = λ − λ =

 = − ≤ 

≤ − =

= −

∫

∫









 (13) 

 

Из соотношений (13) и неравенств (6), (7) 
вытекают оценки (11), (12). 

3. Заменим функцию f(t) в интегралах (1), 
(2) по формуле (5). В результате получим сле-
дующие приближенные выражения для инте-
гралов ( );cJ f λ , ( );sJ f λ : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ; ;
n

c
c c c k k

k n
J f J f J A f t

=−

λ ≈ λ = λ = λ∑   (14) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ; .
n

s
s s s k k

k n
J f J f J A f t

=−

λ ≈ λ = λ = λ∑  (15) 

 

Коэффициенты ( ) ( )с
kA λ  и ( ) ( )s

kA λ  соответ-
ственно равны: 

2 2
( ) ( )

2 2

( ) cos ; ( ) sin ,

, ..., 1, 0, 1, ..., .

k k

k k

h ht t

с s
k k

h ht t

A tdt A tdt

k n n

+ +

− −

λ = λ λ = λ

= − −

∫ ∫  

 
Выделив действительную и мнимую части  

в формуле (9), находим следующие представ-
ления для этих коэффициентов: 

 

( )

( )

2( ) sin cos ;
2 1

2( ) sin sin ,
2 1

, ..., 1, 0, 1, ..., .

c
k k

s
k k

TA t
n

TA t
n

k n n

λ
λ = λ

λ +

λ
λ = λ

λ +

= − −

 

 
Подставим полученные выражения ( ) ( )с

kA λ  

и ( ) ( )s
kA λ  в правые части (14) и (15) соответ-

ственно. В результате приближенные формулы 
для интегралов (1) и (2) запишутся в виде: 

 

( ) cos; 2 sin ( );
2 1

n
k

с k
k n

tTJ f f t
n=−

λλ λ ≈ ⋅ + λ 
∑  (16) 

 

( ) sin; 2 sin ( ).
2 1

n
k

s k
k n

tTJ f f t
n=−

λλ λ ≈ ⋅ + λ 
∑   (17) 

 
Погрешности приближенных формул (16), 

(17) можно сверху оценить теми же величина-
ми, что и погрешность приближенного уравне-
ния (10). 

Теорема 2. Пусть функция f(t) непрерывна 
на отрезке [ ]TT ,− . Тогда для всех λ справед-
ливы неравенства: 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 ( ; );

2 ( ; ).

с с

s s

J J T f h

J J T f h

λ − λ ≤ ω

λ − λ ≤ ω




         (18) 

 
Если же f(t) является непрерывно диффе-

ренцируемой функцией на этом отрезке, то 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, .c c s sJ J TM h J J TM hλ − λ ≤ λ − λ ≤  (19) 
 

Доказательство. Запишем очевидные соот-
ношения: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( )

[ ]
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( )

[ ]
( ) ( )

;

;

;

;

; ; cos max cos

2 max ;

; ; sin max sin

2 max .

T T

с с с с t T T
T T

t T T

T T

s s s s t T T
T T

t T T

J J J f J f f t f t tdt f t f t t dt

T f t f t

J J J f J f f t f t tdt f t f t t dt

T f t f t

∈ −
− −

∈ −

∈ −
− −

∈ −

 λ − λ = λ − λ = − λ ≤ − λ ≤ 

≤ −

 λ − λ = λ − λ = − λ ≤ − λ ≤ 

≤ −

∫ ∫

∫ ∫

  



  



(20) 

 
Оценивая в (20) 

[ ]
( ) ( )tftf

TTt

~max
;

−
−∈

 с помо-

щью (6), (7), получаем неравенства (18), (19). 
4. Предположим, что функция f(t) в инте-

грале (4) достаточно быстро стремится к нулю  
при .t →∞  Тогда, считая ее пренебрежимо ма- 
лой вне некоторого конечного отрезка [–Т, Т],  
в пределах заданной точности справедливо 
приближенное равенство 

 

( ) ( )( ) .
T

i t
e

T

J f t e dt Jλ

−

λ = = λ∫           (21) 
 

Подставив в (21) приближенное представ-
ление интеграла (3) формулой (10), получаем 
приближенное уравнение для интеграла (4) 

 

( ) ( ) 2 sin ( ).
2 1

ki tn

e k
k n

T eJ J f t
n

λ

=−

 λ
λ ≈ λ = ⋅ 

+ λ 
∑   (22) 

 

При оценке погрешности приближенной 
формулы (22) следует учитывать погрешность 
приближенного уравнения (21). Будем предпо-
лагать, что при больших значениях t  выполня-
ется неравенство 

 

1( ) , 0 , 0.Cf t C
t +δ= < < ∞ δ >          (23) 

 

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1
22 2 .

T
i t i t

e
T

T T

J J f t e dt f t e dt

dt Cf t dt C
t T

− ∞
λ λ

−∞

∞ ∞

+δ δ

λ − λ = + ≤

≤ ≤ =
δ

∫ ∫

∫ ∫



 

Далее 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .

e e e e

e e e

J J J J J J

J J J J

λ − λ = λ − λ + λ − λ ≤

≤ λ − λ + λ − λ

 


 

Если функция f(t) имеет непрерывную про-
изводную на промежутке [ ]TT ,− , то с учетом 
неравенства (12) теоремы 1 приходим к следу-
ющей оценке погрешности приближенной 
формулы (22): 

( ) ( ) 1
2 .e
CJ J TM h
T δλ − λ ≤ +
δ

  
 

Примечание. Очевидно, что приближенную 
формулу (22) и оценку ее погрешности можно 
использовать для вычисления интеграла (4) 
только в том случае, когда функция f(t) доста-
точно быстро убывает с возрастанием t  (δ до-
статочно велико). 

5. Пример. Коэффициенты тригонометри-
ческого ряда Фурье функции tetf =)(  опреде-
ляются формулами: 

 

( )
( )

( )
( )

2

1

2

1 2sh1 cos , ;
1

1 2 sh1 sin , .
1

m t
t

c

m t
t

s

ee mtdt J m
m

m ee mtdt J m
m

π

−π

+π

−π

  − π
=    π ππ +   

  − π
=    π ππ +   

∫

∫

 

 

Результаты численного эксперимента по 
точным формулам и с помощью приближен- 
ных уравнений (16), (17) при n = 100 приведе-
ны в табл. 1 

Таблица 1 
 

m ( )cJ m  ( )cJ m  ( )sJ m  ( )sJ m   

1 –3,6760800 –3,6756300 3,6760800 3,6762300 
10 0,0727936 0,0721969 –0,7279360 –0,7279660 

100 0,0007351 0,0007262 –0,0735142 –0,0735126 
 

Примечание. Предположим, что значения 
функции f(x) в узлах квадратурной формулы (8) 
вычисляются приближенно, т. е. вместо )( ktf  
имеем )(~

ktf , так что погрешность вычисления 

(24) 
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равна ( ) ( ).k k kf t f tε = −   Пусть , , ...,k k nε ≤ ε = −  
1, 0, 1, ... .n−  Тогда для погрешности вычисле-

ния квадратурной суммы в (8) получается нера-
венство  

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ,
n n n

e e
k k k k k

n n n
A f t A f t A

− − −

λ − λ ≤ ε λ∑ ∑ ∑  

 
из которого следует, что точная верхняя грани-
ца погрешности вычисления квадратурной 

суммы в (8) пропорциональна ( ) ( )
n

e
k

n
A

−

λ∑ . 

Оценим эту сумму числом, не зависящим от λ: 
 

2 2
( )

2 2

2

2

( )

2 .

k k

k k

k

k

h ht t
n n n

e i t i t
k

n n nh ht t

ht
n

n ht

A e dt e dt

dt T

+ +

λ λ

− − −
− −

+

−
−

λ = ≤ =

= =

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

 

 

Следовательно, при всех λ справедлива 
оценка 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 2 .
n n

e e
k k k k

n n
A f t A f t T

− −

λ − λ ≤ ε∑ ∑   

 

Очевидно, что погрешности в вычислениях 
квадратурных сумм (14), (15) оцениваются та-
кой же величиной. Это означает, что при боль-
ших n погрешности в вычислениях упомяну- 
тых квадратурных сумм имеют тот же порядок, 
что и погрешность в вычислении функции f(t). 
В таких случаях говорят, что квадратурные 
формулы численно устойчивы. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Для численного интегрирования функций, 

содержащих сильно осциллирующие множите-
ли специального вида с параметром, построены 
простейшие приближенные формулы. 

2. Попутно сконструирована одна прибли-
женная формула для вычисления несобственно-
го интеграла по бесконечному промежутку от 
функции с осциллирующим множителем спе-
циального вида в случае, когда плотность не-
собственного интеграла достаточно быстро 
стремится к нулю при неограниченном возрас-
тании модуля аргумента. 

3. Получены равномерные по параметру 
оценки погрешностей приближенных формул, 

позволяющие вычислять интегралы с заданной 
точностью. Приведен численный анализ квад-
ратурных сумм на устойчивость. 
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Реферат. Разработаны и опробованы методы оценки динамического усиления движения в биомеханике. Установле-
но, что широко используемые характеристики оценки влияния движения на механизмы и машины, такие как динами-
ческий коэффициент и коэффициент динамичности по ускорениям, при исследовании локомоций человека в усло- 
виях упругой опоры теряют смысл. Причиной является невозможность сравнить движение человека при контакте  
с упругой и жесткой опорами, так как с изменением жесткости опоры меняется и техника выполнения упражнения. 
При этом она еще зависит от текущего состояния конкретного спортсмена. Такая ситуация наблюдается в спортивной 
гимнастике. Изучена структура кинематических и динамических моделей движения человека. Установлено, что свой-
ства упругой опоры в моделях отражаются: в явном виде, когда в моделях присутствуют параметры динамической 
деформации спортивного снаряда, и в неявном – в численно измененных параметрах движения самого человека. 
Первую часть можно оценить количественно, сравнив с расчетами по полным моделям. Для этого введены понятия 
выделенной и полной моделей. Предложено выделять модели для опоры и модели биомеханической системы, пред-
ставляющие собой модели движения только опорно-двигательного аппарата человека. Выявлено, что выделенные 
модели опоры в кинематике и динамике различаются по структуре. В кинематике выделяют только параметры упру-
гой деформации опоры, а в динамике – параметры опоры в явном виде и дополнительно – в моделях движения само-
го человека, и тоже в явном виде. На примере вычислительного эксперимента для большого оборота назад на гим- 
настической перекладине дана количественная оценка динамического усиления движения в моделях кинематики  
и динамики. Показано, что влияние спортивного снаряда на движение численно имеет тот же порядок, что и движе-
ние спортсмена без учета упругих свойств опоры. 
 

Ключевые слова: полная модель, выделенные модели, упругая опора, жесткая опора, кинематика, динамика, опорно-
двигательный аппарат, биомеханика, большой оборот 
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Abstract. Methods for estimation of  dynamic magnification pertaining to motion in biomechanics have been developed and 
approbаted in the paper. It has been ascertained that widely-used characteristics for evaluation of motion influence on mecha-
nisms and machinery such as a dynamic coefficient and acceleration capacity factor become irrelevant while investigating 
human locomotion under  elastic support conditions. The reason is an impossibility to compare human motion in case when 
there is a contact with elastic and rigid supports because while changing rigidity of the support  exercise performing technique 
is also changing. In this case the technique still depends on a current state of  a specific sportsman. Such situation is observed 
in sports gymnastics. Structure of kinematic and dynamic models for human motion has been investigated in the paper. It has 
been established  that  properties  of  an elastic support are reflected  in  models within  two aspects: in an explicit  form,  when 
models have parameters of  dynamic deformation for a gymnastic apparatus, and in an implicit form, when we have  numerically 
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changed parameters of  human motion. The first part can be evaluated quantitatively while making comparison with calcula-
tions made in accordance with complete models. For this reason notions of selected and complete models have been intro-
duced in the paper. It has been proposed to specify models for support and models of biomechanical system that represent 
models pertaining only to human locomotor system. It has been revealed that the selected  models of support in kinematics 
and dynamics have structural difference. Kinematics specifies only parameters of elastic support deformation and dynamics 
specifies support parameters in an explicit form and additionally in models of  human motion  in an explicit form as well. 
Quantitative estimation of a dynamic motion magnification in kinematics and dynamics models has been given while using 
computing experiment for grand circle backward on a gymnastics horizontal bar as an example. It has been shown that an 
influence of a gymnastic apparatus on motion has numerically the same order as motion of a sportsman without taking into 
account elastic properties of  the support. 
 

Keywords: complete model, selected models, elastic support, rigid support, kinematics, dynamics, human locomotor system, 
biomechanics, grand circle 
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Введение 
 

В механике используют такое понятие, как 
«коэффициент динамичности» («динамический 
коэффициент», а также «коэффициент динами-
ческого усиления»). В общем случае под ним 
понимают отношение какой-либо величины, 
характеризующей динамику системы, к значе-
нию этой величины в статике [1–3]. Так, коэф-
фициентом динамичности по перемещениям в 
теории механизмов и машин называют отноше-
ние амплитуды вынужденных колебаний к мак-
симальному перемещению, вызываемому ста-
тическим действием силы. Существует еще од-
на трактовка данного понятия – в механике 
используют «коэффициент динамичности по 
ускорениям», под которым понимают отноше-
ние максимального модуля ускорения выход-
ного звена с учетом упругости звеньев к мак-
симальному модулю ускорения этого же звена 
без учета упругости звеньев [2]. 

Отметим, что в биомеханике, во-первых, во 
многих случаях требуется анализировать кине-
матику и динамику каждого звена. Так, для 
гимнаста при выполнении маховых упражне-
ний представляет практический интерес дви-
жение и верхних, и нижних конечностей, и ту-
ловища. Во-вторых, коэффициенты динамич-
ности по ускорениям определяются по данным 
различных экспериментов. Находят ускорения 
для механизма с упругими связями и отдельно 
для механизма без них. По ним и произво- 
дят расчеты. 

В биомеханике же нет возможности срав-
нить выполнение спортивного упражнения на 
упругом снаряде и на абсолютно жестком, по-
скольку последнего не существует, как и не 

существует техники выполнения необходимых 
движений на нем [4]. Укажем, что оба принци-
па анализа кинематики и динамики объектов 
подходят для изучения полной системы, пред-
ставленной человеком и спортивным снарядом, 
но с определенной корректировкой. Например, 
при изучении деформационного поведения 
спортивного снаряда. Однако для исследования 
движения непосредственно спортсмена необ-
ходимо предложить методику оценки динамич-
ности движения самой биомеханической си-
стемы (БМС), познание закономерностей дви-
жения которой и является конечной целью, на 
пути к которой изучение опоры – лишь необхо-
димый этап [5, 6]. 

 
Оценка динамики полной системы 
 

Условимся отдельные модели, описываю-
щие поведение опоры, называть моделями опо-
ры. Модели для расчета параметров движения 
опорно-двигательного аппарата человека в це-
лом, т. е. с учетом влияния упругого снаряда, 
получат название моделей биомеханической 
системы в условиях упругой опоры. А ком-
плексные модели, включающие две системы, 
отдельно взятую опору и биомеханическую си-
стему с учетом всего влияния спортивного сна-
ряда, – полными моделями биомеханической 
системы или просто полными моделями. Соот-
ветственно систему, состоящую из механиче-
ской и биомеханической систем, назовем пол-
ной системой. В модели опоры ее характери-
стики входят в явном виде.  

В [5] показано, что спортивный снаряд вли-
яет на движение не только через изменение  
параметров своего движения, но и путем из- 
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менения параметров движения самой БМС.  
Для описания этих процессов введем еще одно 
понятие: части моделей биомеханической си-
стемы в условиях упругой опоры, не содержа-
щие характеристики деформации спортивного 
снаряда в явном виде, назовем выделенными. 
Сама биомеханическая система, для которой 
получены эти модели, тоже будет выделенной. 
После выделения остаются части уравнений  
с характеристиками спортивного снаряда в яв-
ном виде. Их назовем выделенными моделями 
опоры. 

Рассматривая вопрос выделения конкретной 
исследуемой системы из более общей, необхо-
димо различать модели кинематики и модели 
динамики. Для моделей кинематики связь меж-
ду введенными системами можно представить 
отношением 

 

1 2

1 2

( ) ( ) (БМС )

( ) (БМС ),

SO
К

SO SO

f FS f S f

f S f

= + =

= +
          (1) 

 

где ( )Kf FS  – полная модель кинематики (пол-
ная система); )(1 Sf  – модель кинематики опо-

ры; )(1
SOSf  – выделенная модель кинематики 

опоры; 2 (БМС )SOf  – то же биомеханической 
системы. 

В этом случае модель кинематики опоры и 
ее выделенная модель есть одно и то же 

 

1 1( ) ( ).SOf S f S=                       (2) 
 

Расчетная модель биомеханической систе-
мы в условиях упругой опоры, моделируемой 
вращающейся пружиной, показана на рис. 1. 
Приведем в качестве примера уравнения для 
ускорений суставов биомеханической системы: 
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где i = 1, 2, …, N + 1;   N + 1 = K; Lj – длина  
звеньев; 0,L  0 ,L  0 ,L  0,Q  0 ,Q  0Q  и ,jQ  ,jQ  jQ  – 
обобщенные координаты, обобщенные скоро-
сти и обобщенные ускорения спортивного сна-
ряда и биомеханической системы; N – количе-
ство звеньев биомеханической системы. 
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Рис. 1. Расчетная схема биомеханической системы 
 

Fig. 1. The settlement circuit design of biomechanical system 
 

В уравнениях (3) квадратными скобка- 
ми […] показаны ускорения, выделенные по 
опоре, т. е. по спортивному снаряду: 
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Остальные части (3) характеризуют ускоре-

ния выделенной биомеханической системы: 
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Окончательно запишем для проекций уско-

рений суставов БМС: 
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1, 1, 1,

в в в(ОП ) (ОП ) (БМС ) ;
i i i i i iO O OX X Xf f f
− − −
= −    

 

1, 1, 1,

в в в(ОП ) (ОП ) (БМС ) .
i i i i i iO O OY Y Yf f f
− − −
= +    (6) 

 

По результатам экспериментальной рас-
шифровки видеосъемки большого оборота 
назад на гимнастической перекладине в испол-
нении мастера спорта Беларуси Ю. Кракалова 
покажем на рис. 2 результаты расчета линей-
ных ускорений суставов на основании (4) и (5). 
Расчеты проводили на компьютере с использо-
ванием методов численного анализа [7]. 

Для векторных величин удобным и весьма 
информативным способом их изучения являют-

ся годографы. В качестве примера на рис. 3 
представлены годографы ускорений полной 
системы (рис. 3а) и выделенной БМС (рис. 3b) 
для плечевого сустава. Годографы построены с 
запасом в 10 кадров в начале и конце графиков 
по сравнению с рис. 2. Связано это со значи-
тельным изменением графиков вначале и конце 
при сглаживании данных.  

Построив годограф ускорений выделенной 
опоры по ускорениям для плечевого суста- 
ва (рис. 4), получим представление, в том числе 
и численное, о влиянии упругих свойств спор-
тивного снаряда на целенаправленное движе-
ние человека. 
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Рис. 2. Линейные ускорения суставов: а – плечевого; b – тазобедренного;  
1 – выделенная опора; 2 – выделенная биомеханическая система; 3 – полная система 

 

Fig. 2. Linear accelerations of joints: а – humeral; b – coxofemoral;  
1 – selected support; 2 – selected biomechanical system; 3 – complete system 
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Рис. 3. Годографы ускорений выделенных систем плечевого сустава:  
а – полная система; b – выделенная биомеханическая система 

 

Fig 3. Hodographs of accelerations for selected systems of humeral joint:  
а – complete system; b – selected biomechanical system 
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Рис. 4. Годограф выделенной опоры по ускорениям  

для плечевого сустава 
 

Fig. 4. Hodograph of  selected support according  
to accelerations for humeral joint 

 
Анализ показывает значимость влияния 

спортивного снаряда на кинематику движения 
биомеханической системы. Дополнительные 
ускорения плечевого сустава из-за упругих 
свойств опоры изменяются в интервале: в гори-
зонтальном направлении (–3,6)…(+4,4) м/с2), в 
вертикальном (–2)…(+2) м/с2. Для моделей ди-
намики справедливо отношение: 

 

д 3 4(ПС) (ОП) (БМС);f f f= +  
 

в в
4 5 6(БМС) (ОП ) (БМС ),f f f= +       (7) 

 

где д (ПС)f  – полная модель динамики; 3 (ОП)f  – 
модель динамики опоры; 4 (БМС)f  – модель 
динамики биомеханической системы в услови-
ях упругой опоры; в

5 (ОП )f  – выделенная мо-

дель динамики опоры; в
6 (БМС )f  – то же био-

механической системы. 
Это позволяет любую полную модель дина-

мики представить как 
 

в в
д 3 5 6(ПС) (ОП) (ОП ) (БМС ).f f f f= + +   (8) 

 
Параметры опоры в явном виде дважды 

входят в уравнения динамики полной системы. 
Первый раз – в виде отдельно взятых формул 
f3(ОП), а второй – тоже в явном, т. е. выделен-
ном в отдельные зависимости f5(ОПв), но уже 
составными частями моделей биомеханической 
системы в условиях упругой опоры. В качестве 
иллюстрации запишем модели кинетической 
энергии. Имеем для полной системы [6] 

0 1 2 3 ОП БМС ,T T T T T T T= + + + = +        (9) 
 

где ТОП – кинетическая энергия опоры, ТОП = Т0; 
БМСT  – то же собственно биомеханической си-

стемы, равная сумме кинетических энергий 
звеньев опорно-двигательного аппарата; 

 

( ) БМС 1 2 3БМС .Tf T T T T= = + +  
 

В случае приведения массы упругой опоры 
к точке k имеем выражение для кинетической 
энергии спортивного снаряда 
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Расчетную модель кинетической энергии 
БМС можно представить в виде [6] 
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где ,ijA  ,iiA  iD0  – коэффициенты, зависящие 
от масс-инерционных характеристик биомеха-
нической системы, являющиеся постоянными 
для каждого конкретного спортсмена и опреде-
ляемые один раз до начала эксперимента. 

Разделив по системам уравнение (11), полу-
чим: 
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Тогда в общем виде уравнение кинетиче-
ской энергии биомеханической системы через 
выделенные системы запишем как 
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( ) ( )ОП в в в
БМС БМС БМС ОП БМС .T TT T T f f= + = +   (14) 

 

Сравнительный анализ уравнений (1)–(14) 
показывает разные отношения между система-
ми в моделях кинематики и динамики. При ис-
следовании кинематики полная модель явля- 
ется моделью биомеханической системы в 
условиях упругой опоры (ПС) (БМС).К Кf f=  
Совпадают и модель опоры с ее выделенной 
моделью. А в динамике полная модель вклю- 
чает в себя модель биомеханической системы  
в условиях упругой опоры и модель опоры. 
Модель же опоры и ее выделенная модель есть 
разные модели. 

Графики кинетической энергии выделенных 
опор и биомеханической системы, а также пол-
ной системы, представлены на рис. 5. 
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Рис. 5. Кинетическая энергия: 1 – выделенной опоры;  
2 – выделенной биомеханической системы; 

3 – полной системы 
 

Fig. 5. Kinetic energy: 1 – selected support;  
2 – selected biomechanical system; 

3 – complete system 
 
Разделение систем позволяет оценить влия-

ние упругих свойств спортивного снаряда на 
движение биомеханической системы. Кинети-
ческая энергия выделенной опоры (рис. 5, кри-
вая 1) имеет тот же порядок, что и энергия вы-
деленной биомеханической системы (рис. 5, 
кривая 2). Последнее показывает значимость 
влияния спортивного снаряда на движение че-
ловека. Кинетическая энергия полной системы 
представлена кривой 3 (рис. 5). Ее максималь-
ные значения достигают почти 3000 Дж. 

В ряде случаев для анализа необходимо от-
бросить влияние спортивного снаряда, и тогда 
используют понятие биомеханической системы 

в условии жесткой опоры [8, 9]. Модели такой 
системы полностью идентичны по форме мо- 
делям выделенной биомеханической систе- 
мы [6, 10, 11]. Это одни и те же выражения. 
Различаются они лишь значениями, подставля-
емыми в соответствующие формулы. 

В [5] показано, что обобщенные координа- 
ты ,iQ  определяющие положение спортсмена, 
и характеристики ,iQ  ,iQ  представляющие 
обобщенные скорости и обобщенные ускоре-
ния, в определенной степени зависят от упру-
гих свойств спортивного снаряда. Их значения 
при движении биомеханической системы в 
условиях жесткой опоры имели бы иную вели-
чину, чем при выполнении упражнения на 
спортивном снаряде с упругими свойствами.  
С этой точки зрения обобщенную координа- 
ту iQ  биомеханической системы можно пред-
ставить в виде суммы 

 

БМС БМС ОП ,i i i i iQ Q Q Q Q= + ∆ = +  
i = 1, 2, …, N,                       (15) 

 

где БМС
iQ  – часть угла, образованная i-м звеном 

с осью OX и зависящая только от движения 
биомеханической системы без учета упругих 
свойств спортивного снаряда; iQ∆  – то же, об-
разованная i-м звеном с осью OX и зависящая 
от упругих свойств спортивного снаряда, запи-
сывается как 

ОП .i iQ Q∆ =  
 

Про углы БМС
iQ  можно сказать и так: это 

обобщенные координаты биомеханической си-
стемы в условиях жесткой опоры.  

В случае выделения из уравнений кинема-
тики и динамики полной системы, частей урав-
нений, в которых отсутствуют в явном виде 
параметры упругой опоры, получим модели, 
позволяющие рассчитать параметры движения 
человека в условиях жесткой опоры, когда вли-
яния опоры нет или его не учитывают [8, 9]. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Выполненный анализ целенаправленного 

движения спортсмена в условиях упругой опо-
ры показывает, что ограничения, налагаемые 
спортивным снарядом на движение человека, 
зависят от закона движения этого человека. 
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2. На сегодняшний день для выделенных 
моделей биомеханической системы выполнить 
разделение обобщенных координат как в урав-
нениях кинематики, так и в моделях динамики 
движения опорно-двигательного аппарата че-
ловека и оценить все динамическое усиление, 
привносимое спортивным снарядом, не пред-
ставляется возможным. 

3. Предложенные методы оценки влияния 
снаряда, выступающего в качестве упругой 
опоры, дают возможность получить количе-
ственную картину управляемого движения че-
ловека и на этой основе разработать ряд мето-
дик, направленных на совершенствование тех-
нических действий спортсмена и ускорение 
процесса его обучения. 
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Энергетические инварианты в теории упругопластических трещин 
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    Belarusian National Technical University, 2017 
 
Реферат. Рассмотрена задача о прямолинейной трещине в упрочняющемся упругопластическом материале с нагруз-
кой, приложенной на бесконечности в условиях плоской деформации. При распространении J-интеграла на этот слу-
чай необходимо учитывать характерные особенности, связанные с потенциалом деформаций для сред с неголоном-
ными уравнениями состояния. В задаче о трещине в упругопластическом материале главный член асимптотического 
разложения в окрестности вершины имеет, наряду с неопределенным множителем, и неизвестный показатель сингу-
лярности. Для стали 12Х18Н9Т показано, как из условия инвариантности энергетического интеграла можно отыскать 
показатель сингулярности главного члена напряжений. Приведены зависимости длины трещины, соотнесенной  
к допустимой длине по Гриффитсу, от приложенной нагрузки, соотнесенной к пределу текучести. Описаны пред-
ставления J-интегралов для решения квазистатической задачи. Разработанный подход может использоваться для 
формулировки критерия разрушения упругопластического материала, содержащего прямолинейную трещину. Полу-
ченные теоретические зависимости по определению характеристик предельного состояния конструкции позволяют 
сделать мотивированный выбор геометрических параметров с учетом прочностных свойств материала. Результаты 
исследований могут быть использованы при разработке рекомендаций для создания конструкций с заданными свой-
ствами. Данный подход целесообразно применять для определения предельных усилий и критического значения 
длины трещины для упругопластического материала.  
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Energy Invariants in Theory of Elastoplastic Cracks 
 
M. A. Hundzina1) 
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Abstract. The paper considers a problem on a rectilinear crack in hardening elastoplastic material with load which is applied 
at infinity under plane-strain deformation conditions. While distributing J-integral in this case it is necessary to take into ac-
count specific characteristics associated with strain potential for environments with nonholonomic state equations. While con-
sidering a problem on a crack in elastoplastic material a principal term of  asymptotic expansion in crack tip vicinity has an 
unknown singularity index in addition to an indefinite multiplier. It has been shown for steel 12X18H9T that while having 
invariance of energy integral it is possible to trace  a singularity index for a principal term of stresses. The paper presents de-
pendences of crack length compared to permissible Griffith’s length in accordance with the applied load which is associated 
with yield strength. Conceptions of J-integrals have been described for solution of a quasi-static problem. The developed ap-
proach can be used to formulate a criterion for destruction of elastoplastic material containing a rectilinear crack. The obtained 
theoretical dependences pertaining to determination of structure limit state characteristics have permitted to make a motivated 
selection of geometric parameters with due account of material strength properties. Results of the investigations can be used 
while preparing recommendations for development of structures with prescribed properties. The given approach makes most 
sense to be applied for determination of critical forces and critical value of crack length for elastoplastic material. 
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Введение 
 

Наряду с описанием напряженно-деформи- 
рованного состояния упругого или упруго- 
пластического тела, необходимо определять 
критерии прочности, на основе которых уста-
навливается момент исчерпания несущей спо-
собности материала в точке или тела в целом. 
Такого рода критерии упругопластического 
разрушения или критерии начала распростра-
нения трещины не вытекают из разрешающих 
уравнений механики сплошных сред. Как пра-
вило, это дополнительное краевое условие. 

Ввиду определенных трудностей постано-
вочного и вычислительного характера для зада-
чи определения предельного равновесного со-
стояния деформируемого твердого тела с тре-
щиной, сложились подходы, в основу которых 
положены некоторые предположения о харак-
тере распределения напряжений и механизме 
разрушения в вершине трещин: энергетические, 
силовые и деформационные критерии разруше-
ния. Одним из основополагающих в механике 
трещин принято считать энергетический крите-
рий Гриффитса для хрупкого разрушения и его 
модификацию, согласно концепции Орована – 
Ирвина, на случай квазихрупкого разруше- 
ния [1]. В основу этого критерия положено 
представление о балансе освобождающейся 
упругой энергии линейного деформирования и 
приращения поверхностной энергии при увели-
чении длины трещины в случае хрупкого раз-
рушения или работы пластической деформации 
в тонком слое у вершины трещины перед его 
квазихрупким разрушением. Однако решение 
линейной задачи приводит к неограниченным 
напряжениям у вершины трещины, приращение 
же поверхностной энергии и работа пластиче-
ской деформации содержат ограниченные зна-
чения напряжений, соответствующие реальной 
диаграмме деформирования, что свидетель-
ствует об ограниченной применимости подоб-
ных критериев.    

Обобщением энергетического критерия 
Гриффитса является J-критерий, или критерий 
Черепанова – Райса [2]. Известно, что величина 
силы сопротивления раскрытию трещины при 
определенных предположениях может быть 
представлена в виде некоторого интеграла по 
пути, не зависящего от этого пути. Интегриро-

вание происходит по произвольному контуру, 
охватывающему вершину трещины. В основе 
силовых критериев лежит представление о пре-
дельной поверхности в пространстве напряже-
ний. Однако в случае линейно-упругой задачи  
в вершине трещины возникают бесконечные 
напряжения. Поэтому, согласно концепции  
Ирвина [3], принято строить предельную по-
верхность относительно коэффициентов интен-
сивности, являющихся множителями в сингу-
лярных составляющих и характеризующих 
асимптотическое распределение напряжений 
вблизи вершины трещины. Если исходить из 
реальной нелинейной диаграммы деформиро-
вания материала, которая всегда имеет ограни-
ченное напряжение, то вполне логично, что 
бесконечных напряжений в вершине трещины 
быть не может. Поэтому понятие «коэффици-
ент интенсивности» в асимптотическом пред-
ставлении решения вблизи вершины – резуль-
тат идеализированной диаграммы деформи- 
рования, допускающей бесконечные напряже-
ния. Следовательно, возможность достоверного 
экспериментального определения его предель-
ного значения не является обоснованной.  

Исходное представление деформационных 
критериев – классический критерий прочности 
в виде предельной поверхности в пространстве 
деформаций. Однако, ввиду трудности опреде-
ления деформаций в вершине трещины, вместо 
них вводится понятие раскрытия или смещения 
берегов трещины в ее тупиковой части, относи-
тельно которых строится предельная поверх-
ность. В этом случае возникает вопрос о кор-
ректности такой замены, поскольку раскрытие 
в вершине трещины в действительности равно 
нулю при отличной от нуля растягивающей или 
сдвиговой деформации, а понятие «тупиковая 
часть трещины» не имеет строгого определе-
ния. Это приводит к трудностям как решения 
соответствующих задач, так и эксперименталь-
ного определения предельных значений вводи-
мых параметров. 

 

Применение J-интеграла к вычислению  
собственных значений краевых задач  
для случая статической трещины 
 

Рассмотрим задачу о статической прямоли-
нейной трещине в упрочняющемся упругопла-
стическом материале с нагрузкой, приложенной 
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на бесконечности в случае плоской деформации. 
Положим, имеется двумерное деформационное 
поле, все компоненты которого определяются 
только двумя декартовыми координатами. Заме-
тим, что при распространении J-интеграла на 
этот случай необходимо учитывать характерные 
особенности, связанные с потенциалом дефор-
маций для сред с неголономными уравнениями 
состояния. 

Приращение полной работы напряжения на 
соответствующих деформациях имеет вид 

 

0
1 ,
2 ij ijUδ = σ δε                      (1) 

 

где σij, εij − компоненты напряжений и дефор-
маций.  

Функция (1) не является однозначной отно-
сительно компонент деформаций, поскольку 
напряжения в рамках теории течения с упроч-
нением также неоднозначно зависят от дефор-
маций. Полная работа – это количественная 
характеристика интенсивности поля напряже-
ний в окрестности вершины трещины в упруго-
пластическом теле.  

Вследствие инвариантности вектора потока 
величина J не зависит от того, где проведен 
контур, отхватывающий вершину трещины: 

 

1 1 10 , , 1 ,
1 ,
2 i x i x ij j i xJ U u u n n u d

Γ

  = + ρ − σ Γ  
  ∫   (2) 

 

где 
1

, 1 x
u

u i
xi ∂

∂
=  − производная компонентов век-

тора перемещений; ρ − плотность материала;  
Г − контур, охватывающий вершину трещины; 
U0 − полная работа напряжения на соответ-
ствующих деформациях; х1 – ось, направленная 
вдоль оси трещины. 

В двумерных задачах контур Г можно счи-
тать окружностью радиусом ε с центром в вер-
шине трещины. Интеграл по малому круговому 
контуру, содержащему внутри себя вершину 
трещины, может служить адекватной характе-
ристикой состояния окрестности вершины 
трещины, причем подынтегральная функция 
зависит от напряжений, деформаций и переме-
щений точек вблизи вершины трещины. Такой 
интеграл не зависит от пути интегрирования и, 
таким образом, представляет скорость умень-
шения энергии при любом выборе кривой Г. 

Рассмотрим замкнутый контур Г1, Г2 в виде 
кривой (рис. 1), окружающий вершину трещи-
ны, начинающийся на нижней плоской части 
поверхности трещины и заканчивающийся на 
верхней ее части. Обход контура осуществля-
ется в положительном направлении, s – дли- 
на дуги. Пусть 

1Γ
J  и 

2Γ
J  − соответствующие 

значения интеграла. Тогда, поскольку чле- 
ны подынтегрального выражения обращаются  
в нуль на плоских поверхностях разреза, 

21 ΓΓ − JJ  − это значение интеграла от величины 

1 1 10 , , 1 ,
1 ,
2 i x i x ij j i xU u u n n u + ρ − σ 

 
 взятого по гра-

нице области, ограниченной 1 2 ,Γ ∪Γ  этими 
кривыми и поверхностями выреза в направле-
нии против часовой стрелки. 

 

 
 

Рис. 1. Контур, окружающий вершину трещины:  
Г1, Г2 – замкнутый контур; n − нормаль к контуру 

 

Fig. 1. Contour circling crack tip:  
Г1, Г2 – closed contour; n – normal to contour 

 
Если удельная работа разрушения γ поло-

жительна, то уравнение J = 2γ является услови-
ем предельного равновесия упругопластиче-
ской трещины, т. е. энергетическим критерием. 
При этом γ = const. Инвариантность интеграла 
относительно пути справедлива и для путей, 
проходящих через пластическую зону. 

В момент страгивания трещины возможно 
значительное пластическое деформирование 
конструкции, при котором диссипация энергии 
может оказать существенное влияние на кине-
тику трещины. При развитии трещины в подав-
ляющем большинстве случаев пластическая 
деформация локализована у вершины движу-
щейся трещины. Скорость высвобождения 
упругой энергии при образовании новой по-
верхности трещины длиной ∆l можно предста-

х1 

х2 

 Г1 

Г2 п   
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вить как работу сил сцепления по берегам тре-
щины за время прохождения вершиной этого 
расстояния с определенной скоростью.  

Асимптотические решения краевых задач 
теории трещин в нелинейной постановке обла-
дают значительной степенью произвола. Даже  
в случае задачи о неподвижной упругопласти-
ческой трещине главный член разложения в 
окрестности вершины имеет наряду с неопре-
деленным множителем и неизвестный показа-
тель сингулярности. Покажем, как из условия 
инвариантности энергетического интеграла 
можно отыскать показатель сингулярности 
главного члена напряжений. 

Известно, что интеграл по замкнутому кон-
туру для функции равен нулю 

 

1 1 1

1 2

0 , , 1 ,
1 0.
2 i x i x ij j i xU u u n n u d

Γ ∪Γ

  + ρ − σ Γ =  
  ∫   (3) 

 

Из (3) получим соотношение для нахожде-
ния λ0, подставляя в него разложения через 
функцию напряжений. Сделаем предположе-
ние, что пластическая область полностью 
окружает вершину трещины, при отсутствии 
зоны разгрузки запишем члены, входящие в 
соотношение J-интеграла: 

 

1 2 3 ,J J J J= + −                       (4) 
 

где 

1

2

1 0 1
0

1
2

(( )) sin .
t

rr rr r r

J U n d

r d

π

Γ ∪Γ

ϕϕ ϕϕ ϕ ϕ

= Γ = −

− σ ε + σ ε + σ ε ϕ ϕ

∫ ∫      (5) 

 

Представляя компоненты вектора прираще-
ний в виде [4–6] 

 

( ) ( ) ( ) ( )0 0
0 0, ; , ,ru r U r u r V rλ λ

ϕϕ = ϕ ϕ = ϕ   (6) 
 

получим 
 

( ) 0
1 0 ;ru u U rλ= = ϕ  

( ) ( ) 0 1
2 0, .u r u r V rλ +

ϕ= ϕ = ϕ             (7)  
 

Обобщение метода асимптотического раз-
ложения заключается в том, что последо- 
вательность ∞

=λ 0}{ nn подлежит определению 
наряду с функциями Un(ϕ), Vn(ϕ). Тогда осталь-
ные интегралы примут вид: 

22

2 , ,
0

2
, ,

1 sincos
2

( sin cos cos ) sin ;

r r r

r

J u u
r

u ru u r d

π

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 ϕ = − ρ ϕ− +  


+ − ϕ + ϕ+ ϕ ϕ ϕ


∫

 
(8)  

2

3 11 , ,
0

21 , ,

2

12 , ,
0

22 , ,

sin cos

( sin cos cos )

sinsin cos

( sin cos cos ) cos .

r r r

r

r r r

r

J u u
r

u ru u

r d u u
r

u ru u r d

π

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

π

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

 ϕ = − σ − + ϕ +  
 


+ σ − ϕ+ ϕ+ ϕ ×



 ϕ × ϕ ϕ+ σ − + ϕ +  
 


+ σ − ϕ+ ϕ+ ϕ ϕ ϕ



∫

∫

 

Компоненты напряжений связаны следую-
щими соотношениями: 

 

2 2
11 cos sin sin 2 ;rr rϕϕ ϕσ = σ ϕ+ σ ϕ−σ ϕ  

( )12
1 sin 2 cos 2 ;
2 rr rϕϕ ϕσ = σ −σ ϕ+ σ ϕ     (9) 

2 2
22 cos sin sin 2 .rr rϕϕ ϕσ = σ ϕ+ σ ϕ+ σ ϕ  

 

При вычислении J-интеграла нулевые чле-
ны компонентов перемещений и среднего 
напряжения были приближены частичными 
суммами рядов Фурье. Затем для верхней и 
нижней границ области сходимости метода вы-
числяли J-интегралы и были найдены значения 
для λ0.  

 

Применение J-интеграла к вычислению  
собственных значений для случая 
страгивающейся трещины  
 

При исследовании квазистатического роста 
трещины в упругопластическом материале бу-
дем пользоваться энергетической концепцией 
Г. П. Черепанова [2]. При приращении длины 
трещины на бесконечно малую величину ∆l 
полная энергия γ∆l = ∆Al + ∆Ap. Слагаемое ∆Al 
равно по величине высвобождающейся упругой 
энергии, оно соответствует тому, что в процес-
се увеличения длины трещины на ∆l внешняя 
нагрузка оставалась неизменной. Второе слага-
емое представляет собой необратимую работу 
пластических деформаций, вызванную увели-
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чением пластической области в процессе 
нагружения и не связанную с ростом трещины. 
Оно соответствует тому, что в процессе увели-
чения нагрузки длина трещины остается неиз-
менной. 

Представляет практический интерес изуче-
ние докритического роста трещины в упрочня-
ющемся упругопластическом материале при 
монотонном нагружении с целью выяснения 
зависимости удлинения трещины от приложен-
ной нагрузки. Для этого запишем J-интеграл 
для упругопластической задачи о страгиваю-
щейся линейной трещине. Вследствие инвари-
антности вектора потока следующая величина 
не зависит от того, где проведен контур, отхва-
тывающий вершину трещины: 

 

1 1 10 , , 1 ,
1 ,
2 i x i x ij j i xJ U l u u n n u d

Γ

  = + ρ − σ ς  
  

∫


 (10) 

 

где 
1

, 1 x
u

u i
xi ∂

∂
= ; 



l  − скорость распространения 

трещины; если трещина растет устойчиво, то 
скорость распространения трещины прямо 
пропорциональна скорости увеличения нагруз-
ки Р; х1 – ось, направленная вдоль оси тре- 
щины.  

Интеграл (10) позволяет сформулировать 
условие распространения трещин.  

Сравним потенциальную энергию тела с 
вырезом длиной l и потенциальную энергию 
тела с вырезом (l + dl) и с концом такой же гео-
метрической формы, так что все изменение со-
стоит в удлинении плоской части поверхности 
выреза на dl. Понимаем далее Π  как потенци-
альную энергию слоя единичной толщи- 
ны. При продвижении трещины на величину ∆l 
конфигурация контура у вершины трещины не 
меняется. В результате изменения длины тре-
щины на ∆l изменяется потенциальная энер- 

гия (диссипация) и ПdJ
dl

= − . В этом случае  

J-интеграл представляет собой скорость 
уменьшения энергии при заданном выборе кри-
вой. Для стали 12Х18Н9Т найдены следующие 
значения λ0: в случае плоской деформации 
λ0 = 1,668, в случае плоского напряженного со-
стояния λ0 = 1,762. Эти значения близки к тем, 

которые найдены при вычислении J-интеграла 
при плоской деформации [7, 8]. 

 

Критерий разрушения  
на основе J-интеграла 
 

Свойство инвариантности, а также сингу-
лярность напряжений и деформаций позволяют 
принять J-интеграл в качестве критериальной 
величины для формулировки критерия разру-
шения. Положим, что существуют две трещи-
ны: одна – в компактном образце, предна- 
значенном для испытаний в лабораторных 
условиях, вторая – в крупном элементе реаль-
ной конструкции. В обоих случаях и образец,  
и элемент изготовлены из одного и того же ма-
териала с высокой пластичностью. Тогда рас-
считанные значения J-интеграла в случае их 
равенства некоторому постоянному значе- 
нию JIC говорят о начале роста трещины. В то 
же время при высокой пластичности, прежде 
чем будет достигнуто значение JIC, в компактом 
образце возникнет значительная пластическая 
деформация и уменьшается стеснение дефор-
маций. При этом может случиться, что даже 
после достижения значения JIC будет происхо-
дить устойчивое распространение трещины.  
В хрупком элементе конструкции при достиже-
нии значения JIC еще будет маломасштабная 
текучесть, а за пределами этого значения про-
изойдет неустойчивое разрушение. Так, результа-
ты экспериментальных исследований для различ-
ных материалов показывают, что существу- 
ет предельное значение JIC = (170–190) кДж/м2, 
соответствующее возникновению разрушения  
и не зависящее от конфигурации образца для 
наиболее распространенных легированных ста- 
лей J = JIC. Сформулируем окончательный кри-
терий разрушения следующим образом: трещи-
на начинает распространяться, когда инвари-
антный J-интеграл достигает предельного зна-
чения JIC. 

Для того чтобы воспользоваться данным 
критерием, необходимо располагать значени- 
ем J-интеграла как функцией длины трещины. 
Для этого можно применять численные методы 
расчета. Рассмотрим задачу определения кри-
тического напряжения и критической длины 
трещины, при которых происходит мгновенное 
распространение трещины по всему сечению 
элемента конструкции, что приводит к разру-
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шению тела на части. По Гриффитсу высво-
божденная потенциальная энергия 

 

2
2 ,

2
P l b
E

Π = π                        (11) 
 

где l − длина трещины;  b − толщина пласти- 
ны; E − модуль Юнга; P − номинальное напря-
жение. 

Энергия переходит в работу образования 
новых поверхностей 

 

2 ,cA G l b=                         (12) 
 

где Gc − удельная работа образования новых 
поверхностей на единицу площади поверх- 
ности. 

Самопроизвольное распространение трещи-
ны происходит, когда скорость высвобождения 
потенциальной энергии больше скорости по-
глощения энергии, идущей на образование но-
вых поверхностей. Оно начинается тогда, когда 
процесс становится выгоден для тела, т. е. сум-
марный запас энергии тела начинает умень-

шаться: Если 
d dA
dl dl
Π
<  – разрушения нет, если 

d dA
dl dl
Π
≥  − самопроизвольное распространение 

трещины. 

В критическом состоянии 
2

ГрP l bd
dl E

πΠ
= =  

= c2 .dA G b
dl

=  Отсюда максимальная допустимая 

(критическая) длина трещины lГр при задан- 
ной нагрузке P определяется по формуле 
Гриффитса  

 

c
Гр 2

2 ,G El
P

=
π

                        (13) 
 

где Р − значение приложенной на бесконечно-
сти нагрузки; Gс − модуль сдвига. 

В рамках теории течения с упрочнением, 
следуя формулам, полученным в [8], имеем, что 
скорость диссипации энергии в пластиче- 
ской зоне 

 

22 ( ).
3

d p l F P
dl E
Π π

=                    (14) 
 

С другой стороны, как было сказано выше, 
при изменении длины трещины на ∆l изменя- 
ется потенциальная энергия (диссипация),  

и .dJ dl
Π= −  В этом случае J-интеграл пред-

ставляет собой скорость уменьшения энергии 
при заданном выборе кривой 

 
22 ( ),

3
d p lJ F P
dl E
Π π

= − =               (15)
 

 
где F – некоторая функция, зависящая от 
нагрузки, соотнесенной к пределу текучести;  
E – модуль упругости.  

Выясним зависимость удлинения трещины 
от внешней нагрузки для рассматриваемых за-
конов распределения в рамках теории течения с 
упрочнением. На основании энергетического 
критерия локального разрушения получим вы-
ражение критической длины трещины в виде 

 
1

1
Гр Гр 2

3(1 4 ( )) 1 4 .
2

El l F P l J
P

−
−  = − = − π 

  (16) 
 

Построим график зависимости длины (рис. 2), 
соотнесенной к допустимой длине по Гриффит-
су от приложенной нагрузки, соотнесенной  
к пределу текучести для стали 12Х18Н9Т с мо-
дулем упругости 1,95 ГПа и пределом текуче-
сти 280,00 МПа [9, 10]. 

 

 
                      0,2          0,4            0,6        Р/σТ         1,0 

 
Рис. 2. Зависимость длины трещины l/lГр от величины 

приложенной нагрузки, соотнесенной к пределу текучести: 
1 – значения, полученные в рамках деформационной  

теории; 2 – то же для стали, полученные  
методом асимптотических разложений 
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Кривые, полученные в первом и втором 
случаях, слабо отличаются. Выбор соответ-
ствующих определяющих соотношений несу-
щественно сказывается при расчете критиче-
ской длины трещины. Однако данный вывод 
справедлив с учетом предположения о малости 
пластической области. Значение удлинения, 
соответствующее наибольшей нагрузке, отве-
чает началу нестабильного развития трещины. 
В этом случае квазистатический анализ уже не 
применим, а необходим подход, учитывающий 
динамические процессы, происходящие в эле-
менте конструкции, обусловленные развитием 
трещины с конечной скоростью. 

Актуальность анализа закритического раз-
вития трещины связана с возможным отсут-
ствием катастрофического разрушения кон-
струкции вследствие остановки нестабильно 
растущей трещины за счет различных факто-
ров. И наоборот, критическое напряжение, ко-
торое вызывает самопроизвольное развитие 
трещины, определяется из выражения 

 

Гр
2(1 / ) .

12crP l l
JE
π

= −                (17) 

 

Полученные результаты позволяют сделать 
вывод о необходимости использования теории 
пластичности с угловой точкой в инженерных 
расчетах на прочность конструкций с дефекта-
ми типа трещин. Это приводит к увеличению 
расчетных значений максимальных допусти-
мых нагрузок. Заметим, что чем больше кон-
струкция, тем больше должна быть критическая 
длина трещины, но тем меньше становится ра-
бочее напряжение. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Для оценки работоспособности упруго-

пластического материала использовали энерге-
тический критерий на основе интеграла Чере-
панова – Райса, характеризующий прочность 
материала с трещиной. Найдено аналитическое 
представление J-интеграла для упругопласти-
ческого упрочняющегося материала.  

2. С помощью интегральных энергетиче-
ских инвариантов получен критерий прочности 
для упрочняющихся упругопластических мате-
риалов, описываемых неголономными уравне-
ниями состояния.  

3. Зависимости критического приращения 
длины трещины от значения приложенной 
нагрузки, найденные методом асимптотических 
разложений в рамках теории течения с упроч-
нением, близки с соответствующими зависимо-
стями, полученными в рамках деформационной 
теории. Это справедливо с учетом предположе-
ния о малости пластической области. Значение 
удлинения, соответствующее наибольшей 
нагрузке, отвечает началу нестабильного разви-
тия трещины. 
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