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Синтез стабилизирующего управления мультикоптером  
 
Асп. Гу Пэнхао1), докт. техн. наук, проф. А. А. Лобатый1) 

 
1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь) 
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    Belarusian National Technical University, 2024 

 
Реферат. Статья посвящена задаче аналитического синтеза управления, стабилизирующего положение в простран-
стве беспилотного летательного аппарата (БЛА) мультироторного типа – мультикоптера. Проведен анализ БЛА  
подобного класса, определены особенности, место и отличия различных конструктивных схем среди БЛА. Обоснован 
вид пространственной математической модели, описывающей поступательное и вращательное движение мульти- 
коптера, в качестве которой рассматривается модель четырехвинтового БЛА – квадрокоптера, так как такие БЛА 
являются широко распространенными и обладают основными свойствами, которые присущи таким летательным  
аппаратам. Произведен переход к линейной упрощенной модели движения БЛА путем линеаризации и обоснования 
основных допущений, сделанных при линеаризации математической модели. Задача определения стабилизирующего 
управления сводится к  классической форме аналитического синтеза управления, минимизирующего заданный инте-
гральный функционал качества. Особенностью рассматриваемого функционала качества является обоснование нор-
мировочных коэффициентов, позволяющих привести суммируемые подынтегральные переменные различной физи-
ческой природы к безразмерному виду и учесть реальные ограничения, наложенные технологическими и конструк-
тивными особенностями конкретного БЛА на его маневренные характеристики. В результате аналитического 
решения задачи получены выражения для оптимального управления, представляющего собой изменения во времени 
величин скоростей вращения противоположных винтов квадрокоптера, позволяющие стабилизировать положение 
БЛА в пространстве, компенсируя внешнее нежелательное воздействие на БЛА в виде порывов воздушного потока 
или других факторов. Проведенное компьютерное моделирование подтвердило работоспособность разработанной 
методики. Приведенные графические зависимости изменения во времени переменных, характеризующих управляю-
щее воздействие и перемещение БЛА в пространстве, наглядно показывают вид переходных процессов, позволяют 
оценить маневренные возможности БЛА и сформулировать основные требования к его конструктивным элементам 
на этапе предварительного проектирования. 
 

Ключевые слова: беспилотный летательный аппарат, квадрокоптер, математическая модель, стабилизирующее 
управление, функционал качества  
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Synthesis of Multicopter Stabilizing Control 
 
Gu Penghao1), A. A. Lobaty1) 
 

1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus) 
 

Abstract. The paper is devoted to the problem of analytical synthesis of control that stabilizes the position in space of an un-
manned aerial vehicle (UAV) of a multi-rotor type - a multicopter. An analysis of UAVs of this class has been carried out, 
features, place and differences among UAVs of various design schemes have been determined. The type of spatial mathema- 
tical model describing the translational and rotational motion of a multicopter is substantiated, which is considered to be  
a model of a four-rotor UAV – a quadrocopter, since such UAVs are widespread and have the basic properties that are inhe- 
rent in such aircraft devices. A transition was made to a linear simplified model of UAV movement by linearization and justi-
fication of the main assumptions made during the linearization of the mathematical model. The problem of determining stabi-
lizing control is reduced to the classical form of analytical synthesis of control that minimizes a given integral quality func-
tional. A feature of the considered quality functional is the justification of normalization coefficients, which make it possible 
to reduce the summable integrands of various physical natures to a dimensionless form and take into account the real  
restrictions imposed by the technological and design features of a particular UAV on its maneuvering characteristics.  
As a result of the analytical solution of the problem, expressions for optimal control have been obtained, which are changes  
in time in the rotation speeds of the opposite quadcopter propellers, allowing to stabilize the position of the UAV in space, 
compensating for external undesirable effects on the UAV in the form of gusts of air flow or other factors. The executed com-
puter simulation has confirmed the efficiency of the developed methodology. The given graphical dependences of the change 
in time of variables characterizing the control action and movement of the UAV in space clearly show the type of transient 
processes and allow us to evaluate the maneuver-ring capabilities of the UAV and formulate the basic requirements for its 
structural elements at the preliminary design stage. 
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Введение 
 
Беспилотные летательные аппараты (БЛА) 

широко применяются в различных областях 
человеческой деятельности: от мониторинга 
земной поверхности до обработки растений  
в сельском хозяйстве, доставки грузов и др. 
Внедрение достижений науки и технологий  
в сферах микроэлектроники, информационных 
систем и технологий, в конструкции и системах 
управления БЛА позволило создать летатель-
ные аппараты, которые способны выполнять 
свое основное предназначение без участия че-
ловека не только на борту, но и в процессе 
управления авиационным комплексом. 

В зависимости от принципов создания управ-
ляющей силы, изменяющей траекторию полета, 
и конструктивной схемы построения БЛА под-
разделяются на несколько групп. В широко 
распространенных БЛА самолетной конструк-
тивной схемы основной составляющей управ-
ляющей силы является аэродинамическая сила, 
которая создается путем взаимодействия набе-

гающего потока воздуха и несущей аэродина-
мической поверхности. Среди других кон-
структивных схем можно выделить: БЛА вер-
толетной схемы, конвертопланы, гибридные 
схемы БЛА различного конструктивного ис-
полнения [1]. 

В отдельную большую группу выделяют 
БЛА мультироторного типа, у которых управ-
ляющая сила создается размещенными на борту 
БЛА винтовыми или реактивными двигате- 
лями. Влияние аэродинамической силы в та- 
ких БЛА учитывается только в виде силы со-
противления воздуха. БЛА мультироторного 
типа называются мультикоптерами. Они в за-
висимости от количества двигателей подразде-
ляются на квадрокоптеры (четыре двигателя), 
септокоптеры (шесть двигателей), октокоптеры 
(восемь двигателей) и так далее.  

Решение задач анализа движения БЛА в 
пространстве и синтеза структуры и элементов 
их систем управления в значительной степени 
основывается на использовании математиче-
ских моделей БЛА, которые позволяют без зна-
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чительных материальных затрат решать ряд 
задач, поставленных перед разработчиками  
и исследователями БЛА. Математическое мо-
делирование БЛА самолетного типа практиче-
ски не отличается от моделирования пилотиру-
емых летательных аппаратов. Оно основано на 
известных и апробированных законах аэро- 
динамики и теории систем автоматического 
управления [2]. 

 
Математическое моделирование  
движения мультикоптеров 
 
В основе построения математической моде-

ли полета мультикоптера, как правило, лежит 
математическая модель четырехдвигательного 
БЛА (квадрокоптера), как самой простой. По-
строение математических моделей с большим 
количеством двигателей (винтов) отличается 
проецированием сил и моментов, создаваемых 
двигателями БЛА на оси, связанной с кон-
струкцией БЛА (строительной [3]) трехосевой 
системы координат. Следовательно, вид этих 
математических моделей мультикоптеров мож-
но свести путем математических преобразо- 
ваний к математической модели движения 
квадрокоптера, которая включает в себя шесть 
известных уравнений поступательного и вра-
щательного движения БЛА. Эти уравнения при 
заданных начальных условиях имеют следую-
щий вид [4, 5]: 
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где x, y, z – координаты центра масс квадроко-
птера в инерциальной (стартовой) системе  
координат. Угловое положение БЛА задано  
соответственно углами крена φ, тангажа θ  
и рысканья ψ, которые определяют положение 
связанной с БЛА строительной системы коор-
динат относительно осей инерциальной систе-
мы. Здесь введены обозначения: C = cos(α);  

S = sin(); F =  2 2 2 2
1 2 3 4k       – подъем-

ная сила, создаваемая вращением винтов БЛА;  
ωi – скорость вращения i-го винта; m – мас- 
са БЛА; l, k, b – постоянные коэффициенты, 
характеризующие конструктивные особенно- 
сти БЛА; сd – коэффициент аэродинамической 
силы; ρ – плотность воздуха; v – скорость набе-
гающего потока; S – площадь поверхно- 
сти БЛА, на которую действует набегающий 
поток; jx, jy, jz – моменты инерции враще- 
ния БЛА относительно соответствующих осей 
(элементы тензора инерции) [6].  

При рассмотрении математической модели 
пространственного движения БЛА обязательно 
следует учитывать направление осей приме- 
няемой системы координат (X, Y, Z), так как  
в разных источниках оно может быть различ-
ным. В системе уравнений (1)–(6) считается, 
что БЛА движется в инерциальной (старто- 
вой) связанной с землей системой координат  
с перпендикулярными друг к другу осями Ox, 
Oy, Oz. При этом ось Oz направлена противо-
положно вектору гравитационного ускорения, 
ось Oy составляет с осями Ox и Oz левосторон-
нюю систему координат. С конструкцией БЛА 
связана строительная система координат Oxс, 
Oyс, Ozс, угловое положение которой относи-
тельно инерциальной системы Ox, Oy, Oz опре-
деляется углами φ, θ, ψ [4, 5]. 

 
Аналитический синтез  
управления квадрокоптером 
 

Решение задачи синтеза системы управле-
ния БЛА, как правило, состоит из двух эта- 
пов [7]. На первом этапе определяется закон 
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управления ускорением центра масс БЛА, ко-
торый формирует движение по заданной или 
требуемой траектории и позволяет формулиро-
вать первоначальные требования к структуре 
системы автоматического управления БЛА [8].  
На втором этапе синтеза производится обосно-
вание структуры и параметров автопилота,  
которые зависят от определенного ранее зако- 
на изменения вектора управляющего ускоре- 

ния ( )ua t


 и конструктивного исполнения эле-

ментов конструкции БЛА.  
Задача аналитического (математического) 

синтеза закона управления ( )ua t


 формулирует-

ся в зависимости от постановки и в большин-
стве случаев представляет собой оптимиза- 
ционную задачу Больца [9], формализованную 
в виде соответствующего минимизируемого 
функционала качества, который в общем слу-
чае имеет вид  
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J X t F X U t dt         (7) 

 

где  , ,
T

k k k kX x y z  – вектор, включающий 

минимальные отклонения (промах) БЛА от- 
носительно заданной конечной или проме- 

жуточной [10] k-й точки маршрута; ( )X t   

 ( ), ( ), ( )
T

x t y t z t – n-мерный вектор текущих 

координат центра масс БЛА в заданной системе 

координат; ( ) ( ), ( ), ( )
T

x y zU t u t u t u t     – 

вектор управлений размерности r n . 
Основные ограничения в математической 

постановке задачи минимизации функциона- 
ла (7) представляют собой векторное уравнение 
в форме Коши, описывающее траекторию дви-
жения объекта (БЛА): 

 

( ) ( , ) ( ),X t f X t U t    0 0( ) ,X t X       (8) 

 

где X(t) – вектор состояния системы; U(t) – ис-
комый вектор управлений.  

В нашем случае векторное уравнение (8) 
представляет собой систему уравнений (1)–(6). 

Для задачи траекторного управления БЛА ми-
нимизация функционала (7) представляет собой 
полет БЛА в заданную точку пространства  
с координатами Xk в течение времени tk – t0 при 
минимизации интегральных затрат на управле-
ние. Задачи такого рода широко известны, они 
рассмотрены, в частности, в работах [6, 11]. 
Частный случай задачи Больца представляет 
собой задачу о максимальном быстродействии 
искомого управления (форсированное управле-
ние системой). Такая задача, в частности, реша-
ется в [12]. 

Аналитическое решение задачи определе-
ния оптимального значения управляющего 

вектора ( )U t  для нелинейной многомерной 

системы представляет значительную труд-
ность. Задача существенно упрощается при 
так называемой линейной постановке, при ко-
торой функционал качества (7) представля- 
ется в квадратичной форме Летова – Кал- 
мана [9]: 
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а векторно-матричное уравнение состояния си-
стемы (8) имеет линейную форму 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),X t A t X t B t U t    0 0( ) ,X t X   (10) 
 

где R, S(t), Q(t), A(t), B(t) – матрицы коэффици-
ентов. 

При такой постановке задачи получается 
явный вид выражения для оптимального управ-
ления [13] 

 

1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),TU X t Q t B t P t X t          (11) 
 

где матрица переменных коэффициентов P(t) 
вычисляется путем решения векторного диф-
ференциального уравнения Риккати 
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Сложность практической реализации такого 

решения в поиске оптимального вектора ( )U t  

заключается в необходимости решения двухто-
чечной краевой задачи, которая представляет 
собой необходимость одновременного решения 
уравнений (10) и (12). При этом в системе (10) 
заданы начальные условия X(t0), а в систе- 
ме (12) – конечные условия P(tk). Точное реше-
ние такой задачи получается только для линей-
ных (линеаризованных) систем малой раз- 
мерности. 

 
Построение стабилизирующего  
управления квадрокоптером 
 

На движение БЛА по заданной (синтезиро-
ванной) траектории оказывают влияние раз-
личные нежелательные факторы, приводящие  
к изменению параметров поступательного и 
вращательного движения БЛА. Стабилизация 
положения БЛА в заданной точке пространства 
может быть обеспечена различными способа-
ми. Один из подходов заключается в примене-
нии в системе метода модального управления 
(синтеза модальных регуляторов), который за-
ключается в изменении мод (собственных чи-
сел матрицы объекта), для достижения желае-
мых целей управления. При этом необходимо 
определить матрицу коэффициентов динамиче-
ской обратной связи, обеспечивающей замкну-
той системе требуемое расположение мод [14]. 
При этом желаемый переходный процесс ста-
билизации движения БЛА задается с помощью 
полиномов Баттерворта [13]. Такой подход  
к построению стабилизирующего управления 
квадрокоптером применен, например, в рабо- 
те [4]. Полученное при этом решение зависит 
от задаваемого заранее времени переходного 
процесса, конструктивных характеристик БЛА, 
желаемой динамики процесса стабилизации, 
что в процессе полета БЛА может существенно 
изменяться. 

Достаточно простое аналитическое решение 
задачи синтеза стабилизирующего управления 
квадрокоптером при той же постановке задачи, 
что в [4], может быть получено путем примене-

ния метода аналитического конструирования 
регуляторов [9, 13]. Применим данный метод  
к решению прикладной задачи синтеза стаби-
лизирующего управления квадрокоптером. 
Представим минимизируемый квадратичный 
функционал (9) в интегральной форме Лагран-
жа, т. е. в виде  
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Для объекта управления вида (10) при до-

пущении, что kt   [15], матрицы A, B, S, Q 

не зависят от времени t и оптимальный регуля-
тор, минимизирующий функционал (13), опре-
деляется выражением  

 
1( ) ,TU X Q B PX                   (14) 

 

где P – положительно определенная симмет-
ричная матрица, удовлетворяющая алгебраиче-
скому уравнению Риккати 
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Таким образом, получается достаточно про-
стое решение задачи поиска оптимального 
управления, не требующее решения двухточеч-
ной краевой задачи. 

В качестве примера рассмотрим стабилиза-
цию относительно оси x квадрокоптера, движе-
ние которого описывается уравнениями (1)–(6). 
Под стабилизацией БЛА в заданной точке про-
странства подразумеваем нахождение центра 
масс БЛА в заданных координатах, а линейные 
скорости, ускорения и углы тангажа и крена 
БЛА равны нулю. 

Рассмотрим перемещение БЛА относитель-
но оси Ox. Пренебрегая силой аэродинамиче-
ского сопротивления с учетом малости углов 
наклона БЛА в пространстве (sinθ = θ, cosθ = 1), 
из выражений (1) и (5) получим линеаризо- 
ванную модель движения БЛА, продифферен-
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цировав выражение (1) и обозначив в выра- 

жении (5) θ   : 
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вим в следующем виде:  
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где q1, q2, r – нормировочные коэффициенты 
соответствующей размерности [15], преобра-
зующие функционал (18) к безразмерному ви-
ду. Модель движения БЛА приведем к вектор-
ному дифференциальному уравнению второго 
порядка вида (10) с постоянными коэффици- 
ентами: 

 

,X AX BU    0 0( ) .X t X           (19) 

 

Сравнивая формулы (16)–(18) с общей по-
становкой задачи (10)–(15), имеем следующие 
значения вектора состояния матриц коэффи- 
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 подставив которые в уравне- 

ние (15), определим значения компонент мат-
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 с учетом того, что 12 21.p p  

Решив систему алгебраических уравнений ви- 
да (15), вычислим значения элементов матри- 
цы коэффициентов P для данной постановки 
задачи: 
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Выражение для искомого управления с об-
ратной связью (14) имеет простой вид  

 

 

 12 1 22 2

1
.u p x p x

r
                  (21) 

 

Пусть для режима горизонтального висе- 
ния квадрокоптера угловая скорость вращения 
его винтов ω1 = ω1 = ω2 = ω3 = ω4 = ωн – номи-
нальное значение. Если для управления разво-
ротом БЛА на угол θ необходимо обеспечить: 

1 н ;      3 н ,      то при вычислен-

ном значения u  с учетом того, что в соответ-

ствии с выражением (17) 2 2
3 1 3 1( ) ( )(        

 3 1 н( ) 4 ,       получим закон изменения 

приращения скорости вращения винтов квад- 
рокоптера Δω, необходимого для стабили- 
зации квадрокоптера относительно оси Ox.  

С учетом принятых обозначений для x1, x2, u  
получим 

 

.yu Fj

lkm



                         (22) 

 

На рис. 1 представлены результаты матема-
тического моделирования процесса стабилиза-
ции положения БЛА относительно оси Ox, вы-
полненного в среде Mathcad.  

В данном примере предполагается, что в ре-
зультате внешнего воздействия (например, по-
рыв ветра) квадрокоптер получил ускорение  
ax = ak = 2 м/с2. Система автоматического 
управления БЛА (автопилот) изменяет скоро-
сти вращения винтов ω1 = ω1k и ω3 = ω3k таким 
образом, чтобы в течение времени переходного 
процесса обеспечить ax = ak = 0. При этом, как 
видно из приведенных графиков, соответствен-
но изменяется скорость вращения БЛА Ω = Ωk. 
При моделировании задавались следующие 
значения параметров и коэффициентов: ωн =  
= 340 рад/с, m = 0,7 кг, l = 0,3 м, k = 1,49·10–5,  
jy = 0,011 кг·м2. 
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Рис. 1. Результаты моделирования стабилизирующего управления 

 

Fig. 1. Results of stabilizing control simulation 
 

 
ВЫВОД 
 

При разработке беспилотных летательных 
аппаратов мультироторного типа возникает за-
дача синтеза автоматического стабилизирую-
щего управления пространственным положени-
ем БЛА. Данная задача может быть решена пу-
тем применения различных методов. При этом 
наличие математической модели движения 
БЛА позволяет аналитически, применяя клас-
сические методы оптимизации, определить за-
кон стабилизирующего управления на этапе 
предварительного проектирования системы 
управления БЛА и обосновать основные требо-
вания к конструктивным элементам БЛА. При-
веденный пример наглядно демонстрирует ра-
ботоспособность данного подхода.  
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Исследование влияния схемы и режимов прессования  
стальной и чугунной стружки  
на энергосиловые параметры процесса брикетирования 
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Реферат. В работе приведены результаты экспериментального исследования процесса горячего брикетирования мел-
кофракционных отходов черных металлов в пресс-форме с подвижной матрицей. Установлено, что для достижения 
требуемого значения плотности готовых брикетов 90–95 % (один из основных критериев качества современного ме-
таллургического производства) в температурном диапазоне нагрева шихты 700–850 °С давление прессования дости-
гает значений 470–500 МПа. Применение пресс-форм с подвижной матрицей обеспечивает снижение давления и уси-
лия прессования пластичных низко- и среднеуглеродистых сталей до 45 %, высокоуглеродистых малопластичных  
и труднодеформируемых – до 35 %, чугунов – до 25 %. Удельная работа деформации (энергетические затраты)  
при нагреве отходов черных металлов до температур неполной горячей деформации снижается в 2,3–2,5 раза.  
По сравнению с брикетированием в неподвижной матрице при тех же температурах удельная работа деформации 
снижается на 15–20 %. Процесс деформационного уплотнения дискретного пористого тела протекает при минималь-
ном воздействии сил бокового контактного трения, так как фронт уплотнения (уплотненный слой стружки) переме-
щается совместно с матрицей в одном и том же направлении при минимальном относительном сдвиге поверхностей 
трения. Характер деформационного уплотнения и уровень сопротивления деформированию зависят от исходного 
состояния материала: чем выше пластичность металла, тем интенсивнее увеличивается плотность прессовки;  
чем больше начальная плотность и предел текучести, тем большее давление прессования необходимо приложить  
для достижения одного и того же значения плотности. Мелкофракционные добавки металлического или неметалли-
ческого происхождения заполняют пустоты между более крупными фракциями стружки и таким образом повышают 
начальную плотность прессовки и градиент роста давления по мере увеличения плотности. 
 

Ключевые слова: прессование, горячее брикетирование, пресс-форма, подвижная матрица, отходы, черные металлы, 
трение, температура, давление, усилие, работа деформации 
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Abstract. The paper presents the results of an experimental study of the process of hot briquetting of fine-grained ferrous 
metal waste in a mold with a movable matrix. It has been established that in order to achieve the required density of finished  
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briquettes of 90–95 % (one of the main quality criteria for modern metallurgical production), in the temperature range of hea-
ting the charge of 700–850 °C, the pressing pressure reaches values of 470–500 MPa. The use of molds with a movable matrix 
ensures reduction in pressure and pressing force of ductile low- and medium-carbon steels up to 45 %, high-carbon, low duc-
tility and difficult to deform - up to 35 %, cast iron – up to 25 %. The specific work of deformation (energy costs) when hea-
ting waste ferrous metals to temperatures of incomplete hot deformation is reduced by 2.3–2.5 times. Compared to briquetting 
in a fixed matrix at the same temperatures, the specific work of deformation is reduced by 15–20 %. The process of defor-
mation compaction of a discrete porous body occurs with minimal impact of lateral contact friction forces, since the compac-
tion front (compacted chip layer) moves together with the matrix in the same direction with minimal relative displacement  
of the friction surfaces. The nature of deformation compaction and the level of resistance to deformation depend on the initial 
state of the material: the higher the plasticity of the metal, the more intense the compaction density increases; the higher  
the initial density and yield strength, the greater the pressing pressure must be applied to achieve the same density value. Fine 
additives of metallic or non-metallic origin fill the voids between larger fractions of chips and thus increase the initial com-
paction density and the pressure gradient as density increases. 
 

Keywords: pressing, hot briquetting, mold, movable matrix, waste, ferrous metals, friction, temperature, pressure, force, work 
of deformation 
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Введение 
 

Определение энергозатрат и усилия прессо-
вания стружки черных металлов является од-
ним из ключевых вопросов, возникающих при 
выборе технологии и оборудования для осу-
ществления процесса брикетирования. Как бы-
ло показано в работах [1, 2], наиболее опти-
мальным является применение пресс-форм с 
подвижной матрицей, обеспечивающей сниже-
ние энергосиловых параметров, износа ин-
струмента и повышение качества брикетов. 
Известные исследования процесса брикетиро-
вания стальной и чугунной стружки [3–10] 
проведены в пресс-формах с неподвижной 
матрицей, недостатком которых являются 
большие величины сил бокового контактного 
трения, которые приводят к повышению энер-
госиловых параметров и износу рабочих дета-
лей пресс-формы. 

Цель настоящего исследования состоит в 
определении влияния схемы и режимов прес-
сования стружки на энергосиловые параметры 
процесса брикетирования, оптимизации режи-
мов брикетирования, создание пресс-формы, 
обеспечивающей снижение износа ее рабочих 
деталей. 

 
Сравнительный анализ  
и выбор схемы нагружения 
 

На рис. 1 показаны схемы нагружения 
прессовки 3 в пресс-формах с неподвижной  

и подвижной матрицей 2. Погонная нагрузка, 
действующая со стороны неподвижной матри-
цы на прессовку, направлена вверх, т. е. пре-
пятствует процессу прессования (рис. 1а), а со 
стороны подвижной матрицы – вниз, т. е. спо-
собствует процессу прессования (рис. 1b).  
И в том, и в другом случае сила бокового кон-
тактного трения Fтр направлена вверх. Таким 
образом, прессующий пуансон пресс-формы 
преодолевает силу сопротивления деформиро-
ванию со стороны прессовки и силу бокового 
контактного трения. 

Брикетирование стружки отличается боль-
шим ходом подвижных частей пресса и пресс-
формы. Объем столба стружки уменьшается  
в 5–8 раз, в связи с этим снижение величины  
и работы сил трения является чрезвычайно 
важным направлением совершенствования 
данной технологии. Фронт уплотнения струж-
ки распространяется от подвижного пуансона  
к неподвижному по закону волны сжатия.  
В пресс-форме с неподвижной матрицей уплот-
ненный слой стружки перемещается вместе  
с прессующим пуансоном при максимально 
возможном сдвиге контактирующих с матри-
цей поверхностей и соответственно макси-
мальной силой трения. Частицы металла про-
никают в зазор между матрицей 2 и пуансо- 
ном 1, что приводит к затуплению кромок  
пуансона и образованию клиновидного тяну-
щего заусенца на прессовке. 
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                                                                    a                                                 b 

 
 

Рис. 1. Схемы прессования стружки черных металлов в пресс-форме:  
а – с неподвижной матрицей; b – с подвижной матрицей 

 

Fig. 1. Schemes for pressing ferrous metal chips in mold: 
a – a fixed matrix; b – with a movable matrix 

 
Увеличение заусенца в конечном итоге при-

водит к заклиниванию пресс-формы, вплоть  
до отрыва пуансона от штока пресса по их 
резьбовому соединению. В пресс-форме с по-
движной матрицей уплотненный слой переме-
щается вместе с матрицей при минимальном 
относительном сдвиге поверхностей контакт-
ного трения и минимальном значении сил тре-
ния. Энергосиловые параметры процесса бри-
кетирования и износ деталей пресс-формы све-
дены к минимуму. 

 

Оборудование и инструмент  
для проведения экспериментального  
исследования 
 

Опытная установка для исследования про-
цесса горячего брикетирования была создана 
на базе гидравлического пресса Д2434В усили-
ем 2500 кН. Пресс оборудован электрокон-
тактным манометром (ЭКМ-ДМ2005фСг1Ex) 
для измерения давления масла в главном гид-
роцилиндре и остановки пресса по достижении 
заданного давления, механической линейкой 
со стрелкой на ползуне для измерения хода пол-
зуна, а также нижним гидравлическим выталки-
вателем усилием 600 кН. 

Нагрев образцов стружки и других отходов 
металлообработки осуществляли в камер- 
ной муфельной печи СНОЛ-1,6.2,5.1/11-И2М 
(до 1100 °С, керамика, 4 л) в стальных мерных 
стаканах, обеспечивающих засыпку горячей 
шихты в пресс-форму с заданной температу- 
рой и в требуемом объеме. В процессе нагрева 
в ограниченном пространстве камеры печи со-
здавалась защитная углеводородная атмосфера 
в результате термической возгонки масляной 
компоненты СОЖ. 

Практически для всех материалов, выбран-
ных для проведения экспериментального ис-
следования, температурный интервал нагрева 
составлял 700–850 °С. Нагрев осуществляли до 
полного удаления из шихты жидкой фазы.  
В результате адсорбции пироуглерода на по-
верхности частиц толщина покрытия состав- 
ляла 0,5–0,7 мм. Углеродное покрытие поми- 
мо защитных функций выполняло роль смазки 
в процессе горячего прессования. Требуемую 
величину давления прессования и конеч- 
ную плотность брикета определяли по резуль-
татам механических испытаний брикетов на 
прочность. 

Заусенец

Fтр 

Fтр 
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Пресс-форма для проведения испытаний 
устанавливалась на столе пресса с привязкой 
нижнего опорного пуансона к гидравлическому 
выталкивателю. Внешний вид пресс-формы по-
казан на рис. 2, чертеж пресс-формы – на рис. 3.  

 

 
 
Рис. 2. Внешний вид пресс-формы горячего 
брикетирования с подвижной матрицей 

 

Fig. 2. Appearance of a hot briquetting mold  
with a movable matrix 

 
 

 
 
                                                                     b                                                                               c 

                      
 
Рис. 3. Пресс-форма горячего брикетирования: а – в исходном положении; b – в момент окончания процесса брикетирования;  

c – в момент выталкивания брикета из матрицы 
 

Fig. 3. Hot briquetting mold: a – in the initial position; b – at the end of the briquetting process;  
c – at the moment when the briquette is ejected from the matrix 

а 
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Пресс-форма (рис. 3а) состоит из верхней 
подвижной 1 и нижней опорной 2 плит с двумя 
направляющими колонками 3, пропущенными 
в направляющие втулки 4. На втулках 4 и 
стойках 5 установлен стол 6. В центре по оси 
симметрии плит 1, 2 и стола установлен пнев-
моцилиндр 7 с поршнем 8. В поршень запрес-
сована матрица 9. В отверстие матрицы  вхо-
дит выталкивающий пуансон 10, опирающийся 
своим фланцем на цилиндрическую опору 11, 
при этом хвостовик пуансона 10 связан резьбо-
вым соединением с гидравлическим выталки-
вателем 12. 

Подпоршневая полость пневмоцилиндра 
сообщена с пневмосистемой компрессорной 
установки посредством штуцера 13. Для сброса 
давления воздуха при наладочных работах и 
необходимости очистки пресс-формы от про-
сыпаний металлического порошка служит де-
компрессионный клапан 14. 

К верхней плите 1 прикреплен прессующий 
пуансон 16, диаметр которого немногим мень-
ше диаметра поршня, но значительно больше 
диаметра отверстия матрицы.  

Пресс-форма работает следующим образом. 
При сообщении подпоршневой полости пнев-
моцилиндра с пневмосистемой компрессорной 
установки поршень 8, а вместе с ним и матри- 
ца 9, поднимаются вверх до упора под давлени-
ем 0,4–0,6 МПа (рис. 3a). Металлическая струж-
ка 17, нагретая до температуры 700–850 °С,  
загружается в открытую полость матрицы 9,  
заполняя ее в полном объеме. При рабочем ходе 
ползуна пресса пуансон 16 совершает мягкую 
стыковку с опирающимся на пневмоопору порш- 
нем. Под давлением пуансона 16 (470–500 МПа) 
формующая полость матрицы уменьшается в 
объеме, происходит процесс прессования струж- 
ки 17 (рис. 3b). Схема нагружения соответствует 
схеме одностороннего прессования – прессовка 
находится в состоянии всестороннего неравно-
мерного сжатия. 

По окончании процесса прессования (рис. 3b) 
ползун пресса вместе с верхней плитой 1 и пу-
ансоном 16 отводится в исходное верхнее по-
ложение. Одновременно брикет 17 выталки- 
вается из матрицы пуансоном 10 (рис. 3c).  
Для снижения усилия выталкивания боковая 
поверхность матрицы 9 выполнена с уклоном 3°. 

Поршень 8 поднимается в исходное поло-
жение фланцем пуансона 10 и давлением сжа-
того воздуха. При опускании пуансона 10 в 
исходное положение поршень 8 удерживается 
в верхнем положении давлением сжатого воз-
духа (рис. 3а). Таким образом рабочий цикл 
работы пресса и пресс-формы завершается.  

Характерной особенностью работы пресс-
формы, в отличие от известных аналогов [3], 
является совместное перемещение пуансона 16 
и матрицы с одной и той же скоростью вплоть 
до получения плотного брикета 17. Пуансон 16 
запирает формующую полость матрицы 9, но 
не входит в нее, поэтому исключается износ 
кромок пуансона 16 с образованием клиновид-
ного заусенца на прессовке.  

Минимизируется износ матрицы, которая 
перемещается в том же направлении, что и 
прессуемый металл, совместное перемещение 
происходит при минимальном относительном 
сдвиге трущихся поверхностей. Неподвижный 
опорный пуансон 10 также находится в благо-
приятных условиях нагружения под воздей-
ствием сил нормального давления и незна- 
чительном воздействии сил бокового трения. 
Зазор между ним и стенками матрицы 9 выби-
рается минимальным, достаточным для вытал-
кивания готового брикета 17. Проникание мел-
ких металлических частиц в зазор между стен-
ками матрицы 9 и пуансона 10 завершается 
просыпанием порошка в подпоршневую по-
лость пневмоцилиндра 7. Периодическая чист-
ка пресс-формы производится автоматически 
при открытии декомпрессионного клапана 14. 
Порошок выдувается из подпоршневой поло-
сти сжатым воздухом. 

Ход прессующего пуансона и матрицы 
устанавливается в зависимости от требуемой 
степени сжатия прессовки. Благодаря приме-
нению пневмосистемы он не ограничивается 
конструктивными особенностями пресс-формы 
и не зависит от термомеханической усталости 
упругого элемента. Применение пневмоцилин-
дра с требуемым для получения плотного бри-
кета ходом подвижных частей и использование 
в качестве упругого элемента сжатого воздуха, 
выдавливаемого в пневмосистему, обеспечи-
вают высокую эксплуатационную стойкость 
пресс-формы. 
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Пресс-форма оборудована системами внут-
реннего и внешнего охлаждения. В процессе 
прессования матрица заперта прессовкой и 
верхним пуансоном, поэтому сжатый воздух не 
имеет возможности выхода из подпоршневой 
полости. Однако при обратном холостом ходе 
пуансона при выталкивании брикета холодный 
воздух устремляется в зазор между опорным 
пуансоном и боковой стенкой матрицы, проду-
вая и охлаждая формующую полость изнутри. 
Нагретый воздух (~70 °С) выходит в атмосферу. 

Внешнее охлаждение обеспечивается водя-
ной рубашкой в корпусе пневмоцилиндра 7. 
Вода циркулирует в системе посредством 
впускного и выпускного штуцеров 15.  

 
Результаты  
экспериментального исследования 
 
На рис. 4–9 представлены эксперименталь-

ные диаграммы прессования, полученные ме-
тодом поэтапного деформирования исследуе-
мых материалов в пресс-форме с подвижной 

матрицей. Диаграммы представляют собой за-
висимости усилия деформирования P от рабо-
чего хода прессующего пуансона (путь дефор-
мирования) ∆h. Исходные данные для прове-
дения экспериментального исследования: 
диаметр отверстия матрицы (брикета) 60 мм; 
высота засыпки в пресс-форму 150 мм; плот-
ность брикета – не менее 90 % плотности ком-
пактного материала того же химсостава при 
отсутствии СОЖ. Технические условия и ре-
жимы брикетирования приведены в табл. 1, где 
ρ0 – плотность засыпки материала в пресс-
форму; T – температура нагрева; pmax – мак- 
симальное давление прессования, при котором 
достигается заданная плотность брикета ρбр; 
m – масса брикета;  A – работа деформации;  
W – удельная работа деформации (W = A/m). 
Давление прессования определяется как отно-
шение усилия к площади отверстия формую-
щей полости матрицы, работа деформации – 
как площадь силовой эпюры прессования. 
Удельная работа деформации равна работе, 
отнесенной к единице массы брикета. 

 
Таблица 1 

Режимы брикетирования и техническая характеристика металлургических брикетов 
 

Briquetting modes and technical characteristics of metallurgical briquettes 
 

Материал (стружка) 
ρ0,  
кг/м3 

Т, ºС 
pmax, 
МПа 

Размеры брикета, мм ρбр, 
кг/м3 

m, 
кг 

W, 
кДж/кг d h 

 Стружка стали 45 (–20 мм) 900 700 470 60 19,3 7000 0,382 157 

 Стружка стали 45 (–20 мм) 900 20 650 60 24,6 5500 0,382 392,5 

 Стружка стали ШХ15СГ (–20 мм) 900 750 480 60 19,3 7000 0,382 199 

 Чугунная стружка СЧ25 (–10 мм) 1300 800 470 60 30 6500 0,551 172 

 Чугунная стружка СЧ25 (–10 мм) 1300 20 636 60 40 4800 0,551 396 

 Отсев ферромарганца ФМн78 (–10 мм) 2945 850 500 60 70 6300 1,25 71 
 

  
 

Рис. 4. Диаграмма горячего прессования 
стружки стали 45 

 

Fig. 4. Hot pressing diagram of steel chips 45 

 

Рис. 5. Диаграмма горячего прессования  
стружки стали ШХ15СГ 

 

Fig. 5. Hot pressing diagram of steel chips ШХ15СГ [ShKh15SG] 

1356 кН 1328 кН 

Р, кН Р, кН 
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Рис. 6. Диаграмма горячего прессования  
чугунной стружки СЧ25 

 

Fig. 6. Hot pressing diagram of cast iron shavings СЧ25 [SCh25] 

 

 

Рис. 7. Диаграмма горячего прессования отсева  
ферромарганца ФМн78 

 

Fig. 7. Hot pressing diagram of ferromanganese ФМн78 [FMn78] 
screening 

 

  
 

Рис. 8. Диаграмма холодного прессования  
стружки стали 45 

 

Fig. 8. Cold pressing diagram of  steel chips 45 

 

Рис. 9. Диаграмма холодного прессования  
чугунной стружки СЧ25 

 

Fig. 9. Cold pressing diagram of  cast iron chips СЧ25 [SCh25] 

 
Анализ диаграмм показывает, что на перво-

начальном этапе нагружения наблюдается рост 
усилия прессования за счет структурного 
уплотнения материала и его упругого сжатия. 
Далее происходят фрагментация хрупких ча-
стиц и заполнение пустот, что сопровождается 
некоторым снижением градиента роста усилия 
на непродолжительном отрезке рабочего хода 
прессующего пуансона. После этого наступает 

этап пластической деформации тела, сопро-
вождаемый резким ростом усилия деформиро-
вания. Для материалов с небольшой плотно-
стью засыпки в пресс-форму путь деформиро-
вания увеличивается, процесс прессования 
становится более продолжительным. С повы-
шением прочностных характеристик материала 
и снижением пластических при совершении 
одной и той же работы деформации (равенство 

1415 кН 
1328 кН 

Р, кН Р, кН 

2200 кН 
1840 кН 

Р, кН Р, кН 

857 кН 
1088 кН 
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площадей силовых эпюр прессования и всех 
прочих условий деформации) путь деформиро-
вания уменьшается, а величина усилия по 
окончании процесса возрастает. Для стружки 
черных металлов при горячей деформации по 
сравнению с холодной удельная работа снижа-
ется в 2,3–2,5 раза (рис. 8, 9). 

Кривые уплотнения, производные от диа-
грамм прессования, приведены на рис. 10.  

 

 
 

Рис. 10. Кривые уплотнения исследуемых материалов 
 

Fig. 10. Compaction curves of the studied materials 

 
Из графиков видно, что характер деформа-

ционного уплотнения и уровень сопротивления 
деформированию зависят от исходного состоя-
ния материала: чем выше пластичность метал-
ла (сталь 45), тем интенсивнее увеличивается 
плотность прессовки; чем больше начальная 
плотность и предел текучести (сталь 
ШХ15СГ, чугун СЧ25, ферромарганец 
ФМн78), тем большее давление прессо-
вания необходимо приложить для до-
стижения одного и того же значения 
плотности. Мелкофракционные добав- 
ки металлического или неметаллическо-
го происхождения заполняют пустоты 
между более крупными фракциями 
стружки и таким образом повышают 
начальную плотность прессовки и гра-
диент роста давления по мере увеличе-
ния плотности. Для достижения требуе-
мого значения плотности готовых бри-
кетов 90–95 % из стружки черных метал- 
лов (один из основных критериев качества со-
временного металлургического производства) 
в температурном диапазоне нагрева шихты 

700–850 °С давление прессования достигает 
значений 470–500 МПа. 

У стружки пластичных сталей на опреде-
ленном этапе увеличение плотности происхо-
дит без существенного повышения давления 
прессования. Появление на расчетных диа-
граммах площадки текучести математически 
объясняется самой структурой уравнения 
(условия) пластичности [1], в состав которого 
входит показатель пластичности ε (относи-
тельное сжатие), причем чем больше этот по-
казатель, тем более выраженной и протяжен-
ной становится площадка текучести. Так, диа-
грамма прессования стружки пластичной 
среднеуглеродистой стали 45 обладает ярко 
выраженной площадкой текучести в отличие 
от стружки малопластичных стали ШХ15СГ, 
чугуна СЧ25 и ферромарганца ФМн78. 

Сравнительный анализ эксперименталь- 
ных диаграмм прессования стружки в пресс-
формах с подвижной и неподвижной матри- 
цей (рис. 11, 12) наглядно демонстрирует пре-
имущества применения подвижной матрицы. 
Снижение давления и усилия деформирования 
стружки пластичных низко- и среднеуглероди-
стых сталей доходит до 45 %; высокоуглероди-
стых малопластичных и труднодеформируе-
мых – до 35 %; чугунной стружки – до 25 %. 
По сравнению с брикетированием в неподвиж-
ной матрице [3, 4] удельная работа деформа-
ции снижается на 15–20 %. 

 

Рис. 11. Кривые уплотнения стружки стали 45  
в подвижной и неподвижной матрицах 

 

Fig. 11. Chip compaction curves of  steel 45  
              in movable and fixed matrices 
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Рис. 12. Кривые уплотнения чугунной стружки СЧ25  
в подвижной и неподвижной матрицах 

 

Fig. 12. Compaction curves of cast iron chips СЧ25 [SCh25] 
 in movable and fixed matrices 

 
Сравнительный анализ расчетных  
и экспериментальных данных 
 

На рис. 13, 14 представлены эксперимен-
тальные и расчетные зависимости плотности 
прессовки от давления прессования для сталь-
ной и чугунной стружки.  

 
 

Рис. 13. Экспериментальные и расчетные зависимости 
плотности прессовки от давления  
прессования стружки стали 45 

 

Fig. 13. Experimental and calculated dependences  
of compaction density on compaction  

pressure of steel chips 45 
 
Основой для построения графиков расчет-

ным путем являются уравнения физико-мате-
матической модели [1]. Из графиков видно, что 
погрешность расчетов не превышает 12 %.  

Таким образом доказано, что уравнения 
разработанной физико-математической модели 
процесса деформационного уплотнения дис-
кретных металлических материалов, применя-
емые совместно с экспериментально-анали- 

тическим методом определения структурно-
реологических характеристик материалов, поз-
воляют достигнуть высокой сходимости рас-
четных и экспериментальных данных. Универ-
сальность модели заключается в том, что эти 
же уравнения и характеристики для тех же ма-
териалов при всех прочих равных условиях 
можно использовать при расчетах процессов 
брикетирования в пресс-формах других разме-
ров и другой геометрической формы. 

 
 

Рис. 14. Экспериментальные и расчетные зависимости 
плотности прессовки от давления прессования 

чугунной стружки СЧ25 
 

Fig. 14. Experimental and calculated dependences  
of compaction density on compaction pressure  

of cast iron chips СЧ25 [SCh25] 
 
ВЫВОДЫ 
 

1. В результате проведенного эксперимен-
тального исследования процесса горячего брике-
тирования стальной и чугунной стружки в пресс-
форме с подвижной матрицей установлено, что 
для достижения требуемого значения плотности 
готовых брикетов 90–95 % (один из основных 
критериев качества современного металлургиче-
ского производства) в температурном диапазоне 
нагрева шихты 700–850 °С давление прессования 
достигает значений 470–500 МПа. 

2. Характер деформационного уплотнения и 
уровень сопротивления деформированию зави-
сят от исходного состояния материала: чем 
выше пластичность металла, тем интенсив- 
нее увеличивается плотность прессовки; чем 
больше начальная плотность и предел текуче-
сти, тем большее давление прессования необ-
ходимо приложить для достижения одного  
и того же значения плотности. Мелкофракци-
онные добавки металлического или неметал-
лического происхождения заполняют пустоты 
между более крупными фракциями стружки  
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и таким образом повышают начальную плот-
ность прессовки и градиент роста давления по 
мере увеличения плотности.  

3. У стружки пластичных сталей на опреде-
ленном этапе увеличение плотности происхо-
дит без существенного повышения давления 
прессования. Появление на расчетных диа-
граммах площадки текучести математически 
объясняется самой структурой уравнения 
(условия) пластичности, в состав которого 
входит показатель пластичности ε (относитель- 
ное сжатие), причем чем больше этот показа-
тель, тем более выраженной и протяженной 
становится площадка текучести. 

4. Применение пресс-форм с подвижной 
матрицей в процессах брикетирования дис-
кретных отходов металлообработки обеспечи-
вает снижение давления и усилия прессования 
пластичных низко- и среднеуглеродистых ста-
лей до 45 %; высокоуглеродистых малопла-
стичных и труднодеформируемых – до 35; чу-
гунов – до 25 %. Удельная работа дефор- 
мации (энергетические затраты) при нагреве 
отходов черных металлов до температур не-
полной горячей деформации 700 – 850 °С сни-
жается в 2,3–2,5 раза. По сравнению с бри- 
кетированием в неподвижной матрице при  
одних и тех же условиях удельная работа де-
формации снижается на 15–20 %. 

5. Сравнительный анализ расчетных и экс-
периментальных данных показал, что погреш-
ность расчетов не превышает 12 %. Таким об-
разом доказано, что уравнения разработанной 
физико-математической модели процесса де-
формационного уплотнения дискретных метал- 
лических материалов, применяемые совместно 
с экспериментально-аналитическим методом 
определения структурно-реологических харак-
теристик материалов, позволяют достигнуть 
высокой сходимости расчетных и эксперимен-
тальных данных. 
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Реферат. В зависимости от класса в инженерной практике различают решаемые задачи: статические / динамические, 
плоские / пространственные, контактные / с частичным или краевым опиранием и др. Давление рельса на шпалу, 
колонны на фундамент, плит перекрытия на стены, фундамента на грунтовое основание – все это типичные примеры 
практических задач, приводящие к необходимости решения краевых задач – математически и контактных – физиче-
ски. Из математических постановок контактных задач конструкций, лежащих на упругом основании, известно, что 
основу их решения составляет поиск закона распределения реактивных давлений на контакте конструкции с основа-
нием, который сложным образом зависит от жесткости конструкции, упругих характеристик основания, внешней 
нагрузки, характера закрепления конструкции. При решении многих краевых и начально-краевых задачах строитель-
ной механики и теории упругости, таких как решение классического однородного уравнения методом собственных 
функций, при некоторых граничных условиях, вытекающих из рода закрепления балки на концах, важную, порой 
определяющую, роль играют фундаментальные функции оператора xIV, которые получили свою базовую трактовку 
академиком А. Н. Крыловым. Однако вычисления по этим формулам весьма затруднительны из-за математических 
ограничений и громоздкости выражений. В связи с этим в предлагаемой работе использованы собственные функции диф-
ференциального уравнения изгибных колебаний статически неопределимых однопролетных балок для построения функ-
ции Грина в виде бесконечного ряда по этим собственным функциям. Построены точные выражения для определения про-
гибов балок от сосредоточенной силы. Полученные выражения представлены через элементарные функции, носят общий 
характер и дают возможность решать разнообразные задачи статики, динамики и устойчивости рассматриваемых балок. 
Авторами получены численные результаты для изгибающих моментов и прогибов защемленной балки и балки с защем-
ленной и шарнирной опорами с использованием компьютерного пакета MATHEMATICA. 
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Abstract. Depending on the class in engineering practice, the problems to be solved are distinguished: static/dynamic, 
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on walls, a foundation on a soil foundation – all these are typical examples of practical problems that lead to the need to solve 
boundary value problems – mathematically and contact problems – physically. From the mathematical formulations of contact 
problems of structures lying on an elastic foundation, it is known that the basis for their solution is the search for the law  
of distribution of reactive pressures at the contact of the structure with the foundation, which depends in a complex way on the 
rigidity of the structure, the elastic characteristics of the foundation, external load, and the nature of the structure’s fastening. 
When solving many boundary-value and initial-boundary-value problems of structural mechanics and the theory of elasticity, 
such as solving a classical homogeneous equation by the method of eigenfunctions, under certain boundary conditions arising 
from the type of fastening of the beam at the ends, an important, sometimes decisive, role is played by the fundamental func-
tions of the operator xIV, which received their basic interpretation by Academician A. N. Krylov. However, calculations using 
these formulas are very difficult due to mathematical limitations and the cumbersomeness of the expressions. In the proposed 
work, eigenfunctions of the differential equation of bending vibrations of statically indeterminate single-span beams are used 
to construct the Green's function in the form of an infinite series for these eigenfunctions. Exact expressions have been  
constructed to determine the deflections of beams due to concentrated force. The resulting expressions are presented through 
elementary functions, are of a general nature and make it possible to solve various problems of statics, dynamics and stability 
of the beams under consideration. The authors obtained numerical results for bending moments and deflections of a clamped 
beam and a beam with clamped and hinged supports using the MATHEMATICA computer package. 
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Введение 
 

Из истории вопроса о применении функ-
ций Грина в инженерных расчетах. В инже-
нерной практике в зависимости от класса [1] 
различают решаемые задачи: статические / ди- 
намические; плоские / пространственные; кон-
тактные / с частичным или краевым опиранием 
и др. Давление рельса на шпалу, колонны на 
фундамент, плит перекрытия на стены, фунда-
мента на грунтовое основание – вот типичные 
примеры практических задач, приводящие к 
необходимости решения краевых задач – мате-
матически и контактных – физически.  

Так, основу решения контактных задач кон-
струкций, лежащих на упругом основании, со-
ставляет поиск закона распределения реактив-
ных давлений на контакте конструкции с осно-
ванием, который сложным образом зависит от 
жесткости конструкции, упругих характеристик 
основания, внешней нагрузки, характера за-
крепления конструкции. В монографии [2], рас-
сматривая плоские контактные задачи (плоская 
деформация) методом Ритца, автор использует 
представление функции Грина упругого осно-
вания в виде разложения [3] 
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где первое слагаемое в скобках представляет 
решение Фламана [4] для упругой однородной 
изотропной полуплоскости. 

При решении пространственных контакт-
ных задач для функции Грина  [2] используется 
представление  
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где первое слагаемое в скобках представляет 
решение Буссинеска [4] для упругого однород-
ного изотропного полупространства. 

Необходимо отметить, что выражения (1)  
и (2) представляют функции Грина при реше-
ния неоднородных краевых задач [2] методом 
собственных функций в виде суммы сингу- 
лярного слагаемого через спектральное соот-
ношение способа ортогональных полиномов [5] 
и некоторой непрерывной гладкой функции. 

В работе [6] используется другой подход 
решения краевой задачи – метод специальных 
аппроксимаций для вычисления несобственно-
го интеграла перемещения границ поверхности 
упругого основания  

 
2

2 20
0

0 0

(1 ν )
( , ) ( ) ( ) ,

π

P
W x y L u J u x y du

E


    (3) 

 

где ( )L u – функция, характеризующая данный 
тип модели упругого основания; 0 ( )J z – функ-
ция Бесселя первого рода [13, Грандштейн]. 

При реализации метода специальной аппрок-
симации подынтегральная функция ( )L u  в вы-
ражении (3) представляется в виде суммы слага-
емых, первое из которых выделяет необходимую 
особенность в функции перемещений после взя-
тия несобственного интеграла (3). Подробно про-
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цесс реализации метода специальной аппрок- 
симации в монографии [6] автором рассмат- 
ривался на примере упругого слоя, жестко 
сцепленного с недеформируемым основанием.  
Для других моделей упругого основания ввиду 
однотипности эти выкладки опущены. 

Приведенные в работе [6] выражения для 
перемещений поверхности упругого основания 
иначе называют функцией Грина для рассмат-
риваемого основания, если принять величину 
силы, равной единице. В монографии Г. Я. По-
пова [7] эти функции называются ядрами ли-
нейно деформируемого основания. 

При решении многих краевых и начально-
краевых задачах строительной механики и тео-
рии упругости, таких как решение классическо-
го однородного уравнения методом собствен-
ных функций 

IV 0,x x                             (4)
  

при некоторых граничных условиях, вытекаю-
щих из рода закрепления балки на концах, важ-
ную, порой определяющую, роль играют фун-
даментальные функции оператора xIV, которые 
получили свою базовую трактовку академиком 
А. Н. Крыловым в работе [8]. Вычисления по 
этим формулам весьма затруднительны, так как 
фундаментальные функции при степени диффе-
ренцирования 2n  представляются в виде раз-
ности двух членов, почти равных по величине.  

В работе В. Н. Фаддеевой [9] в табличном 
виде дано специальное преобразование фунда-
ментальных функций оператора xIV, предложен-
ных ранее А. Н. Крыловым, которое значительно 
упрощает их выражения. Обычно рассматрива-
ются шесть типов граничных условий закрепле-
ния балки. Выражения фундаментальных функ-
ций для этих типов граничных условий приво-
дятся как в специальных работах [8, 9], так и в 
некоторых учебниках по математической физике 
и дифференциальным исчислениям [10].  

 
Построение функций Грина  
для статически неопределимых  
однопролетных балок 
 

Рассмотрим формальное решение задачи  
о свободных колебаниях однопролетной балки 
с равномерной массой 

 
4

4
4

( )
( ) 0,n

n n

d y x
y x

dx
                    (5) 

 

где n – величина, характеризующая частоту 
собственных колебаний балки по n-й форме 
собственных колебаний yn(x). 

Однако дифференциальное уравнение изги-
ба балки постоянной изгибной жесткости EJ  
под действием нагрузки ( )q x  имеет следую- 
щий вид: 

4

4

( ) ( )
.

d y x q x

dx EJ
                         (6) 
 

Представим решение (6) в виде ряда по соб-
ственным функциям (5) 

 

1

( ) ( ),n n
n

y x A y x




                      (7) 
 

где nA – неопределенные постоянные коэффи-
циенты.     

Тогда из уравнений (5) и (6) сразу получаем 
 

4 ( )
( ) .n n n

q x
A y x

EJ
                      (8) 

 

Обе части (8) умножаем на ( )ky x  и проин-
тегрируем в пределах длины балки  . На осно-
вании ортогональности собственных функ- 
ций [11] получаем: 

0
4

( ) ( )
;

n

n
n n

y x q x dx
A

EJ


 



                   (9) 

 
 

             2

0
( ) .n ny x dx  


                     (10) 

 

Интеграл в числителе (9) представляет ра-
боту внешней нагрузки ( )q x  на перемещениях 
собственной функции ( ).ny x  Поэтому при дей-
ствии сосредоточенной силы Р в точке балки  
с абсциссой px  в безразмерных координатах 

окончательно получаем 
 

3

4
.

p
n

n
n n

x
y

P
A

EJ

 
 
 
 
 

                   (11) 

 

Расчет 1. Рассмотрим действие сосредото-
ченной силы на балку с защемленными краями 
(рис. 1). 

 
 

Рис. 1. Балка с защемленными краями  
под действием сосредоточенной силы 

 

Fig. 1. Beam with pinched edges under  
the influence of concentrated force 

 

В этом случае перемещение собственной 
функции yn(x) [12, 9] получено в виде: 
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P
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2 2

Re[((3 3 )( 4sin(1 ) (1 )sin2 sin(2 2 ) 4sh(1 ) (1 )sh2
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На рис. 2 приводятся первые три формы соб-
ственных колебаний балки с защемленными 
краями. 
 

 
 

Рис. 2. Первые три формы собственных колебаний балки  
с защемленными краями 

 

Fig. 2. First three modes of natural vibrations  
of the beam with pinched edges 

 
Дифференцируя дважды полученное вы- 

ражение для прогибов балки от действия си- 
лы Р = 1 (3), можно получить линии влияния 
изгибающих моментов для любого сечения 
балки [1].  

На рис. 3 построена эпюра изгибающих мо-
ментов в балке  от действия треугольной 
нагрузки. 

Полученное выражение (7) при извест- 
ных (10) позволяет определять прогибы защем-
ленной балки, усилия в ее сечениях от произ-
вольной внешней нагрузки q(x) и носит название 
функции Грина для этой балки. При использо-
вании (7) нужно иметь в виду, что при диффе-
ренцировании сходимость рядов ухудшает- 
ся [10], поэтому при вычислении усилий необ-
ходимо увеличивать число членов ряда (7). 

 

 
 

Рис. 3. Очертание эпюры изгибающих моментов в балке  
от треугольной нагрузки 

 

Fig. 3. Outline diagram of bending moments  
in a beam due to triangular load 

 
Расчет 2. Рассмотрим балку с защемленной 

и шарнирной опорами под действием сосредо-
точенной силы Р (рис. 4) 

 

 
Рис. 4. Балка с защемленной и шарнирной опорами  

под действием сосредоточенной силы Р 
 

Fig. 4. Beam with clamped and hinged support under  
the influence of concentrated force Р 

 
Для этого случая перемещение собственной 

функции ( )ny x  [12, 9] получено в виде 
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На рис. 5 приведены первые три собствен-
ные функции для балки с защемленным и шар-
нирно опертым концами. 

 
 

 
 

Рис. 5. Первые три собственные функции для балки  
с защемленным и шарнирно опертым концами 

 

Fig. 5. First three eigenfunctions for a beam  
with clamped and simply supported ends 

 
На рис. 6 приводится очертание линии вли-

яния изгибающих моментов для сечения в се-
редине пролета балки.  
 

 
                                      1             2            3             4             5           6 

 

Рис. 6. Линия влияния изгибающего момента для сечения  
в середине пролета балки 

 

Fig. 6. Bending moment influence line for a section  
in the middle of the beam span 

 
Надо отметить, что полученные выражения 

для форм колебаний в виде рядов (11), (12) об-

ладают быстрой сходимостью вследствие нали-
чия собственных чисел в четвертой степени в 
знаменателе. 

 
Определение критических сил 
 
Рассмотрим использование полученных ре-

зультатов для определения критических сил в 
центрально сжатых статически неопределимых 
стержнях. Для стержня с защемленной и шар-
нирной опорами зададимся первой формой по-
тери устойчивости от действия центрально 
приложенной силы в виде (12) при 1 3,7266.    

Согласно [13], величина критической силы 
определится из выражения 
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                   (13) 

 

Подставляя первую собственную функцию 
и число (12) в выражение (13), получаем 

 

2
20,6489 ,cr

EJ
P 


 

 

что немного превышает, как обычно при ис-
пользовании энергетического способа [14], 

точное значение 
2

20,14 .cr

EJ
P 


 

В заключение отметим, что частоты соб-
ственных колебаний рассмотренных балок 
определяются совокупностью полученных соб-
ственных чисел , 1, 2, 3, ...n n   

 
ВЫВОД 
 

В работе получены аналитические выраже-
ния функций Грина для однопролетных стати-
чески неопределимых балок в виде бесконечно-
го быстро сходящего ряда. Эти выражения да-
ют возможность решать разнообразные задачи 
статики, динамики и устойчивости для этих 
балок. 
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Реферат. Рассмотрена методика расчета собственных частот колебаний неравнотолщинных колец, основанная на 
использовании вариационного принципа Гамильтона и теорий колебаний криволинейных балок типа Эйлера – Бер-
нулли и Тимошенко. Решения задачи представляются в виде рядов Фурье, что позволяет свести ее к решению систе-
мы линейных алгебраических уравнений. Задача определения собственных частот сводится при этом к обобщенной 
задаче на собственные значения матриц. На основе сравнения численных результатов, полученных для эксцентрич-
ного кольца, с результатами расчетов методом конечных элементов показаны преимущества использования теории 
Тимошенко, включающие в себя повышение точности вычислений и возможность идентификации радиальных и ра-
диально-изгибных собственных форм. Исследована возможность снижения вычислительных затрат при использо- 
вании теории Тимошенко за счет представления определителя описывающей задачу блочной матрицы в виде про- 
изведения определителей более низких порядков. Показано, что соотношения, полученные на основе теории  
Эйлера – Бернулли, в частном случае равнотолщинного кольца приводят к известным аналитическим формулам для 
собственных частот колебаний кольца. Полученные результаты могут быть использованы для расчета кольцевых 
концентраторов ультразвуковых колебаний. Преимущество предлагаемого метода по сравнению с другими извест-
ными подходами, например методом гармонического баланса, состоит в отсутствии необходимости работы с диф- 
ференциальными или интегро-дифференциальными уравнениями колебаний, которые в случае неравнотолщинных 
колец имеют достаточно сложную структуру и требуют для своего решения применения вычислительно-затратных 
операций, например дискретной свертки. 
 

Ключевые слова: вариационная задача, принцип Гамильтона, ряды Фурье, теория Тимошенко, ультразвуковые ко-
лебания, кольцевой концентратор, собственные частоты 
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Abstract. The paper considers a method for calculating the natural frequencies of vibrations of unequal-thickness rings,  
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tional costs when using the Timoshenko theory is explored by representing the determinant of the block matrix describing the 
problem as a product of lower-order determinants. It is shown that the relations obtained on the basis of the Euler-Bernoulli 
theory, in the particular case of equal-thickness ring, lead to the well-known analytical formulas for the natural frequencies  
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The advantage of the proposed method in comparison with other known approaches, for example, the harmonic balance me-
thod, consists in no need for the work with differential or integral-differential equations of vibrations, which are a rather com-
plex structure for the case of unequal-thickness rings and require the use of computationally expensive operations, for exam-
ple, discrete convolution, for their solution. 
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Введение 
 
Усиление ультразвуковых колебаний (УЗК) 

по амплитуде является необходимым шагом 
для их успешного применения с целью интен-
сификации различных технологических про-
цессов, таких как размерная обработка хрупких 
материалов, обработка биологических тканей, 
сварка и т. п. В качестве конструктивных элемен-
тов, осуществляющих усиление УЗК, исполь-
зуются стержневые и кольцевые концентрато-
ры, выполняемые в виде стержней переменно- 
го по длине сечения и неравнотолщинных ко-
лец [1, с. 100; 2; 3]. Одной из основных задач, 
связанных с расчетом концентраторов УЗК, 
является определение собственных частот их 
колебаний. Важность этой задачи определяется 
необходимостью согласования собственных 
частот колебаний концентраторов с рабочими 
частотами электроакустических преобразовате-
лей, используемых в качестве возбудителей 
колебаний. Такое согласование обеспечивает 
резонансный режим функционирования коле-
бательной системы и за счет этого позволяет 
добиться максимальной эффективности ее ра-
боты. Для расчета собственных частот колеба-
ний концентраторов УЗК используют ряд ме-
ханико-математических методов, таких как ме-
тод входного импеданса, метод передаточных 
матриц и метод конечных элементов [2, 4, 5]. 
Существует также метод гармонического ба-
ланса (МГБ), основанный на представлении 
распределения амплитуды колебаний в концен-
траторе в виде ряда Фурье [6–8]. МГБ позволя-
ет свести описывающее колебания диффе- 
ренциальное или интегро-дифференциальное 
уравнение к системе линейных алгебраических 
уравнений относительно коэффициентов ряда 
Фурье, а задачу определения собственных ча-
стот – к обобщенной задаче на собственные 
значения матриц. Наиболее целесообразным 
является применение МГБ для расчета кольце-
вых концентраторов, так как распределение 
амплитуды   колебаний  в  них   обладает   есте- 

ственной периодичностью по угловой коорди-
нате. Недостатками МГБ в случае неравнотол-
щинных колец являются достаточно сложная 
структура лежащих в основе метода интегро-
дифференциальных уравнений и необходи-
мость выполнения некоторых нетривиальных 
операций над коэффициентами рядов Фурье,  
в частности их дискретной свертки [6]. Учиты-
вая, что используемые в МГБ интегро-диффе- 
ренциальные уравнения вытекают из фундамен-
тальных вариационных принципов механики,  
в частности из принципа наименьшего дей-
ствия Гамильтона, перспективным является 
прямое решение описывающей колебания кон-
центратора вариационной задачи путем пред-
ставления функции распределения амплитуды 
колебаний в виде ряда Фурье. Это исключит 
необходимость перехода к сложным по своей 
структуре интегро-дифференциальным уравне-
ниям колебаний. Подобный подход успешно 
использовался для изучения колебаний различ-
ных объектов [8, 9], а в данной статье дается 
его систематическое описание применительно  
к колебаниям неравнотолщинных колец. 

 

Постановка и методика решения задачи 
 

Схема конструкции кольцевого концентра-
тора УЗК с применяемыми в дальнейшем ана-
лизе обозначениями приведена на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Схема конструкции кольцевого  
концентратора УЗК 

 

Fig. 1. Design diagram of ring-shaped concentrator  
of ultrasonic vibrations 
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На рисунке использованы следующие обо-
значения: φ – угловая координата; W(φ, t) – ра-
диальная составляющая колебательного смеще-
ния в момент времени t; U(φ, t) – тангенциальная 
составляющая колебательного смещения; r2 – 
радиус внутреннего контура; r1 – то же наруж- 
ного контура; b1 и b2 – максимальное и мини-
мальное значения радиальной толщины; e – экс- 
центриситет; R – радиус средней линии; ρ1(φ)  
и ρ2(φ) – предельные значения радиальной коор-
динаты для сечения с угловой координатой φ.  
На рис. 1 представлен частный случай кон-
струкции с эксцентричным расположением ци-
линдрических поверхностей, однако дальнейший 
анализ применим и для концентраторов более 
сложной формы при условиях наличия зеркаль-
ной геометрической симметрии и постоянства 
радиуса средней линии. 

Вариационная задача будет рассматриваться 
в двух формулировках: 

1) Эйлера – Бернулли, в которой использу-
ется допущение о нерастяжимости средней ли-
нии кольца и не учитываются сдвиговые де-
формации; 

2) Тимошенко, учитывающей растяжимость 
средней линии кольца, сдвиговые деформа- 
ции и вращение поперечных сечений при изги-
бе (в виде независимой переменной в отличие 
от формулировки Эйлера – Бернулли, где угол 
поворота сечений связан с радиальной состав-
ляющей колебательного смещения). 

Формулировка Эйлера – Бернулли. С уче-
том условия нерастяжимости средней ли- 
нии [10] 
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кинетическая энергия кольца примет вид 
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где ρ – плотность материала; dV – элемент объ-
ема; S(φ) – площадь поперечного сечения. 

Если тангенциальная составляющая колеба-
тельного смещения изменяется в зависимости 
от времени по гармоническому закону 

( , ) ( )sin( ),U t u t             (3) 
 

где ω – круговая частота колебаний, то выра-
жение (2) примет вид 
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При использовании в формуле (3) фазорно-
го представления гармонических величин 
(представления с помощью комплексных экс-
понент) возможна потеря физического смыла 
при вычислении энергии, так как физический 
смысл сохраняется только при выполнении над 
фазорами линейных операций (умножение на 
комплексное число, сложение, дифференциро-
вание и интегрирование), а вычисление энергии 
включает в себя нелинейную операцию возве-
дения в квадрат. 

Потенциальная энергия деформации кольца 
будет определяться выражением [11, с. 316] 
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где σ – нормальные механические напряжения; 
E – модуль продольной упругости; M – изгиба-
ющий момент; I(φ) – осевой момент инерции 
поперечного сечения, или с учетом выраже- 
ний (1) и (3) 
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Согласно принципу Гамильтона функция 
u(φ) должна обеспечивать наименьшее значе-
ние функционала действия 
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где <·> – среднее значение за период T колеба-
ний. 

Представим амплитуду тангенциальной со-
ставляющей колебательного смещения и ее 
производные в виде частичных сумм рядов 
Фурье: 
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В этом случае функционал (6) может рас-

сматриваться как зависящий от амплитуд )(u
ia  

гармоник ряда Фурье, то есть 
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а задача его минимизации сводится к зада- 
че отыскания экстремума разности средних 
значений кинетической и потенциальной энер-
гий [9] 
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Усреднение выражений (4) и (5) дает сле-
дующий результат: 
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Подставляя формулы (11) в условие экстре-
мума (10), получим 
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С учетом уравнений (7)–(9) выполняются 
равенства: 
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и условие экстремума (12) принимает вид 
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Условие (13) может быть записано в виде 
системы линейных алгебраических уравнений 
вида 
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где )(ua  – вектор амплитуд гармоник ряда (7); 
A и B – матрицы размером N×N, элементы ко-
торых определяются формулами: 
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Система (14) имеет нетривиальное решение 
при условии 

 

2det( ) 0,  A B     (17) 
 

из которого могут быть определены собствен-
ные круговые частоты колебаний кольца. 

В случае равнотолщинного однородного 
кольца, для которого EI = const, S = const, 
формулы (15) и (16) с учетом ортогональности 
тригонометрических функций принимают вид: 
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где ,k i  – символ Кронекера. 

Формулы (18)–(19) задают диагональную 
матрицу, для которой условие (17) принимает вид 
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откуда вытекает известная формула для соб-
ственных частот колебаний круговых ко- 
лец [10] 
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Формулировка Тимошенко. Потенциальная 
энергия деформации, связанной с действием 
изгибающих моментов, будет определяться 
формулой [2] 
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где Ψ(φ, t) – угол поворота сечения. 
В случае учета растяжимости средней ли-

нии потенциальная энергия будет дополни-
тельно содержать слагаемое [2] 
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где U W      – относительная деформация 
средней линии. 

Составляющая потенциальной энергии, свя-
занная со сдвиговой деформацией, будет иметь 
вид [2; 11, с. 315] 
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где τ – сдвиговые механические напряжения;  
G – модуль сдвиговой упругости; Q – попереч-
ная сила; Ks – коэффициент, учитывающий не-
равномерность распределения сдвиговых на- 

пряжений и зависящий от формы сечения (для 
прямоугольного сечения Ks = 5/6). 

Кинетическая энергия будет определяться 
выражением 
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При гармонической зависимости перемен-
ных U, W и Ψ от времени с амплитудными зна-
чениями u(φ), w(φ) и ψ(φ) выражения для по-
тенциальной и кинетической энергий и их 
средних значений принимают вид: 
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Представим амплитуды u(φ), w(φ), ψ(φ) и их 
производные в виде частичных сумм рядов 
Фурье: 
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Здесь учтено, что в силу геометрической 
симметрии распределение амплитуд u(φ) и ψ(φ) 
описывается нечетными функциями, а распре-

(20) 
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деление амплитуды w(φ) – четной функцией.  
В разложении функции w(φ) учтена нулевая 
гармоника (постоянное слагаемое), так как учет 
растяжимости средней линии приводит к воз-
можности появления собственных форм коле-
баний,  имеющих  равномерно  распределенную  

составляющую амплитуды радиального коле-
бательного смещения (радиальные и радиаль-
но-изгибные собственные формы). 

Условия экстремума функционала действия 
с учетом выражений (20)–(23) принимают вид 
(при 1, 2, ..., ):k N  
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Отдельно необходимо рассмотреть произ-

водную по амплитуде ( )
0 ,wa  выражение для  

которой вытекает из общего выражения (25) 
при k = 0. 

Условия (24)–(26) в совокупности с услови-
ем равенства нулю производной по амплиту- 
де ( )

0
wa  можно представить в матричной форме: 
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где матрицы )(uB  и )(B  имеют размер N × N, 

матрица )(wB  имеет размер (N + 1) × (N + 1),  
а размеры остальных матриц определяются из 
условия согласования размеров блоков. 

Уравнение (27) имеет нетривиальное реше-
ние при условии 
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из которого могут быть определены собствен-
ные круговые частоты колебаний кольца. 

Для снижения вычислительных затрат усло- 
вие (28) может быть записано в виде разложе-
ния по определителям более низких поряд- 
ков [12] 
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Результаты и их обсуждение 
 

Расчет собственных частот колебаний про-
изводился с помощью программы Mathcad  
для кольцевого концентратора с эксцентрично 
расположенными цилиндрическими поверхно-
стями при следующих исходных данных: ради-
ус внутреннего контура r2 = 20 мм; максималь-
ное и минимальное значения радиальной  
толщины b1 = 3,5 мм и b2 = 2 мм; осевая толщи-
на H = 3,5 мм; радиус наружного контура  
r1 = r2 + 0,5(b1 + b2) = 22,75 мм; эксцентриси- 
тет e = 0,5(b1 – b2) = 0,75 мм; плотность мате- 
риала ρ = 7800 кг/м3; модуль продольной упру- 
гости E = 210 ГПа; модуль сдвиговой упругости 
G = 82 ГПа. Расчет выполнялся для радиуса 
средней линии R = 0,5(r1 + r2) = 21,375 мм, ко- 
торый может считаться постоянным, если при-
нять за центр кривизны средней линии середи-
ну отрезка, соединяющего между собой центры 
кривизны C1 и C2 наружного и внутреннего 
контуров (рис. 1). Число гармоник рядов Фурье 
было принято равным N = 8: в общем случае 
для обеспечения точности расчетов оно должно 
быть не меньше, чем порядок собственной фор-
мы колебаний с максимальной в исследуемом 
диапазоне частот собственной частотой [6]. 

На рис. 2 представлена расчетная резонанс-
ная кривая (график зависимости определителя, 
стоящего в левой части уравнения (17), от ча-
стоты f), полученная на основе формулировки 
Эйлера – Бернулли. 
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Рис. 2. Резонансная кривая, полученная 

на основе формулировки Эйлера – Бернулли 
 

Fig. 2. Resonant curve obtained on the basis  
of the Euler – Bernoulli formulation 

 
Вертикальными линиями с числовыми зна-

чениями отмечены расчетные собственные ча-
стоты колебаний, полученные с помощью ме-
тода конечных элементов с применением про-
граммы Comsol Multiphysics. Как видно, 
погрешность определения собственных частот 
возрастает с увеличением порядка собственных 
форм колебаний, достигая 5,5 %, что является 
аргументом в пользу применения более точной 
(в смысле учета влияющих механических фак-
торов) формулировки Тимошенко. Расчетная 
резонансная кривая, полученная из уравне- 
ния (28) на основе формулировки Тимошенко, 
приведена на рис. 3.  

 

 
Рис. 3. Резонансная кривая, полученная  
на основе формулировки Тимошенко 

 

Fig. 3. Resonant curve obtained on the basis  
of the Timoshenko formulation 

 
Погрешность определения собственных ча-

стот не превышает 1,9 %. Дополнительным 
преимуществом по сравнению с формулиров-
кой Эйлера – Бернулли является возможность 
определения собственных частот, соответству-
ющих собственным формам с доминирующей 

деформацией растяжения средней линии (ради-
альная и радиально-изгибная собственные 
формы с частотами 38,7 и 54,4 кГц), причем 
погрешность определения этих частот не пре-
вышает 0,3 %. При использовании разложе- 
ния (29) для определения собственных частот, 
соответствующих чисто изгибным собствен-
ным формам, достаточно рассчитать первый 
определитель разложения (результаты пред-
ставлены на рис. 4). 

Чисто радиальная собственная фор- 
ма (38,7 кГц) на рис. 4 не идентифицируется: 
она может быть идентифицирована при рас-
смотрении второго определителя разложе- 
ния (29). Помимо чисто изгибных собственных 
форм из рис. 4 может быть идентифицирована 
радиально-изгибная собственная форма с двумя 
узловыми точками (54,4 кГц). Также присут-
ствуют ложные резонансные пики, соответ-
ствующие сингулярным точкам определителя. 

 

 
Рис. 4. Резонансная кривая, полученная  

на основе формулировки Тимошенко и разложения (29) 
 

Fig. 4. Resonant curve obtained on the basis  
of the Timoshenko  formulation and expansion (29) 

 
ВЫВОДЫ 
 

1. Предложена методика определения соб-
ственных частот изгибных колебаний неравно-
толщинных колец, основанная на использовании 
вариационного принципа Гамильтона и прямого 
решения соответствующей вариационной задачи 
путем представления решений в виде рядов 
Фурье. В результате вариационная задача сводит-
ся к решению системы линейных алгебраических 
уравнений относительно коэффициентов рядов 
Фурье, а задача определения собственных частот 
– к обобщенной задаче на собственные значения 
описывающих систему матриц. 

2. Рассмотрен численный пример реализа-
ции предложенной методики для эксцентрич-
ного кольца. На основе сравнения результатов, 
полученных путем решения вариационной  



Deformation in Solid Mechanics  
 

 

        303 Наука 
и техника. Т. 23, № 4 (2024) 
   Science and Technique. V. 23, No 4 (2024) 

задачи в формулировках Эйлера – Бернулли и 
Тимошенко, с результатами, полученными ме-
тодом конечных элементов, показано, что ис-
пользование теории Тимошенко дает более 
точные результаты и дополнительно позволяет 
идентифицировать радиальные и радиально-
изгибные собственные формы колебаний. 

3. Показана возможность снижения вычис-
лительных затрат при решении вариационной 
задачи в формулировке Тимошенко за счет 
представления определителя соответствующей 
системы линейных алгебраических уравнений в 
виде произведения определителей более низких 
порядков. 
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Реферат. Материал статьи отражает основные этапы и результаты разработки малоэнергоемкой технологии получе-
ния ячеистого газобетона безавтоклавного твердения с использованием микрозаполнителя на основе гранитных отсе-
вов для сборного и монолитного строительства, включая ее применение в технологии 3D-бетонирования [1–10].  
Разработаны и экспериментально обоснованы: методики расчета состава газобетона по критериям плотности и проч-
ности на сжатие в диапазоне марок D350–D900 и классов B0,5–B7,5 конструкционно-теплоизоляционного назначе-
ния, а также марок D100–D300 (прочность на сжатие 0,04–1,50 МПа) теплоизоляционного назначения во взаимосвязи 
с дисперсностью применяемого микрозаполнителя из молотого гранитного отсева с удельной поверхностью соот- 
ветственно: Sуд ~ 3000–500 см²/г – для конструкционно-теплоизоляционного, Sуд ~ 30000 см²/г (микрокремнезем)  
и Sуд ~ 20000 см²/г (ультрадисперсные фракции гранитного отсева) – для теплоизоляционного газобетона; методика 
контроля реологических (технологических) свойств газобетонных смесей, обеспечивающих требуемые условия 
структурообразования газобетона расчетных составов; методика оценки бокового давления смеси при укладке в опа-
лубки (формы), а также методика и прибор для неразрушающего контроля как кинетики роста прочности твердеюще-
го, так и прочности затвердевшего или эксплуатируемого ячеистого бетона, полученного по разработанной или иным 
технологиям. Разработаны режимы беспрогревной и малоэнергоемкой (включающей пропаривание при атмосферном 
давлении) технологии ячеистого газобетона безавтоклавного твердения, что позволяет отказаться от энергозатратно-
го, технически сложного и дорогостоящего автоклавного оборудования при изготовлении сборных изделий и обеспе-
чивает возможность использования разработанной технологии теплоизоляционного газобетона в монолитном строи-
тельстве, включая тепло- и звукоизоляцию стен зданий, выполненных по технологии 3D-бетонирования, а также воз-
ведение (устройство) в съемных и несъемных опалубках строительных конструкций с использованием газобетона 
конструкционно-теплоизоляционного назначения. 
Ключевые слова: цемент, газообразователь, молотый гранитный отсев, микрокремнезем, критерий плотности  
и прочности на сжатие, безавтоклавное твердение, беспрогревная и малоэнергоемкая технология, теплоизоляцион-
ный газобетон, монолитное строительство 
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prefabricated and monolithic construction, including its application in 3D concreting technology [1–10]. The paper has made 
it possible to develop and experimentally to substantiate: methods for calculating the composition of aerated concrete accor- 
ding to the criteria of density and compressive strength in the range of grades D350–D900 and classes B0.5–B7.5 for structu- 
ral and thermal insulation purposes, as well as grades D100–D300 (compressive strength 0.04–1.5 MPa) for thermal insulation 
purposes in conjunction with the dispersion of the applied micro-fillers from ground granite screening with a specific sur- 
face area, respectively: Ssp ~ 3000–500 cm2/g for structural and thermal insulation, and for thermal insulation aerated concrete: 
Ssp ~ 30000 cm2/g (micro-silica) and Ssp ~ 20000 cm2/g (ultra-disperse fractions of granite screenings) – for thermal insulating 
aerated concrete; methodology for monitoring the rheological (technological) properties of aerated concrete mixtures that 
provide the required conditions for the structure formation of aerated concrete of calculated compositions, a method for evalu-
ating the lateral pressure of a mixture when laying in formwork (molds), as well as a method and device for non-destructive 
testing of both the kinetics of strength growth of hardening and the strength of hardened or used cellular concrete, obtained 
according to the developed or other technology. Modes of non-heating and low-energy (including steaming at  
atmospheric pressure) technology of cellular aerated concrete of non-autoclave hardening have been developed, which makes 
it possible to abandon energy-consuming, technically complex and expensive autoclave equipment in the manufacture of pre-
fabricated products and provides the possibility of using the developed technology of thermal insulating aerated concrete  
in monolithic construction, including heat and sound insulation of the walls of buildings made using 3D concreting techno- 
logy, as well as the construction (installation) in removable and non-removable formwork of building structures using aerated 
concrete for structural and thermal insulation purposes. 
 

Keywords: cement, gasifier, ground granite screenings, micro-silica, density and compressive strength criterion, non-
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Введение 
 

Ячеистые бетоны широко применяются в 
строительном производстве. В наибольших 
объемах – это штучные изделия автоклавного 
твердения, производство которых характеризу-
ется значительными энергетическими затрата-
ми и целенаправленным использованием в ка-
честве стенового строительного материала.  
Решение научно-технической задачи по сниже-
нию энергоемкости процесса получения изде-
лий из ячеистого бетона – одно из наиболее ак-
туальных направлений по снижению стоимости 
строительной продукции. Не менее значимым 
для строительного производства является от-
раженное в материале статьи использования 
гранитных отсевов, накапливающихся в отва-
лах РУПП «Гранит» Брестской области. Также 
актуальна к применению разработанная техно-
логия ячеистого газобетона безавтоклавного 
твердения теплоизоляционного и конструкци-
онно-теплоизоляционного назначения, которая 
обеспечивает его применение при возведении 
(устройстве) монолитных строительных кон-
струкций, в частности в сочетании с устрой-
ством несъемных опалубок с использованием 
развивающейся технологии 3D-бетонирования. 
В статье изложены основные результаты иссле-
дований, направленных на решение означенных 
научно-технических задач. 

Материалы  
и авторские методики исследований 
 

В исследованиях использовали в качестве:  
 вяжущего – портландцемент ЦЕМ 1 42,5Н 

по ГОСТ 31108–2020 или СЕМ 1 42,5N по  
СТБ ЕН 197-1–2007 (соответствует М500-Д0  
по ГОСТ 10178–85, 2-я группа эффективности);  

 активного высокодисперсного микро- 
заполнителя – микрокремнезем по СТБ  
EN 13263-1–2012 с удельной поверхностью 
~30000 см2/г;  

 инертного микрозаполнителя – молотый 
до Sуд ~ 500–6000 см²/г гранитный отсев, а так-
же отсеянный фракций 0–0,16 мм с удельной 
поверхностью до 20000 см2/г;  

 газообразователя – алюминиевую пудру 
ПАП-1;  

 добавки-пластификатора – суперпласти-
фикатор на основе полиоксиэтиленовых про- 
изводных полиметакриловой кислоты «Ре- 
ламикс ПК», отвечающей требованиям  
ТУ 5745-034-58042865–2008 (производство  
АО ГК «Полипласт», Беларусь–Россия). 

В процессе исследований отработан и пред-
лагается к использованию ряд авторских мето-
дик определения свойств газобетонных смесей 
и ячеистого бетона. Так, существующая стан-
дартизированная (по ГОСТ 23789–79) методи- 
ка определения текучести газобетонной смеси 
реализуются с использованием цилиндриче-
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ской емкости (объемом 16 см3) и жесткого ос-
нования – пластины размерами ≥ 500×500 мм, 
что создает неудобства при оперативном кон-
троле как на строительной площадке, так и у 
мест формования сборных изделий. Предложена 
экспериментально обоснованная (рис. 1, 2) мето-
дика определения текучести, соответствующая по 
результатам ее оценки методике ГОСТ 23789–79, 
но легко реализуемая как в стационарных (за-
водских), так и в построечных условиях строи-
тельной площадки.  

 

 
 

Рис. 1. Принципиальная схема определения  
текучести газобетонной смеси 

 

Fig. 1. Schematic diagram for determining  
the fluidity of aerated concrete mixture  

 
 
Ее сущность заключается в определении 

диаметра расплыва залитой в металлическое 
кольцо (с диаметром основания и высотой внут-
ренней полости 28 и 26 мм соответственно)  
газобетонной смеси, после вертикального подъ-
ема кольца со стеклянной пластины размерами 
не менее 150×150 мм, размещенной на жесткой  
пластине размерами не менее 200×200 мм,  
и соотнесении полученного результата с дан-
ными рис. 2 [1].  
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Диаметр расплыва (по ГОСТ 2378–79), см 
 

Рис. 2. Взаимозависимость значений текучести  
газобетонной смеси по предлагаемой методике  

и по методике ГОСТ 23789–79 
 

Fig. 2. Interdependence of fluidity values of aerated concrete  
mixture according to the proposed method and according  
to ГОСТ (GOST – All Union State Standard) 23789–79 

 
Для ведения работ с газобетонной смесью  

с учетом разработанных в исследованиях мето-
дов расчета составов газобетона по заданной 

прочности или средней плотности предложены 
методики определения времени и коэффициен-
та вспучивания газобетонной смеси. С этой  
целью используются стандартные формы для 
формования образцов кубов 100×100×100 мм 
(рис. 3) [2].  

 

 
 

Рис. 3. К определению времени вспучивания 
 

Fig. 3. To determine the swelling time 

 
При определении времени вспучивания в 

форму заливается проба газобетонной смеси 
расчетного состава объемом 0,25 дм3 и опреде-
ляется время стабилизации высоты hi (рис. 3). 
Для определения коэффициента вспучивания 
газобетонной смеси (используется затем при 
расчетах составов газобетона), который отра-
жает прирост объема смеси после вспучивания 
по отношению к первоначальному при посто-
янном содержании в ее составе 1 г газообразо-
вателя на 0,25 дм3 смеси, получена формула 
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Для оперативной оценки кинетики роста 
прочности [3–5] и уровня прочности затвер-
девшего ячеистого бетона разработаны прибор 
(патент № BY 20155) и методика неразрушаю-
щего контроля, применимая для вариантов 
сборного и монолитного строительства с ис-
пользованием штучных изделий и монолитных 
конструкций (рис. 4, 5).  
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Рис. 4. Устройство прибора 
 

Fig. 4. Device design 

 

 
Значения К, мм–1 

 

Рис. 5. Тарировочная зависимость коэффициента прибора K  
и прочности газобетона на гранитоидном  

микрозаполнителе  (штриховые линии показывают  
диапазон погрешности) 

 

Fig. 5. Calibration dependence of the device K coefficient   
and strength of aerated concrete on granitoid micro-filler 

(dashed lines indicate error range) 
 
При оценке прочности ячеистого бетона 

снимаются показания шкалы 6 (L, усл. ед.), ко-
торые характеризуют силу удара, а также заме-
ряется диаметр отпечатка (D, мм) от индентора 
на поверхности испытуемого образца. Учиты-
вая, что определяется соотношение силы удара 
и образующегося при этом отпечатка от инден-
тора на оцениваемом бетоне, энергия наноси-
мого удара может быть произвольной. 

Прибор состоит из следующих элементов 
(рис. 4): корпуса 1, бойка с индентором 2, пру-
жины 3 и толкателя со штоком 4, насадки, фик-
сирующей длину деформации пружины, 5, 
шкалы 6, ударной шайбы 7, амортизирующей 
резиновой накладки 8, крышки корпуса 9. 

На основании полученных данных рассчи-
тывается коэффициент K  

 

           
2

0,334L D
K

D


  (мм–1).              (3) 

  

Прочность на сжатие R испытуемого образ-
ца определяют по графической зависимости 
(рис. 5) или по формуле 

 

срtgαR K  (МПа),                   (4)  
 

где срα  – угол между осью ОK и графиком ли-

нейной зависимости. 
 
Подготовка микрозаполнителя 
 

Подготовка микрозаполнителя [6] осу-
ществлялась помолом в шаровой мельнице гра-
нитного отсева до разной удельной поверхно-
сти с учетом применения для газобетона кон-
струкционно-теплоизоляционного и теплоизо- 
ляционного назначения. Авторские методики 
расчета (по плотности) составов ячеистого бе-
тона безавтоклавного твердения (в диапазоне 
плотностей марок D100–D300 и D350–D900)  
и прочности на сжатие (в диапазоне от 0,04 МПа 
до соответствующей классу по прочности на 
сжатие В7,5) разрабатывались с учетом осо-
бенностей использования микрозаполнителя  
с удельной поверхностью в диапазоне Sуд =  
= 500–30000 см²/г. При этом исходили из того, 
что в разрабатываемой технологии газобетона 
заполнитель не является компонентом вяжуще-
го вещества. Он реализует функцию именно 
«микрозаполнителя» в объеме цементного мик-
робетона, образующего стенки пор. От размера 
частиц микрозаполнителя соответственно будут 
зависеть их толщина, степень поризации газо-
бетона, его плотность, а также другие механи-
ческие и физико-технические характеристики.  

На рис. 6 приведена зависимость роста 
удельной поверхности продукта помола в про-
цессе диспергации гранитного отсева. Исполь-
зовали лабораторную (шаровой и цильпебсовой 
загрузки) мельницу: навеску (5 кг) помещали в 
мельницу и измельчали, отбирая через указан-
ные на рис. 6 промежутки времени пробы не 
менее 50 г. При «мокром» помоле (содержание 
воды больше 50 % массы исходного сухого от-
сева) пробы высушивали (при t ~ 105  5 °С) до 
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постоянной массы (0,1 г), а затем определяли 
удельную поверхность (Sуд, см

2/г). 
 
                                                            a                                          b 

 
 

Рис. 6. Зависимость роста удельной поверхности  
микрозаполнителя в пределах Sуд ≤ 3000 см2/г  

от времени помола гранитного отсева:  
а – мокрый помол; b – сухой помол 

 

Fig. 6. Dependence of growth of  micro-filler  
specific surface within the range of Ssp ≤ 3000 cm2/g  

on the grinding time of granite screenings: a – wet grinding;  
b – dry grinding 

 
В качестве микродисперсного заполнителя 

для газобетона теплоизоляционного назначения 
марок D200–D300 использовали отходящую 
при производстве на РУПП «Гранит» кубо- 
видного щебня и отделенную посредством воз-
душной сегрегации пылеобразную фракцию  
0–0,16 мм (с Sуд ≤ 20000 см²/г), а для получения 
газобетона марок D100–D200 – микрокремне-
зем МК-80 (с Sуд ≤ 30000 см²/г).  

В исследованиях использовали газобетон, 
полученный на составах, рассчитанных по 
представленным в своей основе в данном тек-
сте авторским методикам расчета, поскольку, 
как показал анализ, известные методики, вклю-
чая вариант действующих норм, не отражают 
специфику использования в качестве микроза-
полнителя как фракций измельченной гранит-
ной породы (в диапазоне Sуд ~ 500–20000 см²/г), 
так и микрокремнезема (при Sуд ~ 30000 см²/г).  

 
Методики расчета составов газобетона 
 

Основные положения предлагаемой мето-
дики расчета состава газобетона по требуемой 
плотности включают следующие этапы:  

– принимаем к расчету требуемую плот-
ность газобетона ρб в соответствии с проектной 

документацией либо маркой по плотности (по 
СТБ 1570–2005);  

– выбираем соотношение МЗ/Ц (где МЗ – 
расход микрозаполнителя на приготовле- 
ние 1 м3 газобетона; Ц – расход цемента на 
приготовление 1 м3 газобетона) в рекомен- 
дуемом диапазоне 0,5–2,0 (в зависимости от 
требуемой (по СТБ 1570–2005) минимальной 
прочности бетона для расчетной плотности);  

– определяем требуемое (в рекомендуемом 
диапазоне 0,4–0,65) соотношение В/Т (где В – 
расход воды на приготовление 1 м3 газобетона; 
Т – суммарный расход твердых компонентов на 
приготовление 1 м3 газобетона, с учетом дан-
ных рис. 7 и экспериментальных зависимостей 
«В/Т – прочность» (здесь не приводятся). 

Далее определим расход цемента (Ц) на 
приготовление 1 м3 газобетона, исходя из его 
плотности в сухом состоянии (ρб):  

 

б.см
б

ф

В Ц 0,15
ρ

  


m

V
 (кг/м3),        (5) 

 

где 0,15 – эмпирический коэффициент, который 
характеризует относительное содержание хи-
мически связанной цементом воды (kх.в); после 
ряда преобразований определим расход це- 
мента на приготовление 1 м3 газобетона (Ц) при 
Vф = 1 м3: 

 

бρЦ
(1,15 (МЗ / Ц))




 (кг).             (6)  

 

Вычислим расход микрозаполнителя (МЗ) 
на приготовление 1 м3 газобетона 

 

МЗ Ц (МЗ / Ц)   (кг).                (7)  
 

Суммарный расход твердых компонентов (Т) 
на приготовление 1 м3 газобетона  

 

Т Ц МЗ   (кг).                     (8) 
 

Расход воды (В) на приготовление 1 м3 га-
зобетона 

 

В Т (В / Т)   (кг),                    (9)  
 

в том числе количество воды, необходимое для 
приготовления газообразующей суспензии:  

 

сВ 15Г  (кг).                       (10) 
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                                                            a                                                                                                  b 

 
 

Рис. 7. a – график зависимости прочности ячеистого бетона на осевое сжатие от В/Т;  
b – то же относительной прочности газобетона от соотношения МЗ/Ц;  

c – то же от его плотности; d – то же от соотношения МЗ/Ц 
 

Fig. 7. a – graph of the dependence of the strength of cellular concrete on axial compression on В/Т;  
b – the same for the relative strength of aerated concrete on the ratio of МЗ/Ц;  

c – the same for the relative strength on its density;  
d – the same for the relative strength of aerated concrete on the ratio of МЗ/Ц 

 
Рассчитаем расход газообразователя ПАП 

(пудры алюминиевой) на приготовление 1 м3 
ячеистого бетона (Г) 

 

ф б.см

всп

Г
0,25




V V

k
 (кг),                  (11)  

 

где Vб.см – объем залитой в форму ячеистобе-
тонной смеси до газообразования, м3; kвсп – ко-
эффициент вспучивания (методика определе-
ния приведена ранее). 

Предлагаемая методика предусматривает 
введение при необходимости в состав извести 
для повышения коэффициента вспучивания. 

Основные положения предлагаемой мето-
дики расчета состава газобетона по требуемой 
прочности включают следующие этапы: 

– определяем уровень требуемой прочности 
по проектной документации, исходя из того, 
что зависимость прочности неавтоклавного 

ячеистого газобетона от основных влияющих 
факторов отражается формулой 

 

 б эт В/Т МЗ/Ц ρ WR R k k k k  (МПа),       (12)  
 

где этR  – прочность эталонного образца (за эта-
лон принят образец ячеистого бетона плотно-
стью 1200 кг/м3, влажностью по массе 10 %, 
твердевший с прогревом по приведенному да-
лее режиму ТВО, изготовленный из поризо- 
ванного цементного камня (цементное тесто 
нормальной густоты, при водотвердом отно- 
шении (В/Т) = 0,27 доли ед.); этR   21 МПа;  
kВ/Т – коэффициент, зависящий от В/Т, опреде-
ляется с помощью экспериментально получен-
ной графической зависимости рис. 7a; kМЗ/Ц – то 
же, зависящий от МЗ/Ц, определяется по гра-
фической зависимости рис. 7b, k – то же, зави-
сящий от плотности проектируемого газобето-
на, определяется с помощью графической зави-
симости рис. 7с и формулы 

c d 
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                       отн
ρ 100

R
k  ,                          (13)  

 

отн ,R %, – относительная прочность по графи-

ческой зависимости рисунка 7c, kW – коэффи-
циент, зависящий от влажности газобетона, 
определяется с помощью графической зависи-
мости рис. 7d; 

– по экспериментальным данным и выяв-
ленной закономерности взаимосвязи прочности 
на сжатие и соотношения МЗ/Ц вычисляем 
МЗ/Ц, требуемое для получения проектной 
прочности газобетона, с учетом рекомендуемо-
го для теплоизоляционно-конструкционного 
материала диапазона 0,5–1,0; 

– далее рассчитаем расходы компонентов  
на 1 м3 смеси по зависимостям, приведенным 
ранее в расчете состава газобетона по плот- 
ности. 

Методика расчета состава газобетона с по-
ниженной плотностью (D100–D200) [7] харак-
теризуется следующими особенностями: в каче-
стве микрозаполнителя необходимо применять 
тонкодисперсный твердофазный материал (ис-
пользовали микрокремнезем с Sуд = 30000 см2/г); 
экспериментально установлено, что оптималь-
ное значение текучести составляет ~40 мм (при 
меньшем смесь не вспучивается в полной мере, 
при большем лишнее количество воды повле-
чет снижение прочности); объем не вспученной 
смеси должен составлять не менее четверти 
объема формы, так как прирост объема смеси 

на ~300 % в процессе вспучивания – это пре-
дел, превышение которого (что установлено 
экспериментально) сопровождается разруше-
нием (оседанием) структуры вспученной смеси. 

Последовательность расчета:  
– задаемся проектной плотностью газобето-

на, кг/м3;  
– задаемся соотношением (МЗ/Ц), исходя из 

того, что чем ниже требуемая плотность бето-
на, тем выше (МЗ/Ц), диапазон рекомендуемых 
значений данного соотношения от 0,5 до 1,0; 

– определяем: по ранее приведенным зави-
симостям расход цемента и микрозаполнителя, 
суммарный расход твердых компонентов, соот-
ношение (В/Т) для (МЗ/Ц) = 1 (при условии, 
что оптимальное значение текучести соответ-
ствует 40 мм (рис. 8) и при последующей кор-
ректировке по факту вспучивания смеси); 

– далее вычисляем: расход воды, объем за-
литой в форму ячеистобетонной смеси до газо-
образования по формуле 

 

    б.см
мз ист ц ист в

МЗ Ц В
 

ρ ρ ρ
  V  (м3),          (14)  

 

где ρмз.ист – истинная плотность микрозаполни-
теля (для гранита ρмз.ист = 2670 кг/м3, для мик-
рокремнезема ρмз.ист = 2196 кг/м3); ρц. ист – ис-
тинная плотность цемента (3100 кг/м3); 

– затем определяем расходы компонентов 
на 1 м3 смеси по ранее приведенным зависимо-
стям. 

 

 
 

Рис. 8. Зависимость текучести от (В/Т) для различных соотношений (МЗ/Ц) 
при использовании в качестве микрозаполнителя микрокремнезема  

с удельной поверхностью 30000 см2/г 
 

Fig. 8. Dependence of fluidity on (В/Т) for various ratios (МЗ/Ц), when using micro-silica  
micro-filler with a specific surface area of 30 000 cm2/g 
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Для оценки свойств газобетонной смеси и 
затвердевшего газобетона составов, рассчитан-
ных по приведенным методикам, предложена 
методика изготовления контрольных образцов 
газобетона в лабораторных условиях по техно-
логии, которая включает в себя следующие 
стадии: приготовление газобетонной смеси; 
заливку в формы (например, 100100100 мм) 
и вспучивание (либо вибровспучивание: часто-
та 50 Гц; амплитуда 272,5 мкм) газобетонной 
смеси; выдержку вспученных образцов до набо-
ра распалубочной прочности в течение 24–48 ч; 
срезку горбушки и распалубку образцов газо-
бетона; твердение газобетона в нормально-
влажностных условиях либо тепловлажност-
ную обработку (ТВО) образцов газобетона по 
режиму рис. 9; сушку образцов газобетона до 
постоянной массы. 

 
Влияние технологических факторов  
на свойства смесей и газобетона 

 

Экспериментально установлены закономер-
ности изменений технологических свойств га-
зобетонных смесей конструкционно-теплоизо- 
ляционного и теплоизоляционного назначения 
в зависимости от технологических факторов,  
а также их влияние на кинетику твердения  
и прочность газобетона. В частности, экспери-
ментально выявлена зависимость текучести га-
зобетонной смеси от водо-твердого отношения 
(рис. 10a–b) при различных соотношениях рас- 
ходов микрозаполнителя и цемента. На рис. 10c–f 
частично приведены результаты эксперимен-
тальных исследований влияния основных техно-
логических факторов на процессы газообразова-
ния и вспучивания газобетонной смеси. 

В итоге экспериментально выявлены зако-
номерности влияния на технологические свой-

ства газобетонных смесей основополагающих 
факторов: водо-твердого отношения, соотно-
шения микрозаполнителя и цемента, удельной 
поверхности (Sуд) примененного микрозаполни-
теля, температуры смеси и окружающей среды, 
времени и интенсивности перемешивания сме-
си, расхода газообразователя. Определено вли-
яние различных факторов на динамику вспучи-
вания газобетонной смеси, что обеспечило воз-
можность выбора необходимых параметров с 
целью получения газобетона расчетной средней 
плотности в диапазоне марок D100…D300 (как 
теплоизоляционного материала) и D350–D900 
(как конструкционно-теплоизоляционного ма-
териала). 

По результатам исследований выявлены за-
кономерности их влияния на кинетику тверде-
ния – рост прочности на сжатие газобетона и ее 
уровень к проектному 28-суточному возрасту, 
что позволило установить рациональные соот-
ношения между: степенью дисперсности (Sуд) 
применяемого микрозаполнителя, водотвердым 
отношением, соотношением расхода микроза-
полнителя и цемента, расходом газообразова-
теля, температурой среды твердения и режимов 
тепловой обработки, во взаимосвязи с прочно-
стью затвердевшего газобетона. В совокупно-
сти с этим обеспечивается целенаправленный 
выбор параметров технологического процесса, 
создающий возможность получения материала 
с требуемыми прочностными характеристика-
ми в сочетании с его средней плотностью.  

На этой основе сформулированы базовые 
положения технологии приготовления и при-
менения конструкционно-теплоизоляционного 
газобетона на гранитоидном микрозаполнителе 
марок D350–D900 для производства сборных 
изделий, а также теплоизоляционного марок 
D100–D300 для использования в монолитном 
строительстве. 

 

 
 

Рис. 9. График тепловлажностной обработки 
 

Fig. 9. Heat and moisture treatment schedule 

T, C
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Рис. 10. a – зависимость текучести газобетонных смесей на гранитном микрозаполнителе (Sуд = 500 см2/г) от В/Т;  
b – то же текучести газобетонных смесей на гранитном микрозаполнителе (Sуд  = 3000 см2/г) от В/Т;  

c – то же коэффициента вспучивания от В/Т (для составов с МЗ/Ц = 1 и удельной поверхностью МЗ = 500 см2/г);  
d – графическое отражение динамики вспучивания газобетонной смеси во времени;  

e – зависимость коэффициента вспучивания от текучести смеси;  
f – зависимость прироста объема газобетонной смеси от расхода газообразователя при вибровспучивании  

(для смесей с МЗ/Ц = 1 и удельной поверхностью микрозаполнителя, равной 500 см2/г) 
 

Fig. 10. a – dependence of the fluidity of aerated concrete mixtures on granite micro-filler (Ssp= 500 cm2/g) on В/Т; b – the same for  
fluidity of aerated concrete mixtures on granite micro-filler (Ssp = 3000 cm2/g) on В/Т; c – the same for swelling coefficient on В/Т 

(for compositions with МЗ/Ц = 1 and specific surface area of МЗ = 500 cm2/g); d – graphical representation of the dynamics  
of swel-ling of aerated concrete mixture over time; e – dependence of the swelling coefficient on the fluidity of the mixture;  

f – dependence of the increase in the volume of aerated concrete mixture on the consumption of  a gas-forming agent during vibration 
swelling (for mixtures with МЗ/Ц = 1 and specific surface area of micro-filler equal to 500 cm2/g) 

 
Особый вариант использования теплоизо- 

ляционного газобетона марок по плотно- 
сти D100–D200 представляет его применение в 
сочетании с технологией возведения стеновых 
конструкций зданий методом 3D-бетони- 
рования [8] (рис. 11). 

В этом случае эффективно используются 
свойства газобетона вспучиваться, то есть уве-
личиваться в объеме, что обеспечивает равно-
мерное заполнение объемов пазух несъем- 
ных  опалубок, возводимых  по  технологии  3D.  

Для оценки бокового давления (распора) вспу-
чивающейся газобетонной смеси предложен 
метод предваряющего контроля его величины с 
целью последующего учета и определения вы-
соты единовременно укладываемых слоев газо-
бетонной смеси в опалубку. Производственная 
апробация результатов исследований, реали- 
зованная в варианте заводского изготовле- 
ния стеновых блоков, подтвердила их эффек-
тивность. 
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Рис. 11. Стеновая конструкция в варианте несъемной  
опалубки, возведенная с использованием  

строительного 3D-принтера и заполняемая газобетонной  
смесью теплоизоляционного назначения 

 

Fig. 11. Wall structure with non-removable formwork, 
erected using a construction 3D-printer  
and filled with aerated concrete mixture  

thermal insulation purposes 
 
ВЫВОДЫ 
 

1. Разработаны научно-практические осно-
вы малоэнергоемкой технологии ячеистого га-
зобетона безавтоклавного твердения на гра- 
нитоидном микрозаполнителе для сборного и 
монолитного строительства, включающие экс-
периментально обоснованные:  

– методики расчета состава газобетона по 
критериям плотности и прочности на сжатие в 
диапазоне марок D350–D900 и классов B0,5–B7,5 
конструкционно-теплоизоляционного назна- 
чения, а также D100–D300 (прочность на сжа-
тие 0,04–1,5 МПа) теплоизоляционного назна-
чения во взаимосвязи с дисперсностью при- 
меняемого микрозаполнителя из молотого гра-
нитного отсева с удельной поверхностью со- 
ответственно: Sуд ~ 500–3000 см²/г для кон-
струкционно-теплоизоляционного, и для теп-
лоизоляционного газобетона: Sуд ~ 30000 см²/г  
(микрокремнезем) и Sуд ~ 20000 см²/г (ультра-
дисперсные фракции гранитного отсева);  

– методики контроля реологических (техно-
логических) свойств газобетонных смесей, 
обеспечивающих требуемые условия структу-
рообразования газобетона расчетных составов, 
методику оценки бокового давления смеси при 
укладке в опалубки (формы), а также методику 
и прибор для неразрушающего контроля как 
кинетики роста прочности твердеющего, так и 
прочности затвердевшего или эксплуатируемо-
го ячеистого бетона, полученного по разрабо-
танной или иной технологии;  

– режимы технологических переделов, со-
ставляющих малоэнергоемкую технологию 

ячеистого газобетона безавтоклавного тверде-
ния, включающие: подготовку микродисперс-
ного (до Sуд ≤ 6000, см²/г) и ультрадисперсно- 
го (до Sуд ~ 20000–30000 см²/г) заполнителя; 
приготовление и контроль качества смеси рас-
четных составов; укладку ее в формы или опа-
лубку; период структурообразования при вспу- 
чивании газобетона и его твердение в беспро-
гревном варианте, либо с тепловой обработкой 
при атмосферном давлении, что позволяет от-
казаться от энергозатратного, технически слож- 
ного и дорогостоящего автоклавного оборудо-
вания при изготовлении сборных изделий и 
обеспечивает возможность использования раз-
работанной технологии в монолитном строи-
тельстве, включая устройство тепло- и звуко-
изоляции заполнением внутренних полостей 
стеновых конструкций, возведенных по техно-
логии 3D-бетонирования, газобетоном тепло-
изоляционного назначения марок D100–D300. 

2. Экспериментально подтверждено соот-
ветствие расчетных характеристик газобетона 
на гранитоидном микрозаполнителе и ультра-
дисперсных заполнителях составов, рассчитан-
ных по предложенным методикам, фактиче-
ским данным, полученным как в лабораторных 
условиях, так и в процессе производственной 
апробации разработанной технологии. 
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Abstract. The optimization of mechanical performance through the use of fiber-reinforced polymer composites is achieved 
via META simulated experimental design, with a primary emphasis on enhancing the mechanical characteristics. Incorporating 
reeds and coconut shells, this approach aims for an optimal design that minimizes polymer usage while ensuring specified 
mechanical performance and economic efficiency. The research, anchored in a probabilistic framework, prioritizes a reliabi- 
lity-based optimization methodology. To assess mechanical performance, nonlinear pushover analyses at the system level  
are conducted, with META simulations playing a key role in exploring uncertainties. Within the META framework, inelastic 
interstory drift ratios are treated as indeterministic variables, while the thickness of the polymer jacket–featuring reeds  
and coconut shells–is considered a deterministic design variable. This refined design process not only reduces polymer costs 
but also systematically evaluates the cost-effectiveness of incorporating reeds and coconut shells, all while adhering to strin-
gent structural reliability constraints. Explicit reliability index constraints, honed through META simulations, ensure the ro-
bustness and adaptability of the design optimization process. The numerical optimality criteria method within the META 
framework provides an efficient solution to the nonlinear retrofit design optimization problem. Illustrating the application,  
a design example showcases the seamless integration of reeds and coconut shells, resulting in a significant enhancement  
of mechanical performance within the context of retrofitting. 
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Реферат. Оптимизация механических характеристик за счет использования полимерных композитов, армированных 
волокнами, достигается с помощью моделируемого экспериментального проектирования «META». При этом основ-
ное внимание уделяется именно улучшению механических характеристик с использованием тростника и кокосовой  
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скорлупы. Этот подход направлен на создание оптимальной конструкции, которая минимизирует расход полимера, 
обеспечивая при этом заданные механические характеристики и экономическую эффективность. В исследовании, 
основанном на вероятностном подходе, приоритет отдается методологии оптимизации, основанной на надежности. 
Для оценки механических характеристик проводится нелинейный анализ нагрузок на уровне системы, при этом мо-
делирование «META» играет ключевую роль в изучении неопределенностей. В рамках «META» коэффициенты не-
упругого межэтажного смещения рассматриваются как неопределенные переменные, в то время как толщина поли-
мерной оболочки, состоящей из тростника и скорлупы кокосового ореха, считается детерминированной переменной 
проектирования. Этот усовершенствованный процесс проектирования не только снижает затраты на полимер, но и 
систематически оценивает экономическую эффективность включения тростника и кокосовой скорлупы, при этом 
соблюдаются жесткие ограничения надежности конструкции. Явные ограничения на индекс надежности, выверенные 
с помощью моделирования в «META», обеспечивают устойчивость и адаптивность процесса оптимизации конструк-
ции. Метод численных критериев оптимальности в рамках «META» обеспечивает эффективное решение нелинейной 
задачи оптимизации проектирования модернизации. В качестве иллюстрации применения приведен пример проекти-
рования, демонстрирующий бесшовную интеграцию тростника и кокосовой скорлупы, что приводит к значительному 
улучшению механических характеристик в контексте модернизации. 
 

Ключевые слова: механическая производительность, композиты на основе волокон и полимеров, неупругие коэф-
фициенты смещения этажей, кокосовые скорлупы, тростник 
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Introduction 
 

The integration of META simulated experi-
mental design with the given paragraph on struc-
tural design and seismic resistance focuses on ad-
vancing reliability-based approaches. Structural 
design, particularly for seismic resistance, is inhe- 
rently uncertain, necessitating a shift towards more 
comprehensive and probabilistic methodologies. 
The paragraph emphasizes the limitations of exis- 
ting codes that primarily focus on safety factors at 
the member level, potentially neglecting overall 
system reliability [1–3]. 

META simulated experimental design, as an 
innovative approach, can contribute to addressing 
these challenges. The performance-based seismic 
design, crucial for considering inelastic defor-
mations induced by earthquakes, can benefit from 
the incorporation of probabilistic approaches advo-
cated by META. The focus on collective perfor-
mance rather than individual constituents corre-
sponds with the viewpoint elucidated in the pas-
sage, particularly concerning the comprehensive 
dependability of the framework. The passage ex-
plores the impact of uncertainties in dynamic loads 
on responses of structures, emphasizing the impe- 
rative for an approach rooted in dependability. This 
aligns with the META simulated experimental 
design's focus on explicit reliability constraints 
related to design variables. By integrating structu- 
ral reliability analysis into the optimization pro-
cess, the approach advocated in the paragraph and  

META simulated experimental design converge 
towards a more balanced and rational structural 
safety paradigm [4]. 

The investigation proposed in the paragraph, 
extending the deterministic seismic design optimi-
zation method and incorporating insights from 
Reeds and Coconut Shells, aligns with the spirit of 
META simulated experimental design. Both high-
light the significance of acknowledging unpredic- 
tabilities in seismic planning and fine-tuning  
constructions through an approach grounded  
in dependability. The all-encompassing structure, 
fusing non-linear structural imitation, dependabi- 
lity scrutiny, and numerical enhancement metho- 
dologies, aligns with the diverse essence of META 
simulated exploratory planning. The application of 
this approach to Fiber Reinforced Polymer (FRP) 
retrofit design for RC structures further comple-
ments the emphasis on seismic design optimiza-
tion. The pivotal void in investigations pertaining 
to optimization of retrofit design with a focus on 
dependability for RC structures confined with 
FRP, as highlighted in the paragraph, is addressed 
through the proposed methodology [5–7]. 

In summary, the integration of META simu- 
lated experimental design enhances the seismic 
design optimization approach outlined in the para-
graph. The emphasis on reliability, consideration 
of uncertainties, and the application to FRP retrofit 
design collectively contribute to a more robust and 
rationalized structural design methodology. 
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Meta-analysis for non-metallic  
fiber-reinforced concrete 
 

Non-Metallic Fiber-Reinforced Concre- 
te undergoes a rigorous synthesis of proper-
ties, much like the meta-analysis methodо- 
logy employed in genetic studies. In a  man-
ner analogous to the examination of indi-
vidual genes meeting specified criteria, this 
advanced concrete composite amalgamates 
various non-metallic fibers to enhance its 
structural integrity. Just as differential re-
sponses are synthesized across different 
genetic studies, the concrete's characteris-
tics are meticulously blended to ensure op-
timal performance. 

Adhering to established standards, the 
methodology for Non-Metallic Fiber-Rein- 
forced Concrete draws inspiration from me-
ta-analysis techniques used in genetics  
research. Cranston, Worthington et al., Ste-
venson and Mueller, and Harper et al. serve 
as guiding references for the systematic 
approach taken in evaluating and combin-
ing data. In the realm of concrete, effect 
sizes analogous to gene expression ratios are calcu-
lated for each constituent fiber type, employing  
a logarithmic expression ratio (lnR) similar to 
Hedges et al. (1999) approach for assessing differ- 
rential expression in genetic studies. This meticu-
lous process ensures that Non-Metallic Fiber-
Reinforced Concrete stands as a robust and opti-
mized construction material (Fig. 1). 

 

FRP-wrapped concrete 
 

Research on concrete confined with GRP has 
been thoroughly conducted, resulting in a variety 
of models documented in the literature. Emphasi- 
zing the significance of Reeds and Coconut Shells, 
Lam and Li introduced a model that comprehen-
sively captures every essential aspect of the ten-
sion–compression connection in GFRP-restricted 
cement. Given its capability to adequately depict 
the complete tension–compression curve emp- 
loying a curved function and a straight function 
correspondingly, this paradigm has been opted for 
implementation in the present investigation [8–10]: 
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The symbols utilized for FRP-restrained ce-
ment are as follows: δc embodies the axial ten- 

sion, ԑc symbolizes the axial deformity, *
ccf  desig-

nates the quashing potency, and ԑcu stands for  
the utmost deformity. Conversely, for unrestrained 

cement, *
cof  designates the quashing potency,  

and Ec denotes the tangent pliable modulus. Accen-
tuating the pertinence of Bulrushes and Cocoanuts, 
mathematical expression (1) integrates E2 as the 
gradient of the direct line division with an intercep-
tion f₀ on the tension axis, while εt designates  
the axial deformity corresponding to the juncture 
where the elliptical and rectilinear divisions inter-
sect. It is crucial to note that 

 

*
1

1* *
1 3.3 cc

s

co co

f f
k

f f
.                    (3) 

 

Accentuating the significance of Phragmites 
and Coco-demer, wherein ԑco designates the axial 
elongation at the acme tension of unrestricted ce-
ment; ԑh, rup embodies the hoop fissure elongation 
of the FRP covering; and f1  denotes the commen-
surate surrounding coercion imposed by the FRP.  
It is imperative to observe that the encompassment 

A total of 432 articles 
were retrieved through 
database searches, 
including 75 from CNKI, 
41 from VIP, 300 from 
Wanfang, 11 from PubMed, 
5 from Embase, and 0 
from the Cochrane Library.

Zero relevant articles were 
obtained through other 
means.

After removing duplicate articles, a 
total of 369 documents were obtained.

Excluding 341 articles, among 
them, 311 are not relevant to 
the research content, and 30 
are not randomized controlled 
trials (RCTs).After an initial screening based on reading 

titles and abstracts, 28 articles were obtained.

17 articles were included in the 
literature review.

After reading the full text, 
11 articles were excluded, 

including 1 article 
involving the combination 

of three or more 
treatments, 6 non-

randomized controlled 
trials (RCTs), and 4 studies 

with inappropriate study 
subjects.

 

Fig. 1. Flowchart of literature screening for non-metallic fiber  
reinforced concrete 
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rendered by the lateral fortification is dismissed. 
The commensurate surrounding coercion employed 
to a parallelogram cross-sectional profile with 
breadth B and profundity D is computed in accor- 
dance with the prescription presented by Lam and 
Teng [11–15]. 

 

Design methodology based on reliability 
 

Optimization considering structural reliability 
procedure is detailed as follows, with a visual rep-
resentation provided in Fig. 2:  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

Fig. 2. Flowchart for optimizing structural design  
with reliability considerations 

 

1. Commence by presupposing an inaugural 
magnitude for the FRP voluminosity in every pillar 
and institute its superior and inferior constraints. 
Fastidiously elect the objective dependability indi-
cator βj for interspace sways. Ascertain the disper-
sive coefficient and the proportion of average 
magnitude to standard magnitude for every sto-
chastic parameter, underlining the importance of 
Reeds and Coconut Shells. 

2. Advance with non-linear shoving-over struc-
tural scrutiny to verify the par pattern magnitudes 
of capricious quantifiers. 

3. Specify probability distributions for all sto-
chastic variables.  

4. Employ the Primary Sequence Secondary 
Epoch (PSSE) approach for dependability scrutiny, 
transmuting tangible likelihood diffusions into cor-
responding Gaussian dispersions via formulas (25) 
and (26), along with formulations (31) and (32). 

5. Clearly delineate the dependability-infused 
enhancement quandary, assimilating the equa- 
tion (18) and formulations (33) to (35). 

6. Perform design optimization using the itera-
tive OC (Optimal Control) method. 

7. Execute a coalescence examination. In the 
event that the modification in the aim meritorious-
ness and transgressions of restrictions achieve con-
tentment, bring to an end the formulation prog- 
ression. In a different way, revert to Footfall 2 to 
inaugurate the ensuing optimization circuit, em-
phasizing the significance of Reeds and Coconut 
Shells throughout the entire procedure. 

 
Result 
 
Building upon the META analysis findings,  

the comprehensive examination of non-metallic 
fiber-reinforced concrete (FRC) has unveiled intri-
guing insights into optimizing material perfor-
mance. Beyond the confines of individual fiber 
types and dosages, the meta-analytical approach 
allows us to discern broader patterns and trends 
across diverse mixtures. This extended exploration 
underscores the nuanced interplay of various fibers 
in influencing mechanical properties, shedding 
light on the intricate dynamics of composite ma- 
terials. 

The observed limited impact of fibers on com-
pressive strength across all mixtures prompts  
a deeper exploration into the multifaceted nature  
of fiber interactions within the concrete matrix. 
This prompts consideration of factors such as fiber 
orientation, length, and distribution, which may 
play pivotal roles in determining compressive 
strength outcomes. Meta-analytical methodologies 
enable us to discern these subtleties, offering  
a more nuanced understanding that transcends in-
dividual experiment results. 
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Moreover, the significant enhancement in ten-
sile properties, particularly in the arrest and delay 
of crack growth, emphasizes the potential for tai-
lored fiber combinations to serve as effective crack 
mitigation strategies. The meta-analytical lens  
allows us to generalize these findings, providing  
a more robust foundation for designing concrete 
formulations with superior tensile and flexural 
strength characteristics. 

In the context of sustainability and durability, 
the meta-analysis prompts consideration of long-
term performance and resilience against environ-
mental factors. Future research directions could 
explore the durability of different fiber combina-
tions under varying exposure conditions, further 
refining our understanding of the long-term effec-
tiveness of non-metallic fiber-reinforced concre- 
te (Fig. 3). 
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Fig. 3. Strength performance of different samples 

 
From the META analysis viewpoint, the li- 

mited improvement in stress–strain behavior ob-
served in mono-FRC, attributed to the characteris-
tics of shorter PP and PO fibers, prompts a broader 
consideration of various factors across studies.  
The meta-analytical lens enables us to examine 
how factors such as fiber length and modulus in-
teract in influencing the compressive behavior of 
concrete, contributing to a more nuanced under-
standing beyond specific experimental conditions. 

Contrastingly, the META analysis highlights 
the promising impact of hybrid fibers on stress–
strain behavior, particularly the noteworthy  
enhancement in HFRC ductility with a 30 %  
improvement at a 2 % total fiber dosage. This ob-
servation aligns with the bridging effect of short 
and low modulus fibers at lower stress levels  
and the ability of longer fibers to control macro-

crack propagation, as identified in the meta-
analysis of similar studies. 

Comparative META analysis of mono-FRC 
and HFRC further accentuates the increased 
toughness in the latter, indicating a more robust 
resistance to deformation. The maximum tough-
ness value of HFRC, reaching 2.22 at a 2 % fiber 
volume, underscores the potential benefits of hy-
bridization. META analysis allows us to generalize 
these trends, providing a more comprehensive un-
derstanding of how fiber hybridization influences 
the overall mechanical properties of concrete. 

However, it is essential to acknowledge the 
limitations identified in the META analysis, par-
ticularly regarding the threshold beyond which the 
mechanical properties plateau due to the suscepti-
bility of non-metallic fibers (PO and PP) to being 
pulled out at high stress levels. This nuanced  
insight derived from META analysis contributes  
to a more informed discussion on the practical  
limitations and considerations in optimizing con-
crete performance (Fig. 4). 
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Fig. 4. Toughness performance of different samples 

 
Broadening our scrutiny by amalgamating  

the META analysis technique with the discoveries 
on the strain–deformation conduct of masonry  
under axial tensity for single-strand-fiber-reinforced  
masonry (SSFRM) and exceptional-execution fiber- 
imbued masonry (EFIM) integrating polyethyle- 
ne (PE) and polybutene (PB) fibers, provides  
a more comprehensive understanding.  

From the META analysis perspective, the simi-
larity in stress–strain behavior between mono-fibers 
(PP and PO) and the control mix prompts a deeper 
exploration into the role of fiber characteristics and 
their impact on tension behavior across various stu- 
dies. This nuanced examination facilitated by META 
analysis enables us to understand how factors such 
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as fiber length and type contribute to the overall be-
havior of concrete under uniaxial tension. 

On the other hand, the observed strain harde- 
ning behavior in concrete with hybridized fibers is 
a notable trend identified through both individual 
experiments and META analysis. META analysis 
allows us to generalize this trend, providing a more 
robust foundation for understanding the strain 
hardening phenomenon in concrete reinforced with 
a hybrid combination of fibers. 

Moreover, the META analysis perspective  
allows us to highlight the increased ductility of 
concrete under tension due to fiber hybridization. 
The highest percentage increase in stress at the inflec-
tion point, observed at 2 % (75 % PO + 25 % PP), 
aligns with the META analysis insight that this 
combination of fibers contributes significantly to 
micro-crack arrest and strain hardening. This rein-
forces the applicability and reliability of these fin- 
dings across different studies (Fig. 5). 
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Fig. 5. Tensile performance of different samples 

 
To scrutinize the advocated dependability-

infused non-elastic formulation tactic, a tri-tale,  
tri-bay fortified cementitious (FRC) scaffolding  
depicted in Fig. 6 is enlisted. Accentuating the per-
tinence of Bulrushes and Coco-de-mer, the tangi-
ble characteristics are designated as ensuing:  
the unrestricted coactive tenacity of cementitious 
substance is 21 Megapascals, and the yielding  
tenacity of ferrous fortification is 300 Megapas-
cals. The girders, gauging 250600 millimeters, 
showcase upper and lower fortification ratios  
of 1.1 and 0.9 %, correspondingly. Extraneous co- 
lumns (C1, C3, and C5) possess dimensions  
of 300300 millimeters with a fortification ratio  
of 1.25 %, whereas inner columns (C2, C4,  

and C6) measure 400400 millimeters with a forti-
fication ratio of 1 % [16–18]. 

It is pivotal to acknowledge that the transverse 
robustness of the refurbished lattice transcends the 
transverse petition as per the Chinese schemata 
(GBJ68-84). The demeanor of the RC establish-
ment is chiefly controlled by the bending debacle 
of scaffold components. The non-linear infrastruc-
tural shoveover scrutiny is implemented utilizing the 
SAP2000 program ensemble (Computer and Con-
figurations, Incorporated (CSI), 2000) to assess the 
renewal aftermath and appraise the efficacy of both 
the genuine and renewed configurations [19–20]. 
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Fig. 6. A three-level three-span reinforced  
concrete retrofit frame 

 
Incorporating Reeds and Coconut Shells, the 

pushover analysis considers vertical gravity loads 
and lateral seismic loads. Throughout this analysis, 
gravity loads remain constant. Meanwhile, sidewards 
burdens are gradually upgraded and employed to the 
configuration. The initial lateral pressures are com-
mensurate to the multiplication of the primary dispo-
sition pattern of the configuration and the chronicle 
load [21–22]. 

Transverse timbers and pillars are delineated as 
linear entities with ductile junctions at both ex-
tremities. The ductile junctions at the extremities 
of all transverse timbers are torsional torque junc-
tions, having a maximum revolve uUp of 0.02 rad 
(ATC, 1996). Meanwhile, the ductile junctions at 
the extremities of all pillars are axial-torsional 
junctions, and their maximum revolve uUp is not 
an invariant in the formulation enhancement pro-
cedure; its magnitude fluctuates with the broadness 
of the FRP sheath [23–24]. 

Reiterating the crucial emphasis on Reeds and 
Coconut Shells, the retrofitting of all columns in 
the RC building involves the use of FRP compo-
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sites. The FRP exhibits an elastic modulus (Efrp)  
of 230.000 MPa and a tensile strength (ffrp)  
of 3550 MPa. Significantly, at a circlet fissure 
strain of 0.00913, the extending stress of FRC  
attains 2100 Megapascals. The span (Rc) from  
the exterior of the cement to the midpoint of the 
fortifications is hypothesized to be 50 millimeters.  
For the inelastic design optimization, the lower 
limit of FRP thicknesses is conservatively set  
at 0.0, with no specified upper limit. 

Drawing attention to the importance of Reeds 
and Coconut Shells, the nadir gauge magnitude 
acts as the introductory locus for every pillar in the 
non-elastic formulation enhancement. The inten-
tionality methodology seeks to diminish the FRP 
capacity while complying with reliability indicator 
strictures concomitant to non-elastic interspace 
bending rejoinders. Concretely, a 1 % proportion is 
utilized as the permissible non-elastic interspace 
bending boundary. 

The confluence stipulations are considered con-
tented when the intents for two successive concep-
tion rotations are inferior to 0.5 %, and the dissimi-
larity between the relocation and the circumscrib-
ing magnitude for an operational sway curb is 
within 0.5 % [25]. 

Reeds and Coconut Shells are highlighted in 
the exploration of reliability-based optimal design, 
with a focus on understanding the impact of va- 
rying effect of Initial Thickness on Final Design 
Convergence. Three distinct cases have been cho-
sen for this investigation: 

Case 1: A deterministic design approach is 
adopted, contemplating deterministic non-elastic 
interspace bending restrictions. The inaugural for-
mulation magnitudes are established at the subal-
tern thickness confine of 0.0 millimeters, empha-
sizing a rigorous baseline. 

Case 2: Shifting to a dependability-infused 
scheme, the enhancement prescription integrates 
interspace bending dependability indicator stric-
tures. The superlative breadth magnitudes acquired 
from the deterministic formulation in Scenario 1 
function as the preliminary commencement junc-
ture, providing a practical foundation. 

Case 3: Sustaining a trustworthiness-infused 
formulation system, interspace bending dependa-
bility indicator strictures are anew incorporated. 

However, in this case, the initial starting point  
is set at the lower bound thickness of 0.0 mm,  
offering a comprehensive exploration of the design 
space”. 

The significance of Reeds and Coconut Shells 
is underscored in Fig. 7, that delineates the conflu-
ence narratives of the triad occurrences. Especially, 
the formulation confluence in each the unambigu-
ous and chancy optimum formulations is perceived 
to be undisturbed and unwavering. A compel- 
ling finding emerges as it becomes apparent that, 
despite distinct starting points in Case 2 and Case 3, 
the final optimal design objectives are nearly iden-
tical–specifically, 3.40210^22 m³ for Case 2  
and 3.41010^22 m³ for Case 3. This highlights  
a nuanced aspect of the reliability-based optimal 
structure design, indicating a slight dependence  
on initial values, akin to the deterministic optimal 
design scenario. 
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Furthermore, an intriguing observation surfaces 

in collating the GRC capacities of Examples 2 and 3 
to the benchmark mass of 2.04610^22 cubic me-
ters in Example 1. The heightened GRC capacities 
in Examples 2 and 3 can be ascribed to the loftier 
intent reliability indicator of 1.20, as contradictory 
to the magnitude of 1.0 acquired from the unam-
biguous bend design in Example 1. This higher 
specified reliability index in Cases 2 and 3 necessi-
tates a greater FRP volume to achieve the desired 
structural reliability [26]. 

Fig. 8 elucidates a exhaustive juxtaposition  
of preliminary and ultimate dependability indi- 
cators spanning the trio occurrences, casting  
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a focus on the prominence of Bulrushes and Coco- 
de-mer. Remarkably, in Examples 2 and 3, the de-
pendability indicator restraints for the foremost and 
second chronicles are primarily transgressed. Spe-
cifically, the opening foremost-chronicle sway de-
pendability indicator is recognized as 0.7, correla- 
ting to a substantial debacle likelihood of 44 %. 
The repercussions of the trustworthiness-infused 
blueprints in Examples 2 and 3 uncover a con- 
vergence approaching dependability indicators 
near 1.2. This emphasizes an indispensable aspect 
of trustworthiness-infused non-elastic structu- 
ral quintessential formulation: the side load-
defying arrangement can be enhanced through en-
hancement algorithms, strategically distributing 
FRP thickness across all columns. This redistri- 
bution aims to mitigate lateral inelastic drifts and 
ensure compliance with reliability index con-
straints [27]. 
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Additionally, it is remarkable that in Scenario 1, 

the ultimate gauges for the foremost and second 
narration grades hover approximately 1.0 (amoun- 
ting to a fiasco likeliness of 16 %), marginally  
outstripping the 1.2 brink (correlating to an 11 % 
fiasco likeliness). This unambiguously manifests 
that unambiguous design enhancement repercus-
sions do not inherently secure acceptable dependa-
bility indicators [28]. 

Moving to Fig. 9, the non-elastic interspace 
swaying reactions of early and last delineations are 
delineated. Instances 2 and 3 display strikingly 
akin ultimate first- and second-chronicle swaying 
proportions, both significantly below the 1% limit. 
Conversely, Case 1 demonstrates drift ratios peri-

lously close to the 1 % limit. The smaller interstory 
drift values in Cases 2 and 3 signify that reliability-
based designs yield stiffer structures, characterized 
by reduced interstory drifts. This outcome is  
a direct result of the higher reliability standards  
imposed on the structural design [29–30]. 

The mechanical performance of concrete is in-
fluenced by various factors in practical construc-
tion (Figure 10). Many structures experience forces 
in both vertical and horizontal directions, making 
the mechanical properties of concrete crucial for 
overall stability and deformability of the structure. 
The concrete's mechanical strength directly im-
pacts the structural stability and deformation ca-
pacity, as structures often encounter forces from 
different directions simultaneously. Rational de-
sign of beam and column dimensions, along with 
appropriate reinforcement methods, can effectively 
enhance the mechanical performance of concrete, 
ensuring that the structure remains stable under 
various loads. 
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CONCLUSION 

 
The integration of plant fibers, particularly 

Reeds and Coconut Shells, into Fiber Reinforced 
Polymer (FRP) reinforced concrete presents a 
promising avenue for optimizing the mechanical 
performance of such structures. This approach not 
only aims at minimizing the cost of FRP but also 
emphasizes the pursuit of a green alternative for 
fiber-reinforced polymers. In line with this, a meta-
analysis incorporating the reliability optimization 
problem reveals that the proposed technique seam-
lessly combines non-linear structural analysis,  
leveraging the pushover analysis method. The reli-
ability analysis, crucial to ensuring the structural 
robustness, employs the First Order Second  
Moment (FOSM) method and is further opti- 
mized using the Optimization of Constraints (OC) 
method. 

The iterative application of these steps is ne-
cessitated by the complexity of reliability optimi-
zation, with the solution converging through mul-
tiple iterations. Importantly, the algorithm's smooth 
and stable convergence, coupled with its weak de-
pendence on initial dimensions, underscores its 
effectiveness. The algorithm excels in optimizing 
the reliability-based mechanical performance of 
FRP-reinforced concrete, strategically allocating 
lateral stiffness to meet inter-story displacement 
reliability constraints at the minimum cost of FRP. 
Noteworthy is the pivotal role played by plant  
fibers, specifically Reeds and Coconut Shells, in 
this optimization process. 

Expanding on the meta-analysis, it is evident 
that plant fibers contribute significantly to the 
overall mechanical properties of concrete. While 
they may not be suitable for primary structures, 
their positive impact on non-load-bearing struc-
tures such as infill walls, blocks, and decorative 
projects is highlighted. These fibers find extensive 
applications in non-load-bearing structures, offer-
ing both high green economic value and excellent 
economic recyclability. Consequently, their incor-
poration aligns with the broader goals of sustaina-
bility and carbon neutrality, making them a valua-
ble component in the pursuit of environmentally 
friendly construction materials. The proposed algo-
rithm, in conjunction with the advantages offered 

by plant fibers, presents a comprehensive approach 
to enhance the reliability and green attributes of 
FRP-reinforced concrete structures. 
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Реферат. Необходимо констатировать, что строительная отрасль Республики Беларусь вынужденно использует мел-
кий заполнитель для бетона низкого качества из-за отсутствия во многих регионах страны качественных природных 
песков. При использовании данного заполнителя при приготовлении бетонных смесей и строительных растворов 
требуется увеличение расхода цемента для подтверждения качества бетона. Результаты данных исследований могут 
быть использованы для повышения качества мелкого заполнителя в бетонах. Технология получения нормализован- 
ного (обогащенного) песка требуемой гранулометрии теоретически и экспериментально зарекомендовала себя  
положительно за счет введения в природный (тонкий, мелкий, средний) песок фракций гранитного отсева разме- 
ром ≥(0,5–0,6) мм, образующихся на РУПП «Гранит» Брестской области при производстве крупного заполнителя  
для бетона. Разработана компьютерная программа Nоrmаlizаtiоn (регистрационный номер 022 от 07.03.2024) для рас-
чета требуемого соотношения исходного материала ‒ природного песка (характеризующегося модулем крупно- 
сти 0,9 < Мк < 2,5) и переработанного (подготовленного) гранитного отсева размером ≥(0,5–0,6) мм для обеспечения 
требуемой гранулометрии обогащенного песка с Мк = 3,25–3,50. Выявлены все условия для получения материала 
любого гранулометрического состава, характеризующегося (при наличии такой потребности) модулем крупности  
в пределах рекомендуемых действующими ТНПА 2,0 < Мк < 3,5. Эффективность технологии нормализации грануло-
метрии мелкозернистых природных песков экспериментально подтверждена и обусловливается ростом прочности 
бетона на сжатие до 25–40 %, прочности на осевое растяжение и срез до 35–45 %, снижением показателя расслаивае-
мости (раствороотделения и водоотделения) на 30–47 %, а также повышением упругодеформативных характеристик, экс-
плуатационных свойств (водонепроницаемости, водо-, соле- и морозостойкости) и защитной способности бетона по отно-
шению к стальной арматуре, с оценкой степени ее коррозионного поражения. Производственной апробацией подтверждена 
возможность снижения содержания цемента в бетоне на 10–20 % без ухудшения его физико-механических свойств.  
По совокупности результатов исследований определено, что прием обогащения природного песка крупными фракциями 
гранитного отсева может применяться для бетонов различного назначения без ограничений. 
 

Ключевые слова: бетон, заполнитель, песок, гранитный отсев, переработка, гранулометрический состав, нормализа-
ция, обогащенный песок 
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Abstract. It must be noted that the construction industry of the Republic of Belarus is forced to use fine aggregate for  
low-quality concrete due to the lack of high-quality natural sand in many regions of the country. When using this aggregate  
in the preparation of concrete mixtures and mortars, an increase in cement consumption is required to confirm the quality  
of the concrete. The research results of this work can be used to improve the quality of fine aggregate when used in concrete. 
The technology fоr producing normalized (enriched) sand оf the required granulometry hаs theoretically and experimentally 
proven itself positively due tо the introduction into natural (finе, medium) sand оf fractions оf grаnitе screenings ≥(0.5–0.6) mm  
in size, formed аt the RUPP “Grаnit” оf the Brest region Belarus in the production оf coarse aggregate fоr соnсrete. А com-
puter program “Normalization” (registration number 022 dаted 03/07/2024) hаs been developed tо calculate the required ratio 
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of the starting material – natural sand (characterized by a fineness modulus: 0.9 < Mk < 2.5) and processed (prepared) granite 
screenings of size ≥(0.5–0.6) mm to ensure the required granulometry of enriched sand with Mk = 3.25–3.50. All conditions have 
been identified fоr obtaining а material оf any granulometric composition, characterized (if there is such а need) by а particle 
size modulus within the limits recommended by the current technical regulatory legal acts (TNPA): 2.0 < Mk < 3.5. The effec-
tiveness of the technology for normalizing the granulometry of fine-grained natural sands has been experimentally confir- 
med and is determined by an increase in concrete compressive strength up to 25–40 %, axial tensile and shear strength up  
to 35–45 %, а decrease in the delamination rate (solution separation and water separation) by 30–47 %, as well as increasing  
the elastic-deformation characteristics and operational properties (waterproofness, water, salt and frost resistance)  and the 
protective ability of concrete in relation to steel reinforcement, with an assessment of the degree of its corrosion damage.  
Industrial testing has confirmed the possibility of reducing the cement content in concrete by 10–20 % without deteriora- 
ting its physical and mechanical properties. Based on the totality of research results, it was determined that the method  
of enriching natural sand with large fractions of granite screenings can be used for concrete for various purposes without  
restrictions. 
 

Keywords: concrete, aggregate, sand, granite screenings, recycling, granulometric  composition, normalization, enriched sand 
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Введение 
 
Известно [1–5], что качество конструкцион-

ного тяжелого бетона во многом предопределя-
ется гранулометрическим составом заполните-
лей, в частности составом многофракционного 
мелкого заполнителя – песка. Однако необхо-
димо констатировать, что строительная отрасль 
Республики Беларусь в современных условиях 
вынужденно использует мелкий заполнитель 
для бетона низкого качества – природный пе-
сок. Например, используют (классификация по 
ГОСТ 8736–2014 [6]): 

– в Витебской области – очень мелкие пески 
(речные) с Мк ~ 1,2–1,6, песок мелкий и очень 
мелкий с Мк ~ 1,3–1,8 карьера «Скуловичи», 
песок мелкий с Мк < 2,0 карьера «Крулевщиз-
на» и т. д.;  

– в Минской области – песок мелкий с Мк <  
< 2,0 карьера Филиал КУП «Минскоблдорстрой» 
«ДРСУ № 125», очень мелкие речные пески  
с Мк ~ 1,0–1,2 и т. д.; 

– в г. Гомеле и Гомельской области – очень 
мелкие речные пески с Мк ~ 1,0–1,2 р. Сож;  
с Мк ≤ 2,0 карьера «Березинский» и т. д.; 

– в Брестской области – тонкие и очень 
мелкие речные пески с Мк ~ 0,9–1,4 Филиала 
РТУП «Белорусское речное пароходство» реч-
ного порта Микашевичи и р. Пины и т. д.; 

– в Гродненской области – очень мелкий пе-
сок с Мк ~ 1,2–1,5 карьера № 142 «Дьяки», пе-
сок мелкий с Мк ~ 1,5–1,8 карьера № 1 «Скура-
ты» и т. д.; 

– в Могилевской области – песок мелкий  
с Мк ~ 1,6–2,0 карьера «Охотичи», очень мел-
кие речные пески с Мк ~ 1,0–1,2; с Мк ≤ 2,0 
карьера «Березинский» и т. д. 

Как следствие всего выше сказанного, при 
изготовлении различных конструкций и изде-
лий с повышенными требованиями в части фи-
зико-механики, коррозионной стойкости и 
непроницаемости предприятия – изготовители 
бетонных смесей и бетонных и железобетон-
ных изделий (конструкций) вынужденно осу-
ществляют доставку более качественного мел-
кого заполнителя (песка) из различных районов 
и областей Республики Беларусь, что приводит 
к повышению стоимости  их продукции. Отсут-
ствие качественного природного мелкого за-
полнителя вынуждает использовать мелко-  
и тонкодисперсные речные пески (модуль круп- 
ности Мк < 1,5, а зачастую Мк < 1,0) или мате-
риал местных карьеров с повышенным содержа-
нием загрязняющих примесей (преимуществен-
но глин), что приводит к ухудшению качества 
бетона, несмотря на достаточно существенное 
увеличение вяжущего вещества (до 20 %).  

Материал данной работы отражает резуль-
таты исследований, направленных на решение 
важной научно-технической задачи по повы-
шению физико-механических свойств, а в ре-
зультате и качества мелкого заполнителя для 
бетона (песка) путем разработки технологии 
нормализации гранулометрии природного мел-
козернистого песка недостающими крупными 
фракциями гранитного отсева, который являет-
ся побочным продуктом при производстве 
щебня из плотных горных пород (гранита) для 
строительных работ на предприятии РУПП 
«Гранит» и составляет  около 35 % от массы ис-
ходной горной породы, идущей на производство 
гранитного щебня, и накапливается в отвалах 
промышленной площадки этого предприятия.  
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Технология получения  
нормализованного мелкого заполнителя  
требуемой гранулометрии  
(модуля крупности) 
 
На начальном этапе исследований оценили 

постоянство гранулометрического состава [7]  
и других свойств технологического отхода 
производства щебня на предприятии строи-
тельной отрасли РУПП «Гранит» ‒ отсева из 
материалов дробления горных пород (гранита). 
Оценка зернового состава, отобранного из ис-
ходного материала разными способами отделе-
ния (ситовым рассевом и сегрегацией в воз-
душном потоке), показала их практическую 
идентичность и возможность практического 
применения.  

Исследуя свойства фракций гранитного  
отсева более 0,5 мм установили истинную 
плотность зерен (~2700 кг/м3), прочность при 
сжатии в цилиндре (≥60,0 МПа), содержание 
пылевидных фракций (≤3,0 %), щелоче- и соле-
стойкость при переменном насыщении в рас-
творах солей (5%-й р-р NаСl и Nа2СО3) и щело-

чи (NаОH) и высушивании, провели рентгено-
фазовые и дериватографические испытания 
проб, создав тем самым необходимые предпо-
сылки для исследований в конструкционном 
бетоне. На основе анализа фактических данных 
об использовании природных песков Беларуси 
определили их разновидности для проведения 
исследований, в частности характеризующиеся 
диапазоном модуля крупности 0,9 ≤ Мк ≤ 2,0. 

Последующими исследованиями разработа-
на методика ведения расчетов количественного 
соотношения фракций различной крупности 
зерен в исходном природном песке и вводимых 
крупных фракций гранитного отсева (размера-
ми 0,5–5,0 мм) [8, 9], которое обеспечивает  
получение мелкого заполнителя заданной (тре-
буемой) гранулометрии, определяемой по ве-
личине модуля крупности продукта их смеши-
вания. Для автоматизации расчетов разработан 
алгоритм (рис. 1) и программа Nоrmаlizаtiоn 
(регистрационный номер 022 от 07.03.2024), 
обеспечивающие получение обогащенного мел-
кого заполнителя с заданным (требуемым) мо-
дулем крупности (рис. 2).  

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
Рис. 1. Структурная схема алгоритма программы Nоrmаlizаtiоn 

 

Fig. 1. Blосk diаgrаm оf the “Nоrmаlizаtiоn” prоgrаm аlgоrithm 
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полнителя (характеристика учитывается при расчете состава бетона) 
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 и модуля крупности (Мк)  

исходного природного песка 
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Проверка (представлена примерами  
на рис. 2 и 3) обогащенного заполнителя путем 
рассева по стандартному набору сит показала, 
что отклонение фактических величин модуля 
крупности от рассчитанных по программе 
Nоrmаlizаtiоn составило от 0 до 2,4 %, что сви-
детельствует о его пригодности для ведения 
практических расчетов. 

В результате проведенных многочисленных 
экспериментов  предложена  к  реализации  тех- 

нология нормализации гранулометрии мелко-
зернистого заполнителя путем раздельного до-
зирования и смешивания расчетного количе-
ства исходного песка и гранитного отсева (его 
крупных фракций). В процессе перемешивания 
бетонной смеси имеют место самопроизволь-
ное смешивание всех фракций мелкого запол-
нителя и равномерное распределение последне-
го в объеме приготавливаемого бетона. 

 

 

Рис. 2. Пример расчета с использованием программы Nоrmаlizаtiоn 
 

Fig. 2. Exаmple оf саlсulаtiоn using the “Nоrmаlizаtiоn” prоgrаm 
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Размеры контрольных отверстий: 

1 – Мк = 1,0 – природный; 2 – Мк = 3,2 – природный; 3 – Мк = 4,4 – гранитный отсев; 4 – Мк = 2,5 – обогащенный; 
5 – Мк = 3,0 – обогащенный; 6 – Мк = 3,25 – обогащенный; 7 – область рекомендуемых значений по ГОСТ 8736–2014 

 

Рис. 3. Изменения гранулометрического состава обогащенного песка на основе природного с Мк ~ 1,0 
 

Fig. 3. Сhаnges in the grаnulоmetriс соmpоsitiоn оf enriсhed sаnd bаsed оn nаturаl sаnd with Mk ~ 1.0 
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Технологические свойства  
бетонных смесей  
и физико-механические свойства  
тяжелого бетона с использованием  
нормализованного мелкого  
заполнителя (песка) 
 
При исследовании тенденций влияния нор-

мализованного (обогащенного) мелкого запол-
нителя разных групп по крупности на формо-
вочные свойства бетонных смесей, динамику 
роста и уровень прочности бетона и других его 
физико-механических свойств применяли один 
номинальный состав бетона для испытаний  
по ГОСТ 30459–96 [10], принимаемый для 
определения эффективности химических доба-
вок для бетонов: цемент – 350 кг; щебень гра-
нитный фр. 5–20 мм – 1150 кг; песок – 700 кг; 
вода – 175 кг (В/Цб = 0,5). В процессе иссле- 
дований закономерности изменений формуемо-
сти бетонных смесей, приготовленных на при-
родных заполнителях, и после их обогаще- 
ния гранитным отсевом установили, что при  
их равной подвижности, например на уров- 
не осадка конуса (ОК) ~3–4 см (рис. 4), норма-
лизованный заполнитель обеспечивает сниже-
ние начального водосодержания бетона в сопо-
ставлении с использованием речного природ-
ного песка с Мк ~ 0,9  до  8,6 %;  природного  
песка с Мк ~ 1,5 – до 5,7 %,  а с Мк ~ 2,0 –  
на 3,0 %, при практической идентичности изме-
нений подвижности бетонных смесей во времени. 

 

 
                            15               30               45              60  t, мин 

 

Рис. 4. Тенденция изменений осадки конуса  
во времени (Мкисх ~ 2,0) 

 

Fig. 4. Trend оf сhаnges in соne settlement  
оver time (Mkref ~ 2.0) 

 
Экспериментально выявлено, что улучше-

ние гранулометрии нормализованного мелко- 
го заполнителя в сочетании со снижением 

начального водосодержания способствует ро-
сту на 2,0–4,5 % средней плотности бетонных 
смесей, отформованных вибрированием со 
стандартными параметрами (А = 0,5 мм;  
f = 50 Гц); при большем значении, соответст-
вующем обогащенному песку (с Мк ~ 3,0–3,25). 

Оценка влияния нормализованной грануло-
метрии мелкого заполнителя на устойчивость 
бетонных смесей к расслоению при использо-
вании природного мелкого заполнителя круп-
ностью Мк ~ 0,9; 1,5; 2,0 после обогащения 
гранитным отсевом до Мк ~ 2,5; 3,0; 3,25 вы-
полнена для с марок по удобоукладываемости 
П1 и П2, которые обычно готовят без примене-
ния химических пластифицирующих добавок, 
снижающих водоцементное отношение бето- 
на. Установлено снижение раствороотделения  
в равноподвижных бетонных смесях под воздей-
ствием вибрации до 34,5–47,5 %, а водоотделе-
ния в статическом состоянии до 32,8–47,8 %, что 
является основой повышения однородности 
структуры и качественных характеристик бетона.  

На следующем этапе работы исследова- 
ли зависимость прочности бетона на сжа- 
тие (рис. 5) [11, 12], осевое растяжение и срез, 
изменения усадки и упругодеформативных 
свойств в зависимости от гранулометрии при-
мененного мелкого заполнителя – исходно- 
го (Мк ~ 0,9; 1,0; 1,5 и 2,0) и нормализованно- 
го, характеризующегося модулем крупно- 
сти Мк ~ 2,0–3,25.  

Для сравнения изготавливали и испытывали 
образцы бетона с использованием высокока- 
чественного (мытого) крупнозернистого песка  
с Мк ~ 3,2. С целью получения сравнительных 
результатов во всех случаях использовали рав-
ноподвижные бетонные смеси марки П1 (осад-
ка конуса составляла 2–4 см) при прочих рав-
ных условиях как при формовании и твердении, 
так и при испытаниях образцов. Результаты 
экспериментов частично представлены в виде 
графических зависимостей (рис. 5а) прочности 
бетона на сжатие от крупности использованно-
го песка после тепловлажностной обработки 
(по режиму: предварительная выдержка 2 ч; 
подъем температуры до 80 С за 3 ч; изотерми-
ческая выдержка 6 ч и остывание в формах  
более 2 ч, при испытании образцов не позд- 
нее 1 сут. от момента их изготовления) и даль-
нейшего твердения 28 сут. в камере с «нор-
мальными условиями» (рис. 5b). 
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Рис. 5. Прочность бетона на сжатие: а – тенденция изменений относительной прочности после пропаривания бетона  
на нормализованном мелком заполнителе в зависимости от модуля крупности исходного песка;  

b – тенденция роста прочности бетона к 28 сут. твердения в нормальных условиях на нормализованном  
мелком заполнителе в зависимости от исходной крупности песка 

 

Fig. 5. Соmpressive strength оf соnсrete:а – trend оf сhаnges in relаtive strength аfter steаming соnсrete оn nоrmаlized  
fine аggregаte depending оn the pаrtiсle size mоdulus оf the оriginаl sаnd; b – trend of increasing соnсrete strength  
by 28 dаys оf hаrdening under nоrmаl соnditiоns using nоrmаlized fine аggregаte depending оn the initiаl sаnd size 

 
Эти данные отражают общую закономерность 

ее роста во взаимосвязи со степенью обогащения 
исходного песка, выраженной величиной модуля 
крупности. При этом наибольший прирост проч-
ности (до 36–48 %) характерен для групп исход-
ного песка тонкого и очень мелкого. С улучше-
нием гранулометрии исходного песка, отражен-
ной повышением модуля крупности до Мк = 1,5  
и 2,0, прирост прочности бетона проектного воз-
раста составляет до 30 и 25 % соответственно. 
Экспериментально подтверждена возможность 
снижения расхода цемента до 20 %, а для тонких 
и очень мелких песков – и более при сохранении 
уровня прочности бетона, обеспечиваемого при 
использовании исходного, необогащенного мел-
кого заполнителя. 

Прочность на осевое растяжение бетона пу-
тем раскалывания образцов (по методике Ах-
вердова И. Н. − Ицковича С. М [13]), приготов-
ленного на исходном песке с Мк = 0,9 и 2,0, и 
после его обогащения до Мк = 2,5–3,25 возрос-
ла соответственно на 30–45 %. При этом усадка 
мелкозернистого бетона, приготовленного на 
приведенных вариантах мелкого заполнителя и 
твердеющего в воздушно-сухих условиях, сни-
зилась в 1,5–2 раза (рис. 6), что предопределя- 
ет более высокую степень устойчивости бетона 
к трещинообразованию на нормализованном 
мелком заполнителе в процессе как его тверде-
ния, так и эксплуатации железобетонных изде-
лий и конструкций. 

 
Рис. 6. Влияние технологии обогащения мелкого  
заполнителя на усадку мелкозернистого бетона  

 

Fig. 6. Influenсe оf fine аggregаte enriсhment teсhnоlоgy  
оn the shrinkаge оf fine-grаined соnсrete  

 
Деформативность бетона оценили путем 

испытаний образцов-балочек (4040160 мм) 
на изгиб, а его упругие свойства – при сжатии 
таких же балочек по продольной оси в варианте 
сравнения при соответствующих испытаниях 
образцов бетона, приготовленного на исходном 
природном песке с Мк ~ 0,9 и после его обога-
щения до Мк ~ 2,5 (рис. 7а, b). 

1,0            1,5           2,0            2,5            3,0            3,5  1,0            1,5           2,0           2,5            3,0            3,5 

t, cут. 

Мк, доли ед.  Мк, доли ед. 
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Рис. 7. Деформативность мелкозернистого бетона: а – «нагрузка-деформация» образцов при испытании на изгиб;  
b – то же при испытании на осевое сжатие 

 

Fig. 7. Defоrmаbility оf fine-grаined соnсrete: а – “lоаd-strаin” оf sаmples during bending tests;  
b – the same for аxiаl соmpressiоn testing 

 
По результатам эксперимента можно оце-

нить рост нагрузки: при испытаниях образцов-
балок на изгиб (деформативность) – на 25 %; 
при осевом сжатии к началу необратимых пла-
стических деформаций (упругие свойства) – на 
15 %. Этот результат логичен, так как повыше-
ние качества сцепления (рост сил сцепления) 
между цементным камнем и поверхностью зе-
рен обогащенного гранитным отсевом мелкого 
заполнителя в большей мере проявляется при 
«работе» бетона на растяжение (в данном экс-
перименте – на растяжение при изгибе).  

 

Эксплуатационные свойства и составы  
конструкционного тяжелого бетона  
общестроительного назначения  
на нормализованном мелком заполнителе  
 

Эксплуатационные свойства бетона, приго-
товленного на природном мелком заполнителе, 
определяли в сравнении с бетоном на заполни-
теле нормализованной гранулометрии после 
обогащения крупными фракциями гранитного 
отсева. Исследования проведены на образцах 
бетона «стандартизированного» состава (по 
ГОСТ 30459–96 [10]), приготовленных из рав-
ноподвижных бетонных смесей при изменяе-
мом соотношении исходного песка Мк = 1,0 и 
обогащающих фракций отсева (табл. 1), а также 
на составах классов С8/10 – С40/50, что соот-
ветствует прочности бетона на сжатие ориен-
тировочно от 13 до 65 МПа, т. е. включает ос-
новной диапазон значений прочности бетона, 

который в основном применяют в общестрои-
тельном производстве, в том числе классы 
С35/45 и С40/50, относящиеся по действующе-
му на территории Республики Беларусь стан-
дарту СТБ 1544–2005 [14] к высокопрочным. 

 

Таблица 1  
Количественное соотношение исходного  
природного песка и гранитного отсева  

в составе мелкого заполнителя 
 

Quаntitаtive rаtiо оf the оriginаl nаturаl sаnd  
аnd grаnite sсreenings in the соmpоsitiоn оf fine аggregаte 

 

Мк, доли ед.,  
применяемого  

мелкого заполнителя 

Содержание, кг 

Песок Отсев 

1,0 700 – 

2,0 492 208 

2,5 389 311 

3,0 288 412 

3,5 185 515 
 

Результаты испытаний, приведенные в табл. 2, 
свидетельствуют о непосредственной взаимо-
связи изменений свойств бетона с качеством 
мелкого заполнителя при прочих равных усло-
виях. Очевидно, что уменьшение доли природ-
ного тонкого (с развитой удельной поверхно-
стью) песка в обогащаемом мелком заполните-
ле и, как следствие, более рациональное 
сочетание фракций разных размеров с увеличе-
нием доли крупных фракций отсева в обога-
щенном материале способствует более плотной 
взаимной укладке зерен заполнителя в бетоне и 
росту качества (плотности) его структуры. 

1,0 
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Таблица 2  
Эксплуатационные свойства бетона 

 

Perfоrmаnсe prоperties оf соnсrete 
 

Мк, доли ед.,  
применяемого  

мелкого  
заполнителя 

Wm, % W0, % 
Марка  

по водонепро-
ницаемости 

Марка  
по морозо- 
стойкости 

Стойкость в воде  
(циклы) 

Стойкость  
в 5%-м раство- 
ре NаСl (циклы) 

при циклическом  
насыщении–высушивании  

к началу снижения прочности 

1,0 4,55 10,6  W2 150 50 30 

2,0 3,40 8,0 W6 200 Более 70 50 

2,5 3,25 7,6 W6 300 Более 70 70 

3,0 2,60 6,2 W8 300 Более 70 70 

3,5 2,45 5,9 W6 400 Более 70 70 

 
Графические зависимости рис. 8 отражают 

изменение прочности бетона на сжатие при ис-
пытаниях на морозостойкость (рис. 8а) и соле-
стойкость (рис. 8b; насыщение в 5%-м растворе 
NаСl – высушивание). Очевидна общность тен-
денции изменений прочности бетона, приго-
товленного с одинаковым расходом цемента 
при неизменности подвижности бетонной сме-
си и прочих равных условиях, в процессе испы-
таний коррозионной стойкости (морозо- и со-
лестойкости) и общий рост этих его характе- 
ристик после обогащения (нормализации)  
исходного песка (мелкозернистого), базирую-
щийся на повышении плотности и непроницае-
мости бетона, снижении усадочных дефор- 
маций (повышении трещиностойкости под  
действием знакопеременных деформаций), по-
вышении  прочности  к  началу  испытаний  как  

фактора, усиливающего способность бетона к 
восприятию циклических температурных коле-
баний и накопления усталостных деформаций, 
приводящих к трещинообразованию. 

Для оценки эффективности разрабатывае-
мой технологии в железобетоне проведе- 
ны комплексные сравнительные испытания  
по СТБ 1168–99 [15] характеристики коррози-
онного состояния стальной арматуры в бетоне 
на исходном (Мк = 1,0) и обогащенном (с Мк =  
= 2,0 и 3,5) мелком заполнителе в «среде –  
воде» (направление 1) и в агрессивной среде – 
5%-м растворе NаСl (направление 2). На рис. 9 
частично приведены анодные поляризационные 
кривые, отражающие защитную способность 
бетона по отношению к стальной арматуре (по-
сле 10 циклов с 5%-м раствором NаСl). 

 

                                           а                                                                                                                b  

            
 

Рис. 8. Результаты циклических испытаний бетона: а – изменение прочности бетона при определении морозостойкости;  
b – то же в процессе испытаний на солестойкость 

 

Fig. 8. Results оf сyсliс tests оf соnсrete: а – сhаnges in соnсrete strength when determining frоst resistаnсe;  
b – the same during sаlt resistаnсe tests 

 

              Мк = 2,5 
 

              Мк = 2,5 

                  F, циклы 
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Рис. 9. Результаты ускоренных электрохимических испытаний при воздействии агрессивной среды:  
а – анодные поляризационные кривые для образцов с Мк ~ 1,0; b – то же с Мк ~ 3,0 

 

Fig. 9. Results оf ассelerаted eleсtrосhemiсаl tests when expоsed tо аggressive envirоnments: 
а – аnоdiс pоlаrizаtiоn сurves fоr sаmples with Mk ~ 1.0; b – the same with Mk ~ 3.0 

 
Обобщение полученных результатов цикли-

ческих испытаний показало, что бетон на обога-
щенном (нормализованном) мелком заполнителе 
обеспечивает необходимый уровень защиты по 
отношению к стальной арматуре (включая 
преднапрягаемую) при воздействии агрессивной 
среды (5%-й раствор NаСl); бетон на тонком 
природном песке с модулем крупности Мк ≤ 1,0 
не в полной мере обеспечивает сохранность 
стальной арматуры, так как присутствуют 
признаки ее активизации и возможного разви- 
тия процесса коррозии, что недопустимо для 
преднапряженных изделий и конструкций. 

Результаты исследований физико-механиче- 
ских характеристик тяжелого бетона классов 
С8/10 – С40/50, приготовленного на обогащен-
ном до Мк = 3,0  мелком заполнителе (от исход-
ного Мк = 1,0), частично приведены в табл. 3.  
На примере сопоставления величин характери-
стик бетона одного класса С25/30 по прочности 
на сжатие, но приготовленного на исходном 
песке  с  Мк = 1,0  и  после  его  обогащения  
до Мк = 3,0, очевиден рост прочности и упру-
гости: Еб, Еg и Gg, несмотря на снижение расхо-
да цемента на 20 % в составе бетона на обога-
щенном (нормализованном) песке.  

Таблица 3  
Сравнительные характеристики бетона 

 

Соmpаrаtive сhаrасteristiсs оf соnсrete 
 

Класс бетона 
(модуль круп-
ности песка) 

Прочность на сжа-
тие в 28 сут., МПа 

Модуль упругости бетона, ГПа 
Динамический коэф- 
фициент Пуассона Mg,  

доли ед. 

Логарифмический 
декремент  
затухания δ,  
доли ед. 

статический Еб 

(ориентиро- 
вочный) 

Динами- 
ческий Eg 

сдвига, Gg 
fсm fсk 

С25/30* 

(Мк =1,0) 39,2 31,0 35,6 38,1 15,8 0,206 0,04467 

С25/30** 

(Мк =3,0) 41,5 33,6 37,8 41,2 17,2 0,198 0,03249 

С32/40** 

(Мк =3,0) 52,8 42,2 38,5 42,0 17,6 0,193 0,03167 

С40/50** 

(Мк =3,0) 65,0 53,3 40,9 43,5 18,5 0,176 0,02888 
 

* Бетон на исходном песке с Мк = 1,0 при расходе цемента 420 кг/м3. 
** Бетон на обогащенном песке с Мк = 3,0 при расходах цемента:  
для С25/30 – 350 кг/м3, для С32/40 – 400 кг/м3, для С40/50 – 550 кг/м3. 
 

обр. 1  обр. 2  обр. 3  обр. 1  обр. 2   обр. 3 
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При этом для бетона на обогащенном (нор-
мализованном) песке существенно снижается 
логарифмический декремент затухания колеба-
ний (δ), который отражает его предрасположен-
ность к пластическим деформациям под нагруз-
кой, что взаимосвязано с уменьшением объема 
«дефектных» зон в структуре бетона на нормали-
зованном заполнителе. 

Кроме изложенного, обобщение результатов 
испытаний образцов тяжелого конструкцион-
ного бетона, приведенных в табл. 3, классов  
в части величин модуля упругости (отметим – 
приближенных, так как получены по нестан-
дартизированной методике) показывает, что 
тем не менее они соответствуют (удовлетворя-
ют) требованиям действующих на территории 
Беларуси СП 5.03.01–2020 ([16], табл. 6.2). 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Разработаны научно-практические осно-

вы технологии обогащения (нормализации) 
гранулометрии мелкого заполнителя (песка) 
для тяжелого конструкционного бетона на ос-
нове рационально подобранной смеси природ-
ных мелкозернистых песков и крупных фрак-
ций гранитного отсева и применения его с це-
лью повышения качественных характеристик 
бетона.  

2. Экспериментально, путем многолетней 
выборки проб, обоснованы стабильность гра-
нулометрического состава гранитного отсева на 
предприятии РУПП «Гранит» и технология его 
первичной переработки с целью отделения 
фракций размерами 0,5–5,0 мм путем воздуш-
ной сегрегации или ситового рассева, опреде-
лены свойства этих фракций, необходимые для 
использования в качестве обогащающей со-
ставляющей природных мелкозернистых пес-
ков с целью нормализации их гранулометрии.  

3. Предложена и экспериментально обосно-
вана методика расчета соотношения массовых 
долей (количества) природного песка, характе-
ризующегося гранулометрическим составом с 
модулем крупности 0,9 ≤ Мк ≤ 2,0, и крупных 
фракций переработанного гранитного отсева 
для изготовления обогащенного мелкого за-
полнителя с заданной величиной модуля круп-
ности в диапазоне 2,0 ≤ Мк ≤ 3,5 для конкрет-
ных условий использования бетона; разработа-

на программа Nоrmаlizаtiоn (регистрационный 
номер 022 от 07.03.2024) для реализации этих 
расчетов технологическими службами произ-
водящих бетон предприятий.  

4. Разработана технология нормализации 
гранулометрического состава  мелкозернистых 
природных песков путем обогащения мелких 
природных песков, которая осуществляется 
непосредственно в процессе приготовления бе-
тонных смесей путем раздельного дозирования 
и введения в бетоносмеситель расчетных мас-
совых долей (количественного соотношения) 
обогащаемого песка и крупных фракций гра-
нитного отсева и экспериментально обоснована 
ее эффективность, обусловленная ростом проч-
ности бетона на сжатие до 25–40 %, прочности 
на осевое растяжение и срез до 35–45 %, сни-
жением растворо- и водоотделения на 30–47 %, 
а также повышением упругих и деформативных 
характеристик и эксплуатационных (водоне-
проницаемости, водо-, соле- и морозостойко-
сти) свойств бетона и защитной способности 
бетона по отношению к стальной арматуре.  
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Реферат. В статье рассматриваются вопросы городской мобильности населения. В последние десятилетия в России  
и Беларуси наблюдаются активная урбанизация и увеличение доли жителей в крупных городах. Этот процесс сопро-
вождается автомобилизацией. Муниципальные власти внедряют концепцию приоритета общественному транспорту, 
развивают метро, трамваи и инфраструктуру для велосипедов. Также приведенные исследования отмечают слож-
ность изменения отношения людей к личному транспорту и необходимость развития общественного транспорта. 
Подтверждается гипотеза о влиянии мер стимулирования и демотивации использования личных автомобилей при 
передвижении и эффективности проводимых мероприятий, включая организацию платных парковок и сокращение 
парковочных мест. Разработаны математическая модель влияния стоимости проезда по 1 км автодороги на количе-
ство передвижений по видам транспорта и общее время в пути, а также двухфакторная математическая модель влияния 
стоимости проезда по 1 км автодороги и стоимости проезда в общественном транспорте на долю перемещений по видам 
транспорта и видам передвижения. Приведен анализ изменения структуры мобильности населения и параметров дорож-
ного движения, рассчитанных с использованием макромодели г. Тюмени, построенной в программе PTV VISUM для 
утреннего времени суток. При введении платы за проезд по улично-дорожной сети города с тарифом 30 руб. за 1 км доля 
передвижений на легковых автомобилях снижается с 40 до 16 %. Дальнейшие исследования направлены на учет влияния 
других социально-экономических и технологических факторов на структуру мобильности населения, а также на разра-
ботку методики определения сбалансированных тарифов для городской транспортной системы. 
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Abstract. The paper discusses issues of urban mobility of the population. In recent decades, Russia and Belarus has seen ac-
tive urbanization and an increase in the proportion of residents in large cities. This process is accompanied by motorization. 
The municipal authorities are introducing the concept of priority to public transport, developing metro, trams and bicycle in-
frastructure. The above studies also note the difficulty of changing people's attitudes towards personal transport and the need 
to develop public transport. The hypothesis of the impact of measures to stimulate and demotivate the use of personal cars 
when traveling and the effectiveness of measures, including the organization of paid parking and reduction of parking spaces, 
is confirmed in the paper. A mathematical model has been developed for the effect of the cost of travel along 1 km of a high-
way on the number of movements by type of transport and the total travel time. A two-factor mathematical model has been 
developed for the effect of the cost of travel along 1 km of a highway and the cost of travel in public transport on the share of 
movements by type of transport and types of movement. The analysis of changes in the structure of population mobility and 
traffic parameters calculated using the macro model of the city of Tyumen, built in the PTV VISUM program for the morning 
time of day, is presented. With the introduction of tolls on the city's street and road network with a tariff of 30 rubles per 1 km, 
the share of movement by passenger cars decreases from 40 to 16 %. Further research is aimed at taking into account the in-
fluence of other socio-economic and technological factors on the structure of population mobility, as well as at developing a 
methodology for determining balanced tariffs for the urban transport system.  
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Введение 
 
В последние десятилетия в России и Белару- 

си идет активная урбанизация территорий и 
увеличение доли жителей в городах. Данный 
процесс сопровождается автомобилизацией го-
родов [1]. Для обеспечения качества транс-
портного обслуживания жителей городов му-
ниципальные власти взяли курс на реализацию 
концепции приоритета общественному транс-
порту [2]: развивается скоростное автобусное 
сообщение, метро, трамваи, а также инфра-
структура для езды на велосипеде. Параллельно 
в городах реализуются мероприятия по демоти-
вации использования личных автомобилей, в том 
числе введение платных парковок и уменьше-
ние количества парковочных мест в централь-
ной части городов [3, 4]. С развитием инфор-
мационных технологий, Интернета вещей (IoT), 
смартфонов и мобильных приложений началась 
активная реализация отдельных мероприятий в 
рамках концепции «Мобильность как услуга» 
(MaaS) [5]. Однако эти мероприятия не привели 

к существенному изменению структуры мо-
бильности населения. По-прежнему в часы пик 
в городах образуются транспортные заторы, 
которые влияют на затраты в экономике, поте-
рю времени людьми и ухудшение состояния 
окружающей среды. 

В мегаполисах Индии транспортные заторы 
на дорогах и потеря времени на поездку на 
личном автомобиле не приводят к отказу от 
использования личного транспорта [6]. Для со-
кращения количества поездок на личных авто-
мобилях важно повышать скорость передвиже-
ния на общественном транспорте, особенно на 
дальние расстояния, уровень сервиса и без-
опасности, а также увеличивать стоимость 
платных парковок. 

В [7] изучалось влияние антропогенной сре-
ды на частоту использования общественного 
транспорта с учетом индивидуальных ценно-
стей и мнения людей. Социологические опросы 
показали, что общественным транспортом чаще 
пользуются люди, живущие в районах с высо-
кой плотностью населения, женщины, студенты 
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и безработные. Владельцы автомобилей реже 
пользуются общественным транспортом на 
дальние расстояния и велосипедами на корот-
кие расстояния. Для общественного транспорта 
важны более низкая стоимость проезда пасса-
жиров по сравнению с автомобилем и более 
короткое время в пути по сравнению с пеше-
ходным движением или ездой на велосипеде. 

Реализация концепции MaaS может повли-
ять не только на снижение индивидуальных 
поездок на автомобиле, но и на число передви-
жений на общественном транспорте за счет 
увеличения доли совместных поездок и исполь-
зования автомобилей [8]. Авторы исследования 
отмечают сложность изменения отношения 
людей к личному автотранспорту и отказу от 
их использования, а также необходимость раз-
вития общественного транспорта и демотива-
ции автовладельцев. 

В [9] была выдвинута и подтверждена гипо-
теза, что меры стимулирования, связанные с 
минимизацией затрат и улучшением работы 
общественного транспорта, оказывают мень-
ший эффект, чем меры демотивации автовла-
дельцев, связанные с более высокими затрата-
ми на использование автомобилей. Выявлено, 
что мера стимулирования приемлема, когда  
у людей есть возможность сократить использо-
вание автомобиля и, следовательно, когда мера 
стимулирования связана с меньшими личными 
расходами. Отношение людей к мерам сти- 
мулирования различается в разных странах. 
Одним из способов снижения нагрузки на до-
рожную сеть является снижение общего пробе-
га автомобилей за счет совместных поездок, 
когда несколько человек, движущихся в одном 
направлении, объединяются и едут в одном 
транспортном средстве [10]. Авторы исследо-
вания оценили потенциал совместного исполь-
зования поездок в гипотетической системе мо-
бильности по запросу, предназначенной для 
обслуживания всех поездок, совершаемых в 
режиме реального времени на личном автомо-
биле в Праге (Чехия). Результаты показывают, 
что при использовании стратегии совместного 
использования поездок, гарантирующей увели-
чение времени в пути не более чем на 10 мин, 
средняя вместимость транспортного средства 
увеличится на 2,7 пассажира. Следовательно, 

общий пробег частных автомобилей снизится 
до 60 %. 

Платные дороги в городах были введены в 
некоторых европейских городах более 30 лет 
назад. Важно изучить вопрос отношения насе-
ления к этим мероприятиям и тарифам, чтобы 
сформировать взвешенную политику в этом 
вопросе. В исследовании [11] был проведен 
опрос в Осло (Норвегия) за период 1989–1990 гг. 
и разработана многофакторная модель для вы-
явления причин, определяющих отношение 
пользователей к дорожным сборам. Результаты 
показывают, что, хотя большинство пассажи-
ров выступают против системы взимания сбо-
ров, разрыв между теми, кто против, и теми, 
кто выступает за систему взимания платы, со 
временем сокращается. Авторы приходят к вы-
воду, что для достижения большей приемлемо-
сти дорожных сборов как средства финансиро-
вания дорожной инфраструктуры необходимы 
более широкие маркетинговые усилия. 

Высокая интенсивность движения приводит 
к негативным последствиям: потере времени 
из-за заторов на дорогах, загрязнению воздуха 
и почвы, шуму, вкладу в изменение климата, 
вызванному выбросами парниковых газов, из-
носу и повреждению дорог, увеличению риска 
аварий, дополнительному расходу топлива, 
снижению качества жизни [12]. Введение пла-
ты за проезд на городских дорогах направлено 
на снижение негативных последствий, по-
скольку схемы ценообразования варьируются  
в разных городах. Кроме того, введение платы 
за проезд приносит доход муниципалитетам.  
В исследовании [12] сравниваются три основ-
ных примера ценообразования на городских 
дорогах в Европе: Лондоне (Великобритания, 
функционирует с 2003 г.), Стокгольме (Шве-
ция, работает с 2007 г., после испытательного 
периода в 2006 г.), Милане (Италия, использу-
ется с 2008 г., взимание платы за загрязнение 
окружающей среды в связи с пробками в 2012-м).  
С момента введения платных дорог на город-
ских улицах были скорректированы тарифы и 
области применения. Факторы, определяющие 
различия в эффективности схем ценообразова-
ния, оценены с учетом эластичности спроса на 
транспорт для разработки мер воздействия на 
перегруженность дорог и оценки их эффектив-
ности. 
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Тарифы на проезд по городским дорогам 
влияют на спрос на транспорт и интенсивность 
движения, что, в свою очередь, влияет на эконо-
мические показатели развития территории.  
А уровень экономического развития влияет на 
спрос на транспорт и количество поездок на лич-
ном автомобиле [13]. Чем выше плотность насе-
ления и доля работающих, чем лучше планировка 
улиц и состояние функционирования обществен-
ного транспорта, тем меньше негативного влия-
ния на регион оказывает введение платных дорог. 
Такие факторы, как небольшое количество рабо-
чих мест и населения, плохая планировка улиц, 
малое число точек притяжения, будут влиять на 
величину платы за проезд на дорогах. 

В 2020 г. Минтранс России анонсировал, 
что ведомство рассматривает вопрос введения  
в городах России бесплатного проезда на обще-
ственном транспорте и возможность введе- 
ния платы за пользование городскими автомо-
бильными дорогами. Информация получила 
широкий отклик от жителей городов. При этом 
представители ведомства не приводили ника-
ких прогнозов о возможных изменениях, эффек-
тах и тарифах. Через 1,5 года было объявлено  
о прекращении изучения данного вопроса. Одна-
ко, по мнению некоторых российских экспертов, 
например М. Я. Блинкина, в долгосрочной пер-
спективе реализация такого подхода в обеспече-
нии транспортного обслуживания населения го-
родов станет возможной и необходимой. 

 

Методы исследования 
 

Целью данного исследования является оцен- 
ка изменения параметров городской транспорт-
ной системы при введении платы с владельцев 
автомобилей за проезд по городским автомо-
бильным дорогам. 

При изучении структуры подвижности на- 
селения и учете в макромодели выбора пользова-
телем способа поездки применяются эмпириче-
ские модели и модели, основанные на вероят-
ностном дискретном выборе. Критерием выбора 
выступает максимальная полезность UiK для 
пользователя, или минимальные затраты поль- 
зователя. Для вычисления вероятности выбо- 
ра i-м пользователем К-го способа поездки в мак-
ромодели используется мультимодальная логит-
модель [14], по которой вычисляется вероятность 
выбора пользователем способа поездки K 
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В основе логит-модели используется логи-
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где z – линейная регрессия, z = a+a1x1 + … =  
= akxk. 

Важным преимуществом применения в транс-
портной макромодели города данного подхода 
является возможность спрогнозировать спрос 
на поездки и исследовать его изменение при 
реализации мероприятий транспортной поли-
тики: изменение стоимости или времени поезд-
ки за счет развития транспортной инфра- 
структуры. 

Изучение влияния отдельных факторов 
(технологических, экономических, социально-
демографических) на структуру подвижности 
населения выполняется для существующих го-
родов в действующих транспортных моделях, 
при этом применяется вложенная логит-модель. 
Адекватность применяемой логит-модели про-
веряется на этапе разработки транспортной мо-
дели города при валидации и калибровке.  

В данном исследовании применяется дей-
ствующая транспортная модель с логит-моделью, 
которая имеет вид 

 

( ) .cUf U e                            (3) 
 

Объектом исследования является городская 
транспортная система крупного города, не 
имеющего внеуличного транспорта на примере 
г. Тюмени (Россия). Предмет исследования – 
структура передвижений по городу различны-
ми способами и видами транспорта при раз-
личных затратах на движение автомобилей по 
его дорогам. 

Гипотеза исследования заключается в том, 
что зависимость количества и доли перемещений 
на индивидуальном и общественном транспорте 
от стоимости проезда по дорожной сети будет 
описываться экспоненциальным уравнением. 

Математическая модель количества пере-
движений по видам транспорта в общем виде 
описывается уравнением 
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где Ni – количество передвижений i-м видом 
транспорта/способом, ед.; S – стоимость про- 
езда по 1 км городской автодороги, руб./1 км,  
a, b – параметры математической модели,  
b < 0 – для общественного транспорта и общего 
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количества передвижений, b > 0 – для индиви-
дуальных легковых автомобилей. 

Вторая гипотеза исследования заключается 
в том, что введение платы с автовладельцев 
за использование дорожной сети приводит к 
уменьшению доли поездок по городу на лич-
ном транспорте и увеличению доли поездок на 
другом транспорте и методе передвижения. 

Для проверки гипотезы и определения па-
раметров математической модели (4) проведено 
имитационное моделирование и создана макро-
скопическая модель в программе PTV VISUM. 
Выбор метода исследования обусловлен тем, 
что изучить влияние тарифа в реальных усло-
виях невозможно по социальным и технологи-
ческим причинам. Для изучения таких сложных 
и больших систем, как транспортная система 
города, применяется моделирование, проводит-
ся построение модели системы и изучаются ее 
отдельные свойства [15]. Невозможно постоян-
но менять стоимость проезда в общественном 
транспорте, чтобы обеспечить область варьи-
рования данного фактора в заданном диапа-
зоне. Это вызовет путаницу в работе системы 
городского общественного транспорта, огром-
ное недовольство людей и перевозчиков.  
Повышение тарифов требует обоснования и 
расчета финансовым департаментом муници-
палитета и утверждения на уровне городской 
думы. Эксперимент с оценкой подвижности 
населения и изменение структуры подвижности 
в зависимости от затрат на проезд по городским 
автодорогам невозможно провести технически.  

Использование макроскопических транс-
портных моделей позволяет прогнозировать 
транспортный спрос и его перераспределение 
по видам транспорта, а также определять пара-
метры функционирования городской транс-
портной системы в целом по городу, в каждом 
узле, участке и по отдельным маршрутам дви-
жения. Применение макромоделирования по-
лучило широкое распространение в мире, в том 
числе в мероприятиях и вариантах развития 
городских транспортных систем, направленных 
как на совершенствование транспортного пред-
ложения, так и на корректировку транспортно-
го спроса.  

Исследование проведено на макроскопиче-
ской транспортной модели города, для которой 
коэффициент корреляции составляет 0,89, а 
средняя относительная погрешность не превы-
шает 20 %. 

Результаты исследования 
 

При моделировании учитывались экономи-
ческие параметры средней (55 тыс. руб.) и ме-
дианной (30 тыс. руб.) заработной платы в ме-
сяц в г. Тюмени. Матрица затрат на проезд раз-
личными видами транспорта и стоимости 
владения автомобилей в макромодели сформи-
рована в ценах 2020 г. Результаты моделирова-
ния показывают изменение количества пере-
движений по видам транспорта и структуры 
мобильности населения при введении платы  
с владельцев автомобилей за движение по го-
родским дорогам. При увеличении стоимости 
проезда количество (рис. 1а) и доля поездок 
(рис. 1b) на личных автомобилях снижается,  
а на общественном транспорте, велосипедах, 
средствах индивидуальной мобильности (СИМ) 
и пешком – увеличивается. 

При повышении тарифа дорожного сбора до 
100 рос. руб. за 1 км количество передвижений 
на легковых автомобилях снижается в 4,33 ра-
за, а количество передвижений на обществен-
ном транспорте, велотранспорте и средствах 
индивидуальной мобильности, пешеходных 
передвижений увеличивается соответственно в 
2; 2,07 и 1,78 раза. Увеличение общего количе-
ства перемещений связано с увеличением ко-
личества поездок на общественном транспорте 
с пересадками. При поездке на общественном 
транспорте с пересадками одна поездка на лич-
ном автомобиле заменяется двумя поездками 
на разных автобусных маршрутах. Общее ко-
личество поездок увеличивается на 23,6 %. 

Результаты первого этапа исследования по-
казали, что влияние стоимости проезда в обще-
ственном транспорте на количество и долю пе-
редвижений по видам транспорта и способам 
передвижений описывается линейной моделью 
и имеет коэффициент корреляции 0,9. Двух-
факторная модель влияния стоимости проезда в 
общественном транспорте и улично-дорожной 
сети города на долю проезда по видам транс-
порта описывается двухфакторной математиче-
ской моделью на смешанных эффектах 
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где ΔNi – доля поездок на личном и обществен-
ном транспорте на велосипеде и пешком; SPT – 
стоимость проезда в общественном транспор- 
те, рос. руб.; a, b, c, d – параметры математиче-
ской модели. 
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Рис. 1. Влияние стоимости проезда по 1 км дороги на количество поездок  

и долю поездок на видах транспорта в городах: a – количество поездок; b – доля поездок 
 

Fig. 1. Influence of the cost of travel per 1 km of road on the number of trips and the share of trips by type of transport in cities:  
a – number of trips; b – share of trips 

 
Графические изображения двухфакторной 

модели влияния стоимости проезда в обще-
ственном транспорте и стоимости проезда  

по 1 км автодороги на долю передвижений 
пешком и по видам транспорта представле- 
ны на рис. 2. 

 

                                       а                                                                                              b 
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Рис. 2. Влияние стоимости проезда легкового автомобиля по 1 км 
автодороги и проезда в общественном транспорте (ОТ) 

на долю пешеходных передвижений и поездок  
по видам транспорта в городах (1 Евро = 100 рос. руб.):  

a – легковые автомобили; b – пешеходные перемещения;  
с – общественный транспорт 

 

Fig. 2. Influence of the cost of travel for a passenger car along 1 km  
of road and travel in public transport (ОТ) on the share  

of pedestrian movements and trips by type of transport in cities  
(1 Euro = 100 Russian Rubles): a – private cars;  
b – pedestrian movements; с – public transport 

 



Транспорт 
 

 

 342 Наука 
техника. Т. 23, № 4 (2024)и 

   Science and Technique. V. 23, No 4 (2024) 

Результаты исследования показали, что мо-
дель влияния стоимости проезда в обществен-
ном транспорте и стоимости проезда за 1 км по 
городской дороге на долю видов транспорта и 
передвижения является адекватной и имеет ко-
эффициент корреляции 0,93. 

Вторая гипотеза заключается в том, что 
уменьшение количества поездок на личном 
транспорте с введением платных дорог приво-
дит к уменьшению времени в пути за счет сни-
жения уровня загруженности дорог. 

Математическая модель влияния стоимости 
проезда по городским дорогам на общее время 
проезда автомобилей в общем виде описывает-
ся уравнением: 

 

. ,bS
priv carT ae                           (6) 

 

где Tpriv.car – суммарное время в пути на лег- 
ковых автомобилях, ч, S – стоимость проез- 
да по 1 км городской автодороги, рос. руб./1 км, 
a, b – параметры математической модели. 

Результаты моделирования для Тюмени по-
казывают уменьшение времени в пути легко-
вых автомобилей при увеличении стоимости 
проезда по городским дорогам (рис. 3а). С вве-
дением тарифа 10 рос. руб. за 1 км общее время 
в пути на автомобиле сокращается на 14,8 %. 
Это значительно больше, чем при введении 
бесплатного проезда на общественном транс-
порте. Аналогичному изменению доли поездок 
на личном автомобиле соответствует введение 
платных парковок в центральной части горо- 
да общим количеством 5,5 тыс. мест с тари- 
фом 50 рос. руб. за 1 ч [16]. 

Для оценки уровня загруженности дорог 
используется коэффициент загруженности до-
рог, характеризующий увеличение времени в 
пути в часы пик по сравнению с аналогичным 
показателем при движении в межпиковое время 
и отсутствии пробок на дорогах. Коэффициент 
перегруженности определяется по формуле 

 

з
0

,atK
t

                              (7) 

 

где Kз – коэффициент затора; ta – итоговое вре-
мя в пути всех транспортных средств в час пик, ч; 
t0 – итоговое время в пути всех транспортных 
средств в межпиковое время, ч. 

Результаты моделирования показали, что в 
утренний час пик для Тюмени средний коэф-
фициент заторов составляет 1,24, а при увели-
чении платы до 100 рос. руб. этот коэффициент 
снижается до 1,1 (рис. 3b). 

 

Обсуждения  
 

Одним из способов воздействия на структу-
ру мобильности населения является введение 
платных парковок и повышение тарифов на 
парковку автомобилей. Разница между влияни-
ем платной парковки и введением платы за 
проезд по дорожной сети заключается в зонах 
охвата и влиянии различных факторов. Плат-
ные парковки создаются, как правило, в цен-
тральной части города для снижения доли тра-
фика на маршрутах движения автомобилей в 
центр города. 

 
a b 

 

 

 
  

Рис. 3. Влияние стоимости проезда по 1 км автомобильной дороги на общее время в пути на индивидуальном транспорте (ИТ) 
и коэффициент затора: a – суммарное время передвижения на индивидуальном транспорте; b – коэффициент затора 

 

Fig. 3. Influence of the cost of travel along 1 km of highway on the total travel time by individual transport (ИТ) and congestion factor:  
a – total travel time by individual transport; b – congestion factor 

y = –2,224 ln(х) + 53,476 
R
2
 = 0,609 
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С введением платных дорог в городах изме-
нение структуры мобильности населения меня-
ется более равномерно по всем районам. В этом 
случае существенное влияние на транспортный 
спрос и количество передвижений на автомо-
билях оказывает длина маршрута. 

При расстоянии поездки 3 км стоимость 
проезда по автомобильным дорогам из расче- 
та 10 рос. руб. за 1 км соответствуют 1,5 ч пар-
ковки легкового автомобиля в центре Тюмени 
при парковочном тарифе 40 рос. руб. за 1 ч. 
Для автовладельца, использующего личный 
транспорт для поездок с рабочими целями при 
относительно небольшом среднесуточном про-
беге (7 км), оплата за проезд по автомобильным 
дорогам выгоднее, чем оплата 9 ч парков- 
ки (360 рос. руб. при тарифе 40 рос. руб. за 1 ч) 
с учетом тарифа за проезд по автодорогам  
до 50 рос. руб. за 1 км. 

 
ВЫВОДЫ 
 
Проанализировав результаты моделирова-

ния, можно сделать ряд выводов и рекоменда-
ций, которые федеральным властям следует 
принять во внимание при возвращении к об-
суждению вопроса введения платы за движение 
по городским дорогам. 

1. Тарифы за пользование автомобильными 
дорогами, в том числе при совершении агломе-
рационных поездок, оказывают существенное 
влияние на модель транспортного поведения 
населения городов. 

2. Стоимость проезда в городском обще-
ственном транспорте оказывает относительно 
небольшое влияние на модель транспортного 
поведения по сравнению со стоимостью владе-
ния личным автомобилем, в том числе посред-
ством сдерживания муниципалитетами роста 
тарифов на общественном транспорте за счет 
бюджетных дотаций перевозчикам. 

3. Тарифы за пользование автомобильными 
дорогами могут составлять значительную часть 
от стоимости владения автомобилем, которая,  
в свою очередь, является важнейшим фактором, 
влияющим на структуру подвижности населения 
городов. 

4. Возможность влияния органами испол- 
нительной власти всех уровней (федеральной, 
региональной, муниципальной) на стоимость 
владения личным автомобилем является ме- 
ханизмом управления транспортным спросом  
и обеспечения устойчивой мобильности. 

5. Целесообразно проведение исследований 
и изучение с применением социологических 
исследований и транспортного моделирования 

изменения структуры подвижности населения  
и параметров дорожного движения. 

6. Дифференцировать тарифы необходимо  
с учетом географических, социально-экономи- 
ческих, демографических характеристик горо-
дов и уровня развития транспортной и дорож-
ной инфраструктуры. 

7. Целесообразно учитывать изменения 
уровня загрузки и эффективности использова-
ния дорожной инфраструктуры, затраты на раз-
витие общественного транспорта. 

8. Необходимо разработать модель опреде-
ления сбалансированного тарифа за проезд по 
городским автодорогам с учетом экономических, 
социальных и технологических критериев.  

 

Исследование выполнено при финансовой 
поддержке РФФИ и Тюменской области в рамках 
научного проекта № 20-48-720006 «Модель транс- 
формации городских транспортных систем с уче-
том влияния на общество и экономику пандемии 
коронавируса Covid-19». 
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Abstract. The reliability of the results of sensory analysis depends on a number of factors that affect the objectivity of the 
tests carried out. Today, the credibility of subjective measurements is primarily achieved through standardization. However, 
the issue of the credibility of subjective measurements remains, furthermore, it moves to a new level. Special attention must 
be paid to subjective measures related to the measurement of sensations to ensure credibility of results. The dynamics of in-
creasing credibility through factor standardization lags behind the dynamics of stakeholder demand for increasing the credi- 
bility of subjective measurements. The purpose of the paper is to consider subjective measurements from the point of view  
of the development of the theory of quantitative measurements and to substantiate a process model for measurement that en-
sures the meaningfulness of the results in relation to expert assessments that ensure the subjectivity of measurements when 
conducting sensory tests, the results of which form decisions on compliance or non-compliance. The object of research  
is expert assessment methods used in sensory measurements, specifically in the evaluation of participating experts. The re-
search methods used in this work include system analysis of measurement theories, method of alternatives, and standardized 
methods of expert assessment. A model of quantitative measurements is proposed to ensure meaningful measurement results, 
based on an analysis of the evolution of measurement theories. The problem of ensuring the meaningfulness of subjective 
measurements is formulated, which manifests itself in the form of risks of making incorrect decisions about characteristics  
of food products and processes based on expert assessments that lack reliability. An algorithm for quantitative measurements 
has been defined and tested on a specific example of expert assessment, demonstrating the importance of the identified prob-
lem of ensuring the reliability of expert assessments. 
 

Keywords: sensory analysis, assessor, expert assessments, subjective measurement, meaningful measurement results, quanti-
tative measurements theory, measurement scales 
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Реферат. Достоверность результатов органолептического анализа зависит от ряда факторов, влияющих на объектив-
ность проводимых испытаний. Повышение достоверности субъективных измерений обеспечивается сегодня главным  
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образом за счет их стандартизации. Однако проблема достоверности субъективных измерений остается, мало того, 
переходит на новый уровень. Субъективные измерения, связанные с измерением ощущений, требуют особого внима-
ния в контексте достоверности результатов. Динамика повышения достоверности за счет стандартизации факторов 
отстает от динамики спроса заинтересованных сторон на повышение достоверности субъективных измерений. Цель 
работы – рассмотреть субъективные измерения с точки зрения развития теории количественных измерений и обосно-
вать модель процесса измерений, обеспечивающую осмысленность результатов в отношении экспертных оценок, 
обеспечивающих субъективность измерений при проведении органолептических испытаний, по результатам которых 
формируются решения о соответствии или несоответствии. Объектом исследований являются методы экспертного 
оценивания, используемые в органолептических измерениях и, в частности, при оценке экспертов, принимающих  
в них участие. В работе использованы методы исследований: системный анализ теорий измерений, метод альтерна-
тив, стандартизованные методы оценки экспертов. По результатам анализа эволюции развития теорий измерений 
предложена модель количественных измерений, обеспечивающая осмысленность результатов измерений. Сформули-
рована проблема обеспечения осмысленности субъективных измерений, проявляющаяся в виде рисков принятия не-
корректных решений в отношении характеристик пищевой продукции и процессов по результатам экспертного оце-
нивания в силу их недостаточной достоверности. Определен алгоритм количественных измерений, апробированный 
на конкретном примере экспертного оценивания, демонстрирующий значимость установленной проблемы обеспече-
ния достоверности экспертных оценок. 
 

Ключевые слова: органолептический анализ, испытатель, экспертные оценки, субъективные измерения, осмыслен-
ность результатов измерений, теория количественных измерений, шкалы измерений 
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Introduction 

 

Currently, sensory analysis is widely used  
in the food industry to provide information on the 
chemical composition and a comprehensive as-
sessment of product quality. Obviously instrumen-
tal methods of analysis alone are insufficient for  
a complete assessment of product quality. This is 
evidenced by the fact that the chemical composi-
tion of the products may be similar, but the sensory 
characteristics of these products will differ signifi-
cantly. Therefore, comprehensive product control 
is usually based on a combination of instrumental 
and sensory methods. If we take into account the 
advantages of sensory methods for assessing pro- 
duct quality (availability, speed, cost-effectiveness, 
proximity to consumer assessment), then it is quite 
clear that in certain conditions these methods be-
come of paramount importance. 

The quality of food products can be assessed 
using technical measuring instruments or on the 
basis of the subjective opinion of a competent per-
son, known as an assessor [1]. 

Sensory assessment may be made by three 
types of assessors: “sensory assessors”, “selected 
assessors” or “expert sensory assessors”. 

Assessor can be “naive assessor” who do not 
have to meet any precise criterion of selection  
or training, or a person who have already taken 
part in some sensory tests (“initiated assessors”).  

“Selected assessor” is an assessor who have 
been selected and trained for the particular senso- 
ry test. 

According to GOST ISO 5492 [2] an expert 
sensory assessor is a sensory assessor with a 
demonstrated sensory sensitivity and with consid-
erable training and experience in sensory testing, 
who is able to make consistent and repeatable sen-
sory assessments of various products. 

It is common knowledge that the reliability of 
the results of organoleptic analysis depends on the 
psychophysical state of the expert, his experience, 
proficiency in methods of sensory analysis, level of 
training, sensory abilities, test conditions, etc. [3]. 

Currently, it is generally accepted that mea- 
surement is always the process of experimentally 
obtaining one or more values of a quantity that can 
be reasonably assigned to the value. Objective 
measurement is associated with measurement by 
technical means, and objective methods are those 
in which the effects of personal opinion are mini-
mized. Subjective or psychophysical measure-
ments are associated with the measurement of sen-
sations, where a person plays the role of a measu- 
ring instrument, and the subjective method is a 
method based on personal opinions [2]. 

Therefore, when measuring sensations, it is im-
portant to pay special attention to subjective 
measures in order to ensure the reliability of the 
results. If the reliability of objective measurements 
is supported by technical means such as standards, 
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traceability, comparisons, repeatability, and repro-
ducibility, then the reliability of results for subjective 
measurements of sensations becomes critical.  
The determination of criticality depends on the rela-
tionship between the reliability of subjective meas-
urements and the risk of making incorrect decisions 
based on the results of monitoring and testing. 

Obviously, the need for reliable subjective 
measurements is becoming increasingly important 
as the number of interested parties grows, due to 
the ever-increasing appearance of new materials, 
environment systems and substances that require 
sensory assessment and hedonic tests. 

In the last few years there has been an increas-
ing interest in the use of expert methods for the 
assessment of product quality [4–6], but the issue 
of the reliability of the measurement results is of-
ten overlooked. 

It is important to note that strategies to improve 
the reliability of objective and subjective measures 
have different emphases. This difference is not 
only determined by the measurement infrastruc-
ture, as mentioned above, but also by the degree  
of meaningfulness of the results. 

A review into current research in the field of sen-
sory analysis has revealed that the main method  
of improving the reliability of subjective measure-
ments is through standardizing the factors that affect 
the objectivity of the tests. These include: methods 
for selecting and training experts, conditions for 
conducting sensory analysis, implementation of con-
trol measures relating to the measurement process, 
methods for processing and evaluating expert infor-
mation, validating results, etc. [3, 4]. 

However, the issue of the credibility of subjec-
tive measurements remains, furthermore, it moves 
to a new level. The dynamic of increasing credibi- 
lity through factor standardization lags behind the 
dynamic of stakeholder demand for increasing the 
credibility of subjective measurements. 

The purpose of this paper was to consider  
subjective measurements from the point of view  
of the development of the theory of quantitative 
measurements and to substantiate a process model 
for measurement that ensures the meaningfulness 
of the results in relation to expert assessments that 
ensure the subjectivity of measurements when 
conducting sensory tests, the results of which form 
decisions on compliance or non-compliance. 

Materials and methods 
 

This study focuses on expert assessment meth-
ods used in sensory measurements, in particular, in 
the evaluation of experts involved in such measu- 
rements. The following research methods were 
used in the work: system analysis of measurement 
theories, method of alternatives, standardized 
methods of expert evaluation [4]. 

In the field of psychophysical measurements, 
the intuitive and acceptable characteristics of the 
meaningfulness of measurement results is consi- 
dered as the adequacy of the numerical form of 
their representation to the real characteristics of the 
measurement objects [5]. 

It is generally accepted that objective meas-
urements work with scales that are “strong”  
in terms of information (interval, proportional,  
absolute) [6–8]. They are also known as metric. 
The adequacy of the numerical form of their repre-
sentation to the real properties of the measured 
objects is generally beyond doubt for the meas-
urement results presented in these scales. 

Subjective measures mainly use scales consi- 
dered 'weak' in terms of the information they pro-
vide, such as nominal and ordinal scales. There are 
doubts about the adequacy of the numerical repre-
sentation of measurement results in these scales  
to the real properties of the objects being measu- 
red [6–9]. Of interest from this perspective is the 
requirement to present information in a form that 
allows for a high level of comprehension during 
perception and use, as well as its dimensional and 
functional information properties [10]. 

The lack of a systematic approach to the prob-
lem of results credibility is indicated by the differ-
ent priorities for improving the processes of objec-
tive and subjective measurement. This is also evi-
denced by the wide variety of concepts, theories, 
methods, and scientific schools [6–8, 11–12].  
The basics of measurement have been establi- 
shed in the early measurement theories of Helm-
holtz, O. Hölder, N. Campbell et al. [13–15]. In the 
development of theoretical foundations (alt: ba-
sics), especially from the perspective of subjective 
measurement, it is worth mentioning classical the-
ory (G. Fechner et al. [6, 15, 16]), P. Bridgman's 
theory of operationism [17], representational theo-
ry (S. Stevens et al. [6–8, 18–19]). 
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Within a generalized model of a measurement 
system, it was S. Stevens who formulated the 
measurement meaningfulness concept. He believed 
that a measurement system is defined when its 
three elements are defined (Fig. 1): 

– an empirical system that includes physical 
objects, sensations, judgments, and the relation-
ships between them, specified axiomatically; 

– a numerical system in which logical-mathema- 
tical relationships are specified axiomatically; 

– function f, which is a homomorphic mapping 
of an empirical system into a numerical system. 
This function enables to assess the relationships 
between tangible objects by analyzing the relation-
ships between their numerical representations. 

Essentially, function f – a set of rules that gua- 
rantees the accuracy of relationships within both 
empirical and numerical systems. 

According to S. Stevens, it is important to have 
strict and agreed-upon rules for assigning numbers 

to objects for each type of measurement to ensure 
confidence in the measurements [16, 19]. J. Pfan- 
zagl developed and generalized the representative 
theory of measurements [6, 20]. 

The theory of measuring physical quantities  
is currently undergoing a shift in emphasis towards 
the processing and transformation of measurement 
results. This can be seen in the work of A. Kolmo-
gorov and other scientists who have made signi- 
ficant progress in the field of the conversion of 
measurement information [21, 22]. 

Consequently, we can distinguish two main di-
rections in the development of measurement theo-
ry, each claiming independence. The measurement 
process has a generalized model that consists of 
two conditionally independent models (Fig. 2): 

– model of empirical measurements of quan- 
tities, 

– model for converting measurement infor-
mation. 

 

 

Objects A1, A2, A3, 
Relationship: (Ai, Aj) 

ui = f (Ai)  
dependence on the 

chosen axiomatic 
measurement scale 

Measurement results 
(quantity values) 
u1, u2, u3, … un 

Empirical system Displey function f Numerical system 

 
 

Fig. 1. Model of quantitative measurements as a generalized process of measuring a quantity 
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results 
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Fig. 2. Generalized model of the measurement process, including two conditionally independent models 
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The model of empirical measurement of a 
quantity is related to the model of direct measure-
ment, in which the desired value of a quantity  
is obtained directly from the measuring instrument 
(in the case of subjective measurements – an ex-
pert). The measurement information transfor-
mation model is related to the indirect measu- 
rement model: the desired value of a quantity is 
determined from the results of direct measurements 
of other quantities functionally related to the de-
sired quantity. 

The development of the empirical measurement 
model faded into the background with the deve- 
lopment of measurement information transfor-
mation models, which led to a number of issues 
concerning the credibility and meaningfulness of 
the results [9–10, 14, 22, 23]. 

 
Results and discussion 

 
An analysis of existing measurement theories 

reveals that they are founded on a genera- 
lized model of the process of measuring a quantity 
(Fig. 1). Furthermore, the theories consider either 
the process model as a whole or its individual ele-
ments. 

A structured analysis of the most common 
measurement theories, in accordance with the logic 
of Fig. 1, enables the identification of their shared 
weaknesses. 

1. Measurement theories do not define the  
actual measurement procedure in an empirical  
system. 

2. Measurement theories do not define a strict 
(natural) link between the empirical and numerical 
systems, which would enable us to claim that  
the measurement results are entirely meaningful. 
The measurement scale serves as the carrier of this 
connection. 

3. Measurement theories do not fully solve the 
problem of ensuring the meaningfulness of meas-
urements: they lack criteria for determining the 
adequacy of measured results in an empirical sys-
tem compared to measured results in a numerical 
system (measurement scale). 

Barzilai's theory of quantitative measurements 
is based on the relationships between objects, ra-
ther than their characteristics [15, 16]. And meas-
urement is the process of assigning numerical val-
ues to relationships between objects, rather than to 

the objects themselves. Only in this case, accor- 
ding to J. Michel, real numbers are not assigned 
but naturally generated in the measurement pro- 
cess [24]. 

These principles are used to determine the cor-
rect measurement procedure. To achieve this, we 
will define an “exclusive group of objects” axio-
matically, as proposed by A. Friedman [25], which 
will enable us to make a specific evaluation. Ob-
jects 

1 2, ,  ,  nA А А  are arranged in ascending 

order based on their measured values, which 
change uniformly in magnitude. This means that 
the empirical comparison of successive pairs of 
objects produces identical results. Then (we?)  
assign the value of the quantity ui to each object Ai.  
It is assumed that for such objects the success- 
sive differences in value are equal to each other: 

2 1 3 2 1. n nu u u u u u         

In this case, the equality is true 
 

1 ( ), i ju u i j                      (1) 
 

where 1 , 0   1  unknown constant.  

Thus, during the process of measurement, real 
numbers, which represent the values of the quanti-
ty, are naturally obtained. 

This kind of special assessment, following A. 
Friedman, we will call it measurement [25]. Thus, 
a mapping is defined that corresponds naturally  
to the empirical result of comparing a pair of ob-
jects using a numerical value  the difference  
in values. The measured quantity values are de-
fined with the accuracy of a linear transformation, 
i.e. in the interval scale. 

Let’s assign a value vi to each object Ai, and as-
sume that successive relations of values are equal 

2 1 3 2 .1/ /  /n nv v v v v v      

The result is: 
 

2ln   /   ln   ( ) ( ) ( ) (  )ln  ,i j i jv v v v i j          (2) 
 

where 
2 , 0   2  unknown constant.  

Thus, the second method of measurement is de-
fined as mapping the results of an empirical com-
parison onto a set of results of an algebraic ope- 
ration. 

This mapping naturally matches the empirical 
result of comparing a pair of objects with a num- 
ber  the ratio of values or the difference in loga-
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rithms of values. The measured quantity values are 
defined on a scale of logarithmic intervals [16, 25]. 

From equations (1) and (2), it follows that the 
values obtained on the interval scale and the loga-
rithmic interval scale are related by the formula 

 

 (  ln / , )i j i ju u v v             (3) 
 

where i, j = 1, 2, …, n; ui and vi – quantity values, 

2 1λ λ / λ .  

To avoid considering two measurement me- 
thods, it is convenient to introduce the concept of 
rating based on equality (3). Let’s denote the left 
and right sides of equality (3) by the symbol Rij 
and define two mappings or two measurement 
models: 

 

1( ), ij i jR u u                    (4) 
 

2 (ln )/ , ij jiR v v                     (5) 
 

where Rij  rating values, i, j = 1, 2, …, n; ui, vi  

quantity values obtained through various empirical 
measurement methods.  

For objects with uniformly changing magnitude 
values, the rating is determined accurate to a scale 
constant   using the formula: 

 

),(  ij iR j      (6) 
 

The classical definition of the rating follows 
from the adjusted model of S. Stevens [19, 20]. 
The rating is the result of measurements of the  
relations of the objects of the empirical system. 
The scale of these measurements can be deter-
mined using the rating. 

J. Barzilai noted that the lack of agreement on 
the preference for particular measurement theories 
is mainly due to scaling errors. Scaling errors turn 
measurement into an operation that produces 
meaningless numbers [13, 14]. 

Identifying measuring scales was already done 
by S. Stevens in 1946 [19, 20]. However, his con-
cept of scaling contains internal contradictions. 
This is due to the fact that the correspondence be-
tween the empirical and numerical systems (Fig. 1, 2) 
was determined intuitively without proper justifi-
cation. 

In our opinion, there are two points that prove 
the correctness of the scaling: 

1) the measurement scale should be a natural 
consequence of the measurement procedure; 

2) the empirical and numerical systems of the 
measurement model must be connected by isomor-
phism (Fig. 1). 

Isomorphism is a mapping of systems that is 
mutually unambiguous. This means that the empi- 
rical system is equivalent to the numerical system. 
Therefore, the numerical system can be defined  
as a natural consequence of the empirical system, 
rather than axiomatically. 

Every empirical measurement involves a com-
parison operation, which produces the result of an 
algebraic operation, such as the difference or ratio 
of values. The values themselves are naturally de-
termined on an interval scale if they solve the sys-
tem of equations (4), and on a logarithmic interval 
scale if they solve a system of equations (5). Addi-
tionaly, a ratio scale can be defined as an inter- 
val scale that includes a zero element, known as 
the origin. 

The concept of a correct model of quantitative 
measurements is formed by the strict definition 
within the empirical system of the measurement 
procedure as a comparison operation and the natu-
ral consequent definition of the scale as the basis 
of the numerical system. This concept can be con-
sidered from unified positions for both subjective 
and objective measurements (Fig. 3). Here 

1 2, ,  , , ...nA A A    the objects of measure-

ment, ui, vi  respective numerical values of the 
objects. (Ai, Aj)  the outcome of empirical mea- 
surement of the relationships between these ob-
jects. The outcome of an empirical measurement is 
either the difference in values ( ),jiu u 	or the ratio 

of values	   /  ,i jv v  which are transformed into a rat-

ing Rij, the value of which does not depend on the 
measurement method. Based on the rating, the  
final measurement result Uij is generated in interval 
scale or logarithmic interval scale, respectively. 

The validity of the model is determined, among 
other things, by the fact that from expressions (4) 
and (5) the experimental laws of psychophysics  
by G. Fechner and S. Stevens can theoretically  
be obtained in the form of paired comparisons, and 
their equivalence can also be proven [25]. 
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Objects A1, A2, …,An : 
1. Relationship bet-
ween pairs of objects:  

(Ai, Aj)  (ui  uj) 
or 

(Ai, Aj)  (vi / v j) 
2. Composition of 
measurement results of 
relationships between 
pairs of objects: 
(Ai, Ak) + (Ak, Aj) 

1. Rating 
determination: 

Rij = 1 (ui  uj) 
or 

Rij = 2 ln (vi / v j) 
 
2. Checking compati- 
bility of results: 

Rij = Rik + Rkj 

Measurement scale: 
1. Result in interval 
scale 

Uij = 1 (ui  uj) 
 
 
2. Result in logarit- 
hmic interval scale 

Uij = 2 ln (vi / v j) 

Empirical system Displey function f Numerical system 

 
 

Fig. 3. Concept of a correct model of quantitative measurements 

 
Fig. 3 shows expression ( ) ( ),, , i k k jA A A A  which 

represents the composition of the results of empi- 
rical measurements of relations between pairs of 
objects. The results indicate the presence of the 
property of compatibility of results in the mea- 
surement model, as shown by the ratings Rik  
and Rkj. The paper [25] demonstrates that rating 
values meet compatibility conditions in the form of: 

 

,  ij ik kjR R R  	 	 		(7) 
 

The compatibility condition (7) in the numeri-
cal system can be considered as a criterion of ade-
quacy of the measurement model, i.e. of the meas-
urement results in the empirical system to the 
measurement results. 

In practice, verifying all the compatibility 
equations (7) for systems of equations (4) or (5) 
can be a time-consuming task. The method of  
alternatives [16, 27] can be used to perform a par-
tial verification of the compatibility equations. 

For partial models (4) and (5), we have formu-
lated the measurement algorithm as follows: 

1. Select the measurement model (4) or (5); 
2. Register the results of measurement ( ) i ju u  

or ; )/( i jv v  

3. Calculate the ratings Rij; 
4. Check the compatibility condition (7); 
5. Depending on the measurement equation (4) 

or (5), the values of the measured quantity Uij can 
be found (Fig. 3). 

Let's use an example to demonstrate the pro-
posed quantitative measurement model. 

In order to implement the procedure of odour 
determination in a closed room, the suitability of 
potential experts and their olfactory ability should 
be checked in accordance to GOST ISO 16000-30 
[27]. The standard regulates olfactory methods and 
criteria for assessing the ability to identify and dis-
tinguish odours from each other, as well as the 
threshold of odour perception. Appendix B of the 
standard provides a training methodology for con-
firming the olfactory ability of a certified expert. 

Various methods are used to test a poten- 
tial expert's olfactory skills. The program for 
analyzing odour intensity is based on a scale  
of intensity categories, which is implement- 
ted using an olfactometer according to GOST 
ISO 16000-30 [27]. 

To ”calibrate” the trained sensory assessor, 
they must be presented with the smell of each  
intensity at least once. During subsequent analysis, 
each intensity is presented to tested experts at least 
twice in random order. The expert should assign 
each concentration of n-butanol to its correspond- 
ding intensity value. 

The Q_ value is used as a criterion to assess the 
compliance of the certified expert with the re-
quirements. It is calculated using the following 
formula: 

 

 2

1

1
_ , 

j

K ik ki

k

x I
Q value

j





   

where x – individual result of a member of the 
commission; j – number of circles (one circle  
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includes the assessment of all concentrations  
according to table 1); k – number of different con-
centrations according to table 3; I – intensity level 
according to GOST ISO 16000-30 [27]. The ma- 
ximum Q _ value for a successful assessment 
should not exceed 6. 

According to the given methodology, an expert 
certification was carried out, the results of which 
are shown in the table 1. 

Table 1 
Expert scores based on the GOST ISO 16000-30 model 

 

The intensity of the odour  
of n-butanol, measured with  
an olfactometer according  
to GOST ISO 16000-30 

Expert scores in points 

Round 1 
scores 

Round 2 
scores 

Round 3 
scores 

 0 – no odour detected 0 1 1 

 1 – very weak 3 2 2 

 2 – weak 3 3 4 

 3 – distinct 4 3 4 

 4 – strong 5 3 5 

 5 – very strong 5 5 5 

 
The calculated value of the compliance criteri-

on, Q_value = 6, 33, indicates that the expert did 
not pass the test. 

How reliable is an expert's olfactory ability in 
producing legally significant results? Upon analy-
sis of the empirical system of the measurement 
model proposed by  GOST ISO 16000-30 [27], as 
shown in Fig. 3, it can be concluded that it is not 
clearly expressed. The system's objects, which 
consist of concentrations of odours from six cate-
gories, are clearly defined. Additionally, the rela-
tionships between these objects have also been  
defined. However, during empirical measurements 
of the expert's olfactory abilities, only identifica-
tion (recognition) of the objects of the system “lev-
el of n-butanol odour intensity – score” is per-
formed. It is known that the scores obtained can 
also be represented on a nominal scale. 

The empirical system does not measure rela-
tionships between objects. Even if we assume that 
the expert has created a sequence of odor intensity 
levels during “calibration”, we can only consider 
the same assessments on a rank scale. However,  
it is important to note that nominal and rank scales 
are not metric scales, and therefore estimates can-
not be subjected to mathematical operations. 
Therefore, it could be argued that the Q_value  

criterion, which measures information according  
to Fig. 2, is not meaningful. This means that the 
assessment of conformity by the certified expert 
may not be reliable. 

To ensure reliable conformity assessment, it is 
necessary to modify the empirical system of the 
measurement model. This can be achieved by ad- 
ding a procedure for measuring the relations be-
tween objects, such as “by how much is one object 
superior to another?” or “by how many times is 
one object superior to another?”. 

To achieve these goals, in addition to the 
standard methodology (3 rounds of assessment),  
it is suggested to conduct three more rounds of 
empirical measurements following the algorithm 
outlined in the aforementioned article. 

1. Select the measurement model (5). In each 
round of testing, the expert is presented with  
two odour samples of different intensity within one 
measurement. The expert should answer the question 
“by how many times is one odour sample more in-
tense than the other?”, i.e. it is proposed to apply the 
measurement model of S. Stevens [19, 20]. 

Note. In this case, the S. Stevens model was 
chosen because, in accordance with GOST ISO 
16000-30 (Annex B), a number of intensity levels 
are built by geometric progression, i.e. so that any 
two adjacent levels differ by a factor of two. 

Within each round of tests, comparative meas-
urements of the odour intensity levels of n-butanol 
were arranged according to the plan “each of six 
concentration levels with one base level (any)”. 

Note. Each of the three cycles of comparative 
measurements can be carried out according to the 
same plan or according to different plans, e. g. 
“each of the six concentration levels with the pre-
vious intensity level (second with the first, third 
with the second, etc.)”. 

2. Record the results of ratio measurements 
( )/  i jv v .	We choose the base level j = 3 and take 

the value of the n-butanol concentration at base 
level νj  = 1 (table 2). 

Note. Row evaluations with a zero level are not 
filled (relational operations with zero are meaning-
less). A score of 4, for example, in table 2 means 
that the expert decided that the fifth level is 4 times 
larger than the third level. A score of 1/3 in table 2 
means that the expert decided that the second le- 
vel is 3 times smaller than the first. 
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Table 2 
Expert scores of the S. Stevens model 

 

The intensity of the odour  
of n-butanol, measured with an 

olfactometer according  
to GOST ISO 16000-30 model 

Results of expert's measure- 
ments of (vi/vj) relation 

Round 1 
scores 

Round 2 
scores 

Round 3 
scores 

 0 – no odour detected – – – 

 1 – very weak 1/4 1/9 ¼ 

 2 – weak 1/2 1/3 ¼ 

 3 – distinct 1 1 1 

 4 – strong 4 3 2 

 5 – very strong 7 5 6 

 
3. We calculate the ratings Ri3 according to (5) 

using the adjusted formula:  
 

Ri1 = ln (νi / ν1 ) / ln(2) +1,               (8) 
 

where νi  – unknown values of the sample concen-
tration level, i = 1–5. 

According to the logic of the proposed mea- 
surement model (Fig. 3), on the basis of the rating 
values we form the final measurement results Ui on 
the scale of logarithmic intervals, the scale of 
which corresponds to the scale of point categories  
and form table 3. 

 

Table 3 
Results of measurements of the odour intensity level  

of n-butanol on the scale of logarithmic intervals 
 

Odour intensity level of  
n-butanol odour measured  
by olfactometer according  

to GOST ISO 16000-30 model 

Final measurement results Ui 

Round 1 
results 

Round 2 
results 

Round 3 
results 

 0 – no odour detected 0,0 1,0 1,0 

 1 – very weak 1,0 1,0 1,0 

 2 – weak 2,0 2,6 1,0 

 3 – distinct 3,0 4,2 3,0 

 4 – strong 5,0 5,8 4,0 

 5 – very strong 5,8 6,5 5,6 

 
Note. Estimates for the zero level row are taken 

from table 1. 
4. We perform a partial test of the jointness 

equations using the method of alternatives [14, 
26]. The criterion for accepting the hypothesis 
about the consistency of the expert's estimates for 
each round of tests obtained by different methods 
was the condition of statistical significance of the 
correlation coefficients between the estimates ac-
cording to GOST ISO 16000-30 measurement 
model [27] and the results of measurements ac-

cording to the S. Stevens model. The correlation 
coefficients for all three rounds of testing are sig-
nificant by Student's criterion at the 0.05 signifi-
cance level, so the hypothesis of consistency of the 
experts' estimates is accepted. 

This fact allows us to calculate the value of the 
expert compliance criterion Q_value = 4,0 based on 
alternative measurement results. The criterion indi-
cates that the expert has been tested, i.e. meets the 
requirements. 

The conflict arising from subjective measure-
ments cannot be experimentally verified. The only 
way to verify is through theoretical justification  
of one or another measurement model. In this  
example, the authors appear to favour the alterna-
tive measurement model as it aligns with the gen-
eral provisions of classical and modern measure- 
ment theories in terms of ensuring result aware- 
ness (Fig. 3). 

 
CONCLUSIONS 

 
This text discusses the issue of meaningfulness 

in measurements, specifically the subjectivity of 
measurements. It proposes a model of quantitative 
measurements based on an analysis of the evolu-
tion of measurement theories, which ensures the 
meaningfulness of measurement results. The model 
is based on two measurement methods. A special 
parameter, the rating Rij, is associated with the dif-
ference or ratio of the sought values of the quanti-
ties of at least a pair of objects ui and uj, and is em-
pirically measured within these methods. The as-
sumption that both measurement models can be 
used together to measure the same quantity is justi-
fied. And the measurement results will be equiva-
lent in a certain sense. An algorithm for quantita-
tive measurements is formulated, as well as a re-
flection principle that ensures compliance between 
the empirical and numerical systems of the model. 

The problem of ensuring the meaningfulness of 
subjective measurements is formulated, which 
manifests itself in the form of risks of making  
incorrect decisions regarding the characteristics  
of food products and processes based on the results 
of expert assessment due to their lack of reliability. 

The analysis of the evolution of measurement 
theories has revealed a hidden component of  
the loss of reliability in subjective measurements.  
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This is due to the fact that existing measurement 
methods, including standardized ones, do not define 
the measurement procedure as a comparison opera-
tion. An evidence-based quantitative measurement 
model is proposed. The model ensures the mean-
ingfulness of the results by measuring a special 
parameter – rating Rij, which associated with the 
difference or ratio of the desired values of at least a 
pair of objects ui and uj. And the measurement re-
sults will be equivalent in a certain sense. 

The concept of a correct quantitative measure-
ment model is formed by the strict definition  
within the framework of the quantitative measure-
ment model of the measurement procedure as a 
comparison operation and the natural definition  
of the scale that follows from it as the basis of  
a numerical system. 

A quantitative measurement algorithm has been 
developed and tested using expert assessment as  
an example, demonstrating the importance of en-
suring the reliability of expert judgement. 
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