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Evaluation of Evaporative Degradation of Arc Torch Cathodes  
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    Belarusian National Technical University, 2022 
 
Abstract. Design of non-transferred DC electric arc plasma torches (EAPTs) operated with plasma gases containing alkane 
hydrocarbons, as a promising type of heaters for a number of technologies (thermal spraying, surface hardening, testing  
of thermal protection systems, etc.), requires taking into account the evaporation rate of surface cathode material (as one  
of the channels of its ablative degradation). For this procedure, as the first stage, thermodynamic methods can be used to 
simulate the composition and properties of reactive C–H–O–N–Ar–Me-systems with variable set of such input parameters as 
the ratio of components of plasma-forming mixture, its pressure and temperature. We theoretically estimated the evaporative 
degradation of the material for three variants of EAPT cathode with alkane-containing plasmas (“hot” thermochemical zirco-
nium and thermionic tungsten, and “cold” copper) in equilibrium and quasi-equilibrium modes of “plasma gas + surface ca- 
thode material”-mixture, with use of generalized thermodynamic properties of the materials. The calculation for conditions  
with pressure, which is characteristic for EAPT discharge chamber, showed that when varying the initial composition of the 
plasma-forming mixture (from oxidizers (air or combustion products of alkanes) to reducing gases based on the products  
of combined partial oxidation and pyrolysis of alkanes), the effect of a difference in the cathode evaporation rate EAI was 
observed in systems based on (air + alkane)-mixtures near the melting point of surface cathode substances, in a comparison 
with the case of EAPTs with more conventional gases (commercial N2, air) and, importantly, for two variants of the analyzed 
cathodes (with the exception of copper). In addition, the electrode erosion value was compared for simulated zirconium  
cathode (in terms of erosion evaporative component) when operating on the combustion products of alkanes from  
“air + CH4”-mixture, and for some known EAPTs with similar cathodes in other gases. Using the case of earlier tested DC 
plasma torch with rod Zr-cathode (with microheterogeneous surface) as an example, it was found that our calculation indicates 
non-monotonic dynamics of EAI value and fractions of Zr-containing vapors as a result of the change of the fuel-air equiva-
lence ratio φ of initial reactive mixture. This effect is inconsistent with measured cathode composition, which shows a proba-
bility of nonequilibrium character of thermal and diffusion processes in near-electrode plasma and surface layer (∼1 mm)  
of the electrode, at least in the modes with arc current in the torch near 300 A. Besides this, it should be noted that obtained 
modeling data on the behavior of zirconium compounds (ZrO2, ZrC) in C–H–O–N–Ar–Zr-system can be used not only for 
improvement of the torch cathodes, but also for design of new Zr-containing thermal protection systems to predict prelimi- 
nary their ablation rate in a flow of products of combustion (including incomplete one) of engine-, rocket- and other fuels. 
Similarly, the results on the copper compounds behavior near the metal evaporation temperature can be useful for optimizing 
the process of plasma spraying of copper alloy coatings.  
 

Keywords: electric arc torches, plasma spraying, testing of thermal protection systems, cathode materials, zirconium, tung-
sten, copper, evaporation, alkane-containing plasmas, thermochemical analysis 
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Реферат. Разработка электродуговых плазмотронов (ЭДП) на плазмообразующих газах с алкановыми углеводорода-
ми (АУВ) как перспективной разновидности плазмотронов косвенного действия для ряда технологий (в том числе 
напыления покрытий, тестирования теплозащитных материалов и др.) требует учета скорости испарения материала 
катодов (как одного из каналов их абляционной деградации). Для этой процедуры в качестве первой стадии может 
быть использовано моделирование состава и свойств реагирующей системы типа C–H–O–N–Ar–Me термодинамиче-
ским методом при варьируемых входных параметрах – соотношении компонентов в плазмообразующей смеси,  
ее давлении и температуре. Авторы теоретически оценивали испарительную деградацию материалов в трех вариан-
тах катода ЭДП с АУВ-содержащими плазмами («холодный» из меди и тугоплавкие «горячие» – термохимический  
из циркония и термоэмиссионный из вольфрама) в квазиравновесном и равновесном режимах смеси «плазмообразо-
ватель + материал поверхности катода» с учетом обобщенных данных по фазовым переходам в данных материалах. 
Расчет для условий с характерным для разрядной камеры ЭДП давлением показал, что изменение состава плазмы  
(от окислителя (смесь продуктов сгорания АУВ) до восстановителя из продуктов комбинации частичного окисления 
и пиролиза АУВ) дает явный эффект отличия интенсивности испарения катода EAI вблизи точки плавления вещества 
его поверхности в воздушно-алкановых средах по сравнению с вариантом ЭДП на более простых газах (техниче- 
ском N2, воздухе), причем для двух вариантов катода (за исключением меди). Сопоставлен уровень эрозии (рассчитан- 
ный по испарительной составляющей) циркониевого катода в среде продуктов сгорания АУВ (из смеси «воздух + CH4»)  
и этот же параметр, но в опытах с известными ЭДП со сходными катодами в других газах. На примере ранее изучен-
ного ЭДП со стержневым катодом из Zr с гетерогенной поверхностью показано, что термохимический расчет дает 
немонотонное изменение параметра EAI и концентраций Zr-содержащих паров при сдвиге фактора эквивалентно- 
сти φ плазмообразующей смеси. Такой эффект не согласуется с найденным в эксперименте составом катода,  
что указывает на вероятность неравновесного характера тепловых процессов и диффузии в приэлектродной плазме  
и в поверхностном слое (∼1 мм) катода, по крайней мере, в режимах с силой постоянного тока в дуге ЭДП около 300 А. 
Полученные в расчете данные о поведении соединений ZrO2 и ZrC в системе C–H–O–N–Ar–Zr можно применять не 
только для оптимизации катодов плазмотронов, но и в разработке новых Zr-содержащих керамических теплозащит-
ных систем, в том числе для прогноза темпа их разрушения в потоках продуктов сгорания (в том числе неполного) 
моторных, ракетных и иных топлив. Сходным образом результаты по поведению меди вблизи температуры ее испа-
рения могут быть полезны для совершенствования процессов газотермического напыления покрытий из сплавов меди.  
 

Ключевые слова: дуговые плазмотроны, плазменное напыление, тестирование теплозащитных материалов, катод-
ные материалы, цирконий, вольфрам, медь, испарение, углеводородсодержащие плазмы, термохимический расчет 
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Introduction  
 
The field of application of thermal plasma 

heaters, in particular the most efficient and indus-
trially commonest type of them – DC electric arc 
plasma torches (EAPTs) operating at atmospheric 
pressure (i. e. under conditions close to thermo- 
dynamic equilibrium) – is quite wide and includes 

surface engineering, thermal protection testing, 
plasma chemical synthesis and processing of  
inorganic and organic powder materials and che- 
mical products, pyrolysis, gasification and decom-
position of industrial and municipal wastes,  
plasma-fuel technologies, etc. [1–3]. One of the 
promising variants of such torches is a group that 
uses not individual plasma-forming gases, but  
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oxidizer-fuel mixtures, in particular, based on air 
with natural or liquefied petroleum gases (mainly 
contain alkanes CnH2n+2) [3–7].  

The previously demonstrated areas for engi-
neering application of the torches with plasmas 
based on hydrocarbons and combined plasma-fuel 
systems of atmospheric pressure with near-equi- 
librium plasmas are the following:  

1) plasma spraying (APS) of ceramic and some 
metal coatings, including RPS, operating with 
powder and other feedstock [3–6];  

2) hardening of steels and alloys surface by the 
plasma jets similar to the standard case-hardening 
type [7].  

It is also quite obvious that the use of this type 
of thermal plasma heaters and combined equip-
ment based on these is also possible in the follo- 
wing areas:  

a) coating deposition in the hybrid plasma-fuel 
spraying systems with powder or wire materials by 
analogy with the approach of the authors [8, 9];  

b) testing of ablative destruction of ceramic and 
composite thermal protection materials/systems 
(for aerospace, gas turbine and rocket technolo-
gies) under the temperature and dynamic action  
of plasma jets, by analogy with performed plasma 
and flame tests of such materials [10–13];  

c) in the units for thermal vitrification of ash 
silicate (including dispersed) wastes [14];  

d) in thermal apparatuses/furnaces of power 
engineering sector to suppress the formation of NOx 
during the oxidation of gaseous and other fuels, as, 
for example, in the research [15];  

e) in technology of surface melting of cera- 
mic and other coatings and pressurized products, 
by analogy with the laser or plasma approach [16].  

Non-transferred arc DC plasma torches suitable 
for use in these technologies can be efficiently  
operated with plasma gases containing of alkane 
hydrocarbons (AHCs), including natural gas or 
liquefied petroleum gas [3–7]. Herewith during 
their development, it is required as one of the most  
important parts to take into account the rate of va-
porization of the material of their cathode (typi- 
cally metal), as one of the main channels of its 
degradation during the temperature and dynamic 
induced ablation in plasma flows [1–3, 17, 18].  
For these torches the intensity of electrode erosion 

is quite important, especially for cathodes, because 
it directly determines the electrode lifetime.  
For this analysis procedure the modeling of the 
atomic and molecular composition and ther- 
mophysical properties of reactive system of  
the C–H–O–N–Ar–Me-type can be used, as the 
first stage, with conventional thermodynamic 
methods. Wherein it is advisable to consider theo-
retically the character of evaporative decomposi-
tion of the material with the comparing such three 
typical variants of cathode of the torches with 
AHC-containing plasmas as “cold” copper and 
refractory “hot” thermionic tungsten and thermo-
chemical zirconium. For non-transferred arc DC 
plasma torches the intensity of electrode erosion  
is quite important, together with other parameters, 
especially for cathodes, because it directly deter-
mines the electrode lifetime. Under such analysis, 
the output parameters of a chemically reactive  
system are usually obtained at a varied level  
of input parameters, such as the ratio of initial 
components in the plasma-forming mixture,  
its pressure and mass averaged temperature in the 
thermodynamic equilibrium or quasi-equilibrium 
regimes [3, 15, 19, 20].  

 
Modeling approach  
 
The variant of thermodynamic calculation 

method was used, which is based on finding the 
maximum of entropy of reactive system (i. e. mini- 
mization of the Gibbs free energy/thermody- 
namic potential) in the considered equilibrium  
or quasi-equilibrium systems, at specified pressure 
and temperature at the inlet, using such code for 
chemical thermodynamic analysis as TERRA, 
which was developed in MSTU, Moscow [19].  

Schematic diagrams of the examples of DC 
EAPTs with the considered type of refractory metal 
cathodes for thermal spray systems and related tech-
nologies [17, 18, 21] are shown in Fig. 1. Typical ope-
rating pressure p in gas discharge chambers of the tor-
ches of this type is near 0.2 MPa [3, 22]. Herewith 
the typical difference of the composition in many ana-
lyzed equilibrium systems of the C–H–O–N–Ar–Zr- 
type when their pressure is changing in the range  
near the value of 0.2 MPa was found to be quite 
small (Fig. 2).  
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Fig. 1. Schematics of some DC non transferred arc plasma torches with metal cathodes for thermal spraying, surface hardening  
and other technologies: a – experimental plasma torch with thermo-chemical cathode [17, 18]: 1 – cathode;  

2 – button-type insertion (Zr rod) of the cathode; 3 – electrically neutral diaphragm; 4 – anode;  
b – pilot-scale plasma torch with reverse gas vortex and thermo-chemical cathode [21]:  

1 – button-type insertion of the cathode (Zr or Hf); 2 – anode; 3 – gas vortex chamber; 4 – electric arc column  

 
а 

 

 

b 
 

 
 

Fig. 2. Calculated composition (in weight fractions) of equilibrium C–H–O–N–Ar–Zr-system, based on the “air + CH4”-mixture, 
at the temperature range T = 500–6000 K at the ratio of mass rates of initial Me-containing part (taken as dioxide ZrO2)  

to initial “air + CH4”-part as 1 to 100 at the value of fuel to air equivalence ratio φ = 1.0 (i. e. stoichiometric combustion regime)  
at pressure p: а – 0.101 MPa; b – 0.303 MPa  

 
Results of the modeling  
 

For analysis of degradation of the cathodes of 
the AHC-operated torches, as the first approach,  
it is advisable to consider the rate of evaporation of 
the material of their surface layer with thermody-
namic approximation as a set of isothermal sec-
tions for initial plasma-forming mixture with its 
variable composition on the hydrocarbon (CxHy) 
fraction. For three main variants of the torch ca- 
thodes the character of the evaporative component 
of the degradation of their surface material was 
theoretically considered in the regimes of thermo- 
dynamic equilibrium and quasi-equilibrium for 
“plasma gas + cathode material”-system.  

The calculations (Fig. 3–9, Tab. 1–4) showed 
that  when  varying  the  initial  composition of  the  

plasma-forming mixture (in the range from oxide- 
zing gases (air or alkane combustion products)  
to reducing gases formed by the products of simul-
taneous partial oxidation (POX) and pyrolysis of 
alkanes (CH4, LPG, etc.)), the effect manifested 
itself at the temperatures near the melting point  
of cathode surface. This indicates the difference  
in the values of cathode mass losses (i. e. evapora-
tive ablation intensity EAI) in the systems based on 
“air + alkane”-mixtures in a comparison with 
“background” case of more simple plasma gases 
(air or N2 of technical quality) for two (Zr and W) 
of the three variants of the cathodes. This shows 
the advisability of taking this factor into account  
in the further development of the torches using  
this group of reactive plasma gases. 

 1                               4 
     3     2 
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Fig. 3. Composition (in weight fractions)  
of equilibrium C–H–O–N–Ar–Zr-system, based  

on the “air + CH4”-mixture with fuel to air equivalence  
ratio φ = 4.39 (Tab. 3), at the range T = 500–6000 К  
(at p = 0.202 MPa) at the ratio of mass rates of initial  

Me-containing part (taken as metal Zr) to initial gaseous part  
as 1 to 100; this regime is the bound one to appear  

the condensed zirconium carbide state in the system 

 

Fig. 4. Composition (in weight fractions)  
of equilibrium C–H–O–N–Ar–Zr-system, based  

on the “air + CH4”-mixture with the ratio φ = 1.71 (Tab. 1),  
at the range T = 500–6000 К (at p = 0.202 MPa) at the ratio  

of mass rates of initial Me-containing part  
(taken as dioxide ZrO2) to initial 

gaseous part as 1 to 100 

 

 
Fig. 5. Composition (in weight fractions) of quasi-equilibrium 
C–H–O–N–Ar–Zr-system, based on the “air + CH4”-mixture 

with the ratio φ = 1.71, at the range T = 500–6000 К  
(at p = 0.202 MPa) at the ratio of mass rates of initial  

Me-containing part (taken as ZrO2) to initial gaseous part  
as 1 to 100; this regime uses the fixation of condensed  

zirconium carbide in the system (at 3100 K) with the same 
fraction as was experimentally found [17, 18] in the torch’  

Zr-cathode surface in the regime No 3 (Tab. 1) 
 

Table 1  
Experimental data and additionally calculated parameters for the operating regimes  

of button-type Zr-cathode of DC plasma torch with group of “air + CH4”-based plasmas [17, 18] 
 

Operating 
regime 

Mass fraction 
of the CH4  

in input plasma 
gas, kg/kg 

Thickness  
of formed 

emission layer 
on the torch 

cathode δ, mm 

Mole fraction 
of oxygen  

in the cathode 
layer, % 

Mole fraction 
of carbon  

in the cathode 
layer, % 

Fuel to air 
equivalence 

ratio for 
 plasma gas φ 

Mass  
fraction  

of ZrO2 phase 
 in the cathode 

layer, % 

Mass fraction  
of ZrC phase  
in the cathode 

layer, % 

Ratio of mass 
fractions of 

ZrC and ZrO2 
phases in the 
cathode layer, 

kg/kg 

1 0 0.9 34.0 0 ≈10–4 58.44 0 0 

2 0.10 1.3 29.5 7.0 1.077 50.93 13.50 0.265 

3 0.15 1.1 14.0 30.0 1.711 24.61 58.91 2.394 

 
The Tab. 2 demonstrates some characteristics 

of the considered cathode materials, which are  
important for the evaluation of evaporative degra-
dation at ablation of the materials under the high 
temperature operation.  

In the Tab. 1 the data are presented for the part 
of experimental parameters of the button-type zir-
conium cathode in DC plasma torch with group of 

“air + CH4”-plasmas [17, 18] and additionally cal-
culated characteristics for these regimes to demon-
strate composition of the cathode after the opera-
tion in this AHC-type plasma. 

Using our analysis with an example for the case 
of tested in [17, 18] “CH4 + air”-operated torch with 
the Zr-cathode with heterogeneous surface layer,  
it was shown that the calculations in equilibrium  

   

 Weight fract. 

 Weight fract. 

 Weight fract. 

 Т, К 

 Т, К 
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and quasi-equilibrium approximations predict the 
nonlinear behavior of the cathode degradation  
parameter EAI and the concentrations of Zr-contai- 

ning vapors in gas phase, depending on a value  
of the equivalence ratio φ for plasma-forming  
mixture in terms of CxHy-fraction in this.  

 

Table 2 
Some physical properties of analyzed cathode materials (metals and possible compounds after chemical interaction  

with plasmas) for the plasma torches with AHC-containing plasmas, based on referenced data  
and the values from thermodynamic database, used in TERRA-code [19, 23]  

 

Properties (for phase 
changes – typically  

at ambient pressure) ↓ 

Commercial ThO2-doped (2 wt. %)  
tungsten Zr Cu 

Molecular weight, 
kg/mol 

0.18384 (W); 0.18480 (W + Th); 
0.19585 (WC); 0.19585 (W2N) [24] 

0.091224 (Zr);  
0.123223 (ZrO2 – CAS number 
[1314-23-4]); 0.103235 (ZrC); 
0.105231 (ZrN) [24] 

0.063546 (Cu);  
0.079545 (CuO);  
0.143091 (Cu2O) [24] 

Melting point Tm, K 3680–3695 (W) [25–27];  
2023 (Th) [25];  
3058–3093, 3053 (WC – CAS num- 
ber [12070-12-1]) [25, 28–30] 

2125–2128 (Zr) [25, 26];  
2950–2983, 2963 (ZrO2) [25, 31–33]; 
3805–3700, 3845, 3673 (ZrC – CAS 
number [12070-14-3]) [25, 34–37]; 
3233, 3228±30 (ZrN – CAS number 
[25658-42-8]) [25, 38] 

1358 (Cu) [24, 25];  
1599–1719 (CuO – CAS 
number [1317-38-0]) [25, 
31]; ∼1517 (Cu2O) [24] 

Value of Tm used  
in TERRA data base, K 

3695 (W); 3050 (WC)  
and 3050 (W2C) 

2133 (Zr); 2983 (ZrO2),  
3700 (ZrN) and 3720 (ZrC) 

1358 (Cu); 1517 (Cu2O)  
and 1700 (CuO) 

Boiling point Tb, K  5828–5933 (W) [25, 26];  
5061 (Th) [25]; 6273 (WC) [28, 30] 

4682–3851 (Zr) [25, 26];  
4300–4330 (ZrO2) [39, 40];  
5370 (ZrC) [41] 

2835–2840 (Сu) [25, 26]; 
2170–2270 (CuO) [40, 42] 

Electron work func- 
tion Φ of the metals  
and their com- 
pounds, eV  

4.32 (W{116}–W{110});  
2.40 (polycrystalline Th) [25];  
3.05–3.47 (“W + 2 % ThO2”-phase) [43]; 
4.6–5.6 (WC {011}, {111}) [44] 

4.05 (polycrystalline Zr);  
4.02 (ZrC{lattice plane 100}) [45] 

4.48–5.10 (Cu{110}– 
–Cu{100}) [25];  
4.84–5.0 (Cu2O films)  
and 4.7–5.5 (CuO) [46, 47]  

Ionization potential  
of neutral atom of the 
metal, eV 

7.8640 (W); 6.3067 (Th) [25] 6.6339 (Zr) [25] 7.7264 (Cu) [25] 

 
Table 3  

Calculated parameters for vaporizing Zr-cathode (in metal and oxide forms) with the group of AHC-based  
plasma gases for the regimes (p = 0.202 MPa) similar to the plasma experimental regimes in [17, 18]  

 

Parameter → 
Gas medium 

↓ 

100-EAI (wt. %)  
at T1 = 2900 К 

100-EAI (wt. %)  
at T2 = 3100 K =  

= 1.069T1 

MFsumZrOx-vap  
at T = 2900 K, kg of 

vapors/(kg of gas phase) 

MFsumZrOx-vap  
at T = 3100 K, kg of 

vapors/(kg of gas phase) 
1 2 3 4 5 

Oxidative plasmas – thermodynamic equilibrium case 
1) Air (composition on 
[48]) (at the φ = 1/ER ≈  
≈ 10–4, i. e. the ratio va- 
riant as in [20] ER ≈  
≈ 104 [49]) – Regime #1 
from [17, 18] 

† (at ZrO2 in the initial  
mixture) 99.159 

† (at ZrO2) 95.078 † (at ZrO2) 8.410 ⋅ 10–5 † (at ZrO2) 4.916 ⋅ 10–4 

2) O2 (pure, 100 %)  † (at ZrO2) 99.237 † (at ZrO2) 95.488  † (at ZrO2) 7.618 ⋅ 10–5   † (at ZrO2) 4.508 ⋅ 10–4   
Oxidative plasmas – thermodynamic quasi-equilibrium (with fixing of mass fraction of ZrC(c) in the mixture)  

and equilibrium (without the fixing) cases 
3) Air + CH4 (at φ =  
= 1/ER = 1.0774, 
i. e. ER = 0.9282) –  
Regime #2 from [17, 18]    

† (at ZrO2) 99.078 /  ‡ (with 
fixing of the fractions of ZrC(c) 
and ZrO2(c)): 99.041 {at 500 K, 
2900 K, 3100 K exists only 
ZrO2(c) phase} 

† (at ZrO2) 94.486 /  
‡ (with fixing of the 
fractions of ZrC(c) 
and ZrO2(c)): 94.276  

† (at ZrO2) 9.216 ⋅ 10–5 /  
‡ (with fixing of the 
fractions of ZrC(c) +  
+ ZrO2(c)): 9.21 ⋅ 10–5  

† (at ZrO2) 5.502 ⋅ 10–4 
/  ‡ (with fixing of the 
fractions of ZrC(c) +  
+ ZrO2(c)): 5.50 ⋅ 10–4  
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End of Table 3 

4) Air + CH4 (at φ =
= 1/ER = 1.7111,
i. e. ER = 0.5844) – Re-
gime #3 from [17, 18]

† (at ZrO2) 98.969 /   
‡ (with fixing of the fractions 
of ZrC(c) and ZrO2(c)):  
98.832 {at 500 K, 2900 K,  
3100 K exists only ZrO2(c)}  

† (at ZrO2) 93.858 /  
‡ (with fixing of the 
fractions of ZrC(c) 
and ZrO2(c)):  
93.088 

† (at ZrO2) 1.028 ⋅ 10–4 /  
‡ (with fixing of the 
fractions of ZrC(c) +  
+ ZrO2(c)): 1.025 ⋅ 10–4 

† (at ZrO2) 6.114 ⋅ 10–4 /  
‡ (with fixing of the 
fractions of ZrC(c) +  
+ZrO2(c)): 6.10 ⋅ 10–4 

Non-oxidative plasma – thermodynamic equilibrium case 

5) Air + CH4 (at φ =
= 1/ER = 4.390,
i. e. ER = 0.2278)

† (at Zr in the initial mixture) 
83.496 ≡ 99.663 (for the stan- 
dardized value (only ZrO2(c)  
at 500 K; exists only ZrC(c)  
at 2900 K and 3100 K)* /  
(at ZrO2) 83.952 ≡ 99.228  
(for standardized value with  
the recalculation to pure Zr) – 
mixture of ZrC(c) + ZrN(c) at 
2900 K; only ZrO2(c) at 500 K 

† (at Zr) 81.838 ≡  
≡ 97.683 (for the 
standardized value 
(only ZrC(c))** /  
(at ZrO2) 79.442 ≡  
≡ 94.351 (for stan- 
dardized value with 
the recalculation  
to Zr) – ZrC(c) +  
+ ZrN(c) at 3100 K 

† (at Zr) 3.779 ⋅ 10–5 † (at Zr) 2.541 ⋅ 10–4 

Designation: † – thermodynamic equilibrium state; ‡ – thermodynamic quasi-equilibrium state. 
* ZrO2(c) → ZrC(c).

Fig. 6. Composition (in weight fractions) 
of equilibrium C–H–N–Me-system 

(Me = (W + ThO2 (2 wt. %)), based on the 
commercial “N2 (high quality [51] + 

+ 10 wt. % CH4”-mixture, at the range T = 300–6000 К 
(at p = 0.202 MPa) at the ratio of mass rates of initial  

Me-containing part (taken as W + ThO2) to initial 
gaseous part as 1 to 100 (Tab. 4) 

Fig. 7. Degradation intensity EAI (wt. %)  
and Zr-containing vapors pressure pv (Pa) for zirconium cathode 

material in the conditions of equilibrium  
and quasi-equilibrium systems (“air + CH4”-mixture  

with the equivalence ratio φ = 1.71) (Tab. 1, 3))  
at the temperature values of 2900 and 3100 К  

at p = 0.202 MPa 

Fig. 8. Degradation intensity EAI (wt. %) and Zr-containing 
vapors pressure pv (Pa) for zirconium cathode material  

in the conditions of two equilibrium systems (gaseous oxygen 
and “air + CH4”-mixture with the equivalence  

ratio φ = 4.39 (Tab. 3 for the non-oxidative plasma regime,  
i. e. POX of CxHy) at the temperature values of 2900

and 3100 К at p = 0.202 MPa 
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It is inconsistent with the experimentally ob-
tained in [17, 18] parameters of the cathode com-
position, which indicates a probability of none-
quilibrium type of thermophysical and mass 
transfer processes in the near-electrode region 

and the surface layer (∼1 mm thickness) of the 
material (at least when the torch operates in 
modes with electric current of about 300 A), 
which indicates the need for additional study 
of this effect.  

Table 4 
Combinations of the refractory (metal-based) cathode materials for DC arc plasma torches and some plasma gases,  

containing of hydrocarbons, and comparative ones, and calculated composition/state and the values 
of the (100 %–EAI (%))-parameter for evaporative degradation of the cathodes (at p = 0.202 MPa)  

Material → 
Gas medium 

↓ 
ThO2-doped (2 wt. %) tungsten (T1 = 3600 K) Cu (at T0 = 1300 K;  

for the oxidized state at T1 = 1500 K) 

1 2 3 
Non-oxidative/weak oxidative plasmas – thermodynamic equilibrium and quasi-equilibrium cases 

1) N2 (technical quality) –
on the [50]

0 (for W + ThO2 at 3000 K); 0.0271 (for W + ThO2 at 3600 K) 
{at 300 K: WO3(c) + ThO2(c); at 3000 K: absence of phases:  
at 3600 K: W(c)} 

– 

2) N2 (commercial grade) –
high purity gas with
minimal impurities [51]

0.96197** (for W + ThO2 at 3000 K);  
0.95387** (for W + ThO2 at 3600 K) {at 300 K: W2N(c) + 
+ ThO2(c); at 3000 K: W2N(c); at 3600 K: W(c)} 

0.99998 (at T = 1300 K) and 0.99994 
(at T = 1350 K) and 0.9991  
(at T = 1500 K)   

3) N2 (pure, 100 %) 0.97976** (for W + ThO2 at 3000 K);  
0.97034** (for W + ThO2 at 3600 K) {at 300 K: W2N(c) + 
+ ThO2(c); at 3000 K: W2N(c); at 3600 K: W(c)} 

– 

4) Ar + H2 (75 + 25 % vol.)
(the commercial mixture for
plasma spraying)

0.95213 (for W + ThO2 at 3000 K);  
0.94404 (for W + ThO2 at 3600 K) {at 300 K: W(c) + 
+ ThO2(c); at 3000 K: W(c); at 3600 K: W(c)} 

– 

5) Air + C3H8 ≈ LPG*

(at the equivalence ratio
φ = 1/ER ≈ 3.32,
i. e. ER = 0.3012),
i. e. ideal POX

– 1.0 (at T = 1300 K) and 0.9999 (at T = 
= 1350 K) and 0.9982 (at T = 1500 K) 
(for all T exists only phase Cu(c))  

6) Air + CH4 (at φ = 1/ER =
= 4.0, i. e. ER = 0.25),
i. e. ideal POX

– 0.999949 (at T = 1300 K) and 
0.999848 (at T = 1350 K) and 0.99787 
(at T = 1500 K) (for all T exists  
only Cu(c))  

7) N2 (as #2) +
+ CH4 (10 wt. %)

0.9666*** (for W + ThO2) ≡ 0.94122 (for standardized value 
to the transformation as in #2); 0.9774*** (for W + ThO2  
at 3000 K) ≡ 0.95166 (for the standardized value) / (for the  
quasi-equilibrium regime the same result was found)  
{at 300 K: W2N(c) + ThO2(c); at 3000 K: WC(c);  
at 3600 K: WC(c)}  

0.99996 (at 1300 K), 0.99989  
(at 1350 K) and 0.99846 (at 1500 K) 
(for all T exists only Cu(c)) (†) /  
0.99996 (at 1300 K), 0.99990  
(at 1350 K) and 0.99849 (at 1500 K) 
(for all T exists only Cu(c)) (‡)  

8) N2 (as #3) +
+ CH4 (10 wt. %)

0.9672*** (for W + ThO2) ≡ 0.94179 (for standardized value  
to the transformation as in #2); 0.9778*** (for W + ThO2
at 3000 K) ≡ 0.95213 (for the standardized value) {at 300 K: 
W2N(c) + ThO2(c); at 3000 K: WC(c); at 3600 K: WC(c)}  

– 

9) N2 (as #3) +
+ CH4 (20 wt. %)

0.96616*** (for W + ThO2) ≡ 0.94077 (for standardized value 
to the transformation as in #2); 0.97783*** (for W + ThO2  
at 3000 K) ≡ 0.95213 (for the standardized value) {at 300 K: 
W2N(c) + ThO2(c); at 3000 K: WC(c); at 3600 K: WC(c)}  

– 

10) N2 (as #3) +
+ C3H8 ≈ LPG* (10 wt. %)

0.96892*** (for W + ThO2) ≡ 0.94346 (for standardized  
value to the transformation as in #2); 0.97783*** (for W + 
ThO2 at 3000 K) ≡ 0.95213 (for the standardized value)  
{at 500 K: W2N(c) + ThO2(c) + C(c); at 3000 K: WC(c);  
at 3600 K: WC(c)} 

–
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Окончание табл. 4 
End of Table 4 

1 2 3 

Oxidative plasmas – thermodynamic equilibrium case 
11) Air (composition
on [48])

– At Cu in initial mix: 1.000 (at T =  
= 1300–1350 K);  
0.8994 ‡⁑ (at 1450 K) ≡ 0.999954 
(for standardized value to  
the transformation as in (‡⁑));  
and 0.8993 ‡⁑ (at 1500 K) ≡ 0.99987 
(for the standardized value); at Cu2O in 
initial mix: 1.000 (at T = 1300–1350 K); 
0.8992 ‡⁑ (at 1450 K) ≡ 0.999952 
(for the standardized value) and  
0.8992 ‡⁑ (at 1500 K) ≡ 0.999851 
(for the standardized value)  

12) Air + CH4 (at φ =
= 1/ER = 1.00,
i. e. ER = 1.00),
i. e. ideal combustion

– With standardizing to the Cu(c) state: 
0.99998 (at 1300 K) and 0.99994  
(at 1350 K) and 0.99899 (at 1500 K)⁂ 

Designation: † – thermodynamic equilibrium; ‡ – thermodynamic quasi-equilibrium; ‡⁑ – with CuO(c) → Cu2O(c) transformation  
at high temperatures; ⁂ – with transformation of the part of Cu(c) to oxide (via the Cu(c) → Cu2O(c) reaction) at high temperatures. 

* LPG – liquified petroleum gas (technical propane-butane).
** With W2N(c) → W(c) transformation at high temperatures.
*** With W2N(c) → WC(c) transformation at high temperatures.

Besides the above described thermodynamic 
analysis, the tentative estimation was carried out 
for the comparative cathode metals degradation 
intensity to find the level of the degradation of the 
metal materials in terms of the vaporization part 
of the degradation based on the Hertz – Knudsen 
equation for the mass rate of the vaporization of 
metal and oxide melts [52]: Gm = αеcpv[M/2πRT]1/2.  

  N2(c.g.)            N2           N2 + 10 % CН4   N2(c.g.) + 10 % CН4      N2 + 20 % CН4 

Fig. 9. Degradation intensity EAI (wt. %)  
for tungsten-based cathode material in different equilibrium 

systems with (W + ThO2 (2 wt. %)), N2 and CH4  
at the temperature values 3000 and 3600 К  

(at p = 0.202 MPa), according to Tab. 4, the modes  
are as follows: N2 (c.g.) – commercial grade nitrogen [51];  

N2 – pure nitrogen (100 %) 

In the above equation: αеc – evaporation/con- 
densation coefficient; M, pv – molecular weight 
and the sum of partial pressures for the vapors 
of metal-containing components in gas; R – 
the molar gas constant. For the calculation such 
value αеc was established, which can be found, 
as one of the variants [53], based on the Kincaid 
and Eyring approach for multiatomic liquids with 
use of the data for δ3 – as the free angular ratio 
for non-linear molecules with three rotational 
degrees of freedom (characteristic for oxide and 
other melts). The values of αеc in an accordance 
with the reviewed empirical data and some calcu-
lated ones for properties (M, pv) near melting point 
of the materials was found to be 0.05–0.60 for 
a number of refractory oxides [52, 53].   

As a result, we evaluated the data to compare 
the estimated erosion rate (in terms of evaporative 
part of this) for the thermochemical Zr-cathode 
when operating on the mixtures with AHC (such 
as “air + CH4”) with the same parameter for some 
known DC plasma torches with similar cathode 
materials [1, 3, 22, 54]. The values obtained show 
an agreement on the rate level (10–9–10–8 g per 
Coulomb), which is important for engineering 
design of the AHC-based plasma torches at their 
medium or elevated power (≥50–100 kW).  

6 

4 

2 

0 

 W + ThO2 at 300 K (in wt. %) 

 W + ThO2 at 360 K (in wt. %) 
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The calculated thermodynamic data on the 
behavior of refractory zirconium compounds (such 
as ZrO2, ZrC) under the C–H–O–N–Ar–Zr-system 
conditions at T ≥ 2500 K can be also used for de-
velopment of thermal protection systems to predict 
their ablation/destruction by vaporization in flows 
of combustion products (including incomplete 
combustion, i. e. with POX or pyrolysis) from 
various engine, turbine and rocket fuels.  

CONCLUSIONS 

1. The task stated was to evaluate approximate
intensity of the erosion process and, in particular, 
the evaporation of cathode material of arc plasma 
torches for operation with gas mixtures with 
hydrocarbons by thermochemical modeling of 
the C–H–O–N–Ar–Me-system with varying ope- 
rating parameters: the composition of plasma-
forming mixtures, pressure and temperature of 
heterogeneous mixtures formed in the system with 
three variants of cathode material – zirconium, 
copper and commercial tungsten doped with thoria. 

2. The calculations (according to the approach
proposed by authors using the thermochemical 
method of the Bauman MGTU) for the conditions 
oriented to gas discharge chamber of DC plasma 
torch in the thermodynamic equilibrium approxi-
mation and with the deviation from equilibrium 
modes showed that the change in plasma type from 
the variants with oxidizing composition, such as 
a mixture of methane combustion products, to the 
variants of mixtures with reducing composition, 
gives the effect of a difference in the specific rate 
of vaporization of the cathode near the melting 
point of the cathode surface in a comparison with 
the case of the torch with N2 or air. This effect 
is typical for two of the three materials considered 
(Zr and doped W).  

3. With regard to the previously experimentally
studied plasma torch with a zirconium cathode 
insert, operating in plasma in the thermochemical 
mode of electron emission [17, 18] and having an 
inhomogeneous multiphase surface, the calcula- 
tion reveals a complex dependence of the specific 
vaporization rate of zirconium and the concentra-
tions of Zr-containing compounds in the gas phase 
on the value of the fuel-air equivalence ratio of 
the plasma-forming CH4-air mixture. This dyna- 
mics of the dependence differs from the data on 

the composition of surface layer in this cathode, 
which were established in experiments in the 
modes with electric current in the torch ∼300 A, 
and this indicates nonequilibrium character of the 
processes in near-electrode plasma and in the sur-
face layer of the electrode. During the modeling 
the specific erosion (assuming only its evapora- 
tive component) of a zirconium cathode in the 
“air + CH4”-mixture was also compared with this 
parameter in experiments with previously studied 
plasma torches with similar cathodes of the ther-
mochemical subgroup in other plasma gases.  

4. The data obtained on the behavior of zirco-
nium compounds ZrO2 and ZrC in the C–H–O–N– 
–Ar–Zr-systems are interesting for next design
and optimizing the plasma torch cathodes and also
for developing new Zr-containing thermal protec-
tion systems, including assessment of their destruc-
tion in flows of combustion products of a number
of hydrocarbon-based fuels. Besides, the calculated
results on the behavior of copper near its melting
point can also be useful for analyzing the processes
of thermal spraying of copper coatings.
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К уточнению решения о действии сосредоточенной силы 
на упругое четвертьпространство  
при произвольном коэффициенте Пуассона 
Докт. техн. наук, проф. С. В. Босаков1)

1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь)

 Белорусский национальный технический университет, 2022 
    Belarusian National Technical University, 2022 

Реферат. Ранее автором получено аналитическое решение для определения вертикальных перемещений грани одно-
родного изотропного четвертьпространства, на которую действует вертикальная сосредоточенная сила. Это выраже-
ние давало точное решение для определения вертикальных перемещений грани четвертьпространства из несжимае-
мого материала и приближенное – при коэффициенте Пуассона, отличном от 0,5. Позднее в опубликованной статье 
С. В. Босакова и П. Д. Скачека «Действие сосредоточенной силы на 1/8 однородного изотропного пространства» бы-
ло показано, что, комбинируя решения для определения вертикальных перемещений четвертьпространства и полу-
пространства от действия сосредоточенных сил, можно найти вертикальные перемещения для одной восьмой грани 
однородного изотропного пространства. Полученные выражения позволяют решать контактные задачи для некласси-
ческих областей в виде четвертьпространства и одной восьмой пространства. В настоящей статье автор приводит 
первое приближение для определения вертикальных перемещений грани четвертьпространства от действия верти-
кальной сосредоточенной силы, широко используя метод специальной аппроксимации, развитый в трудах В. М. Алек-
сандрова и позволяющий успешно вычислять несобственные интегралы. Построенные графики показывают близ- 
кие результаты при определении перемещений с коэффициентом Пуассона, отличном от 0,5 и равном 0,5. Следует 
отметить, что указанный в статье С. В. Босакова и П. Д. Скачека подход может быть успешно использован при опре-
делении всех перемещений граней одной восьмой грани однородного изотропного пространства от действия сосре- 
доточенных сил, касательных к грани четвертьпространства. Это даст возможность решать контактные задачи с уче-
том сил трения в контактной зоне балки или пластинки. 
Ключевые слова: четвертьпространство, коэффициент Пуассона, решение Буссинеска, перемещения, сосредоточен-
ная сила 
Для цитирования: Босаков, С. В. К уточнению решения о действии сосредоточенной силы на упругое четвертьпро-
странство при произвольном коэффициенте Пуассона / С. В. Босаков // Наука и техника. 2022. Т. 21, № 3. С. 191–195. 
https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-191-195  

To Clarify Decision on Action of  Concentrated Force 
to Elastic Quarter-Space for Arbitrary Poisson’s Ratio 
S. V. Bosakov1)

1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus)

Abstract. Previously, the author obtained an analytical solution for determining the vertical displacements of the homogene-
ous isotropic quarter-space face, which is affected by a vertical concentrated force. This expression gave an exact solution for 
determining the vertical displacements of a quarter-space face made of incompressible material and an approximate solution 
for a Poisson ratio different from 0.5. Later, in the published paper by S. V. Bosakov and P. D. Skachek “Action  
of Concentrated Force on 1/8 of Homogeneous Isotropic Space”, it was shown that by combining solutions for determining 
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the vertical displacements of a quarter-space and a half-space from the action of concentrated forces, one can find vertical 
displacements for  one-eighth face of a homogeneous isotropic space. The resulting expressions allow solving contact prob-
lems for non-classical domains in the form of a quarter of a space and one eighth of a space. Below, the author obtains the first 
approximation for displacements of a quarter-space face from the action of a vertical concentrated force. In this paper,  
the author gives the first approximation for determining the vertical displacements of a quarter-space face from the action of  
a vertical concentrated force, widely using the special approximation method developed in the works of V. M. Alexandrov 
and allowing to calculate successfully improper integrals. The constructed graphs show good results when determining  
displacements with a Poisson’s ratio different from 0.5 and equal to 0.5. It should be noted that the approach indicated in  
the paper by S. V. Bosakov and P. D. Skachek can be successfully used in determining all displacements of the faces of 
one-eighth face of a homogeneous isotropic sharpened forces tangent to the edge of a quarter-space and this will allow 
to solve contact problems taking into account friction forces in the contact zone of the beam or plate. 
Keywords: quarter-space, Poisson’s ratio, Boussinesq decision, displacements, concentrated force 
For citation: Bosakov S. V. (2022) To Clarify Decision on Action of  Concentrated Force to Elastic Quarter-Space for Arbi-
trary Poisson’s Ratio. Science and Technique. 21 (3), 191–195. https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-191-195 
(in Russian) 

В [1] на основании результатов Я. С. Уф-
лянда [2] получено точное выражение для оп-
ределения вертикальных перемещений грани 
упругого однородного изотропного четверть- 
пространства от действия сосредоточенной вер- 
тикальной силы в виде тройного несобственного 
интеграла. Надо отметить, что в научной литера-
туре это выражение носит название задачи Хете-
ни [3], который предложил вычислять ее мето- 
дом наложения решений для полупространства. 
В [4, 5] делались попытки упростить полученное 
выражение для перемещений при произвольном 
коэффициенте Пуассона при решении задач рас-
чета фундаментных конструкций на грунтовом 
основании вблизи откосов. Д. А. Пожарский [6] 
опубликовал монографию, где в интегральном 
виде приводятся формулы для перемещений гра-
ницы упругого четвертьпространства от различно 
приложенных внешних сил. 

Рассмотрим выражение для определения 
вертикальных перемещений грани упругого 
однородного изотропного четвертьпространст- 
ва от действия сосредоточенной вертикальной 
силы (рис. 1): 
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где Е, ν – модуль упругости и коэффициент 
Пуассона четвертьпространства; Kiτ(x) – функ-
ция Бесселя [7]. 
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Рис. 1. Действие сосредоточенной силы 
на четвертьпространство 

Fig. 1. Action of concentrated force 
on quarter-space 
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Выражения (2)–(4) получены исходя из 
асимптотических свойств функций на нуле 
и бесконечности. Точность принятой аппрок-
симации можно оценить по рис. 2, 3. 
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Рис. 2. Точность аппроксимации выражения (2) 

Fig. 2. Expression approximation accuracy (2) 

Подчеркнем, что наличие осциллирующих 
функций в (1) говорит о незначительном влия-
нии различий  в  значениях  точных и аппрокси- 

мирующих выражений в (2) и (3). Точность ап-
проксимации (4) рассмотрена в [8]. 
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Рис. 3. Точность аппроксимации выражения (3) 
Fig. 3. Expression approximation accuracy (3) 

Используя принятые аппроксимации и опус- 
кая промежуточные вычисления, получаем: 
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Далее  используем  формулы  интегра- 
лов [1, 8, 9]: 
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В итоге получаем выражение для вертикальных перемещений грани четвертьпространства от вер-
тикальной силы в следующем виде: 
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Первое слагаемое в полученном выражении 
для перемещений (7) – это известное решение 
Буссинеска [10] для упругого однородного изо-
тропного полупространства и является сингу-
лярным. Также можно заметить, что наиболь-
шее влияние на величины перемещений (7) 
учет коэффициента Пуассона оказывает вблизи 
ребра четвертьпространства, что подтверждают 
данные рис. 4, 5. 
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Рис. 4. Перемещения при ν = 0,5 (желтый цвет) 
и ν = 1/3 (синий цвет) вдоль оси z при r = a = 1 

Fig. 4. Movements at ν = 0.5 (yellow)  
and ν = 1/3 (blue) along axis z at r = a = 1 

В (7) перемещения ограничены на ребре 
четвертьпространства, на бесконечности стре-

мятся к нулю, как 1/R1. Полученные результаты 
также дают возможность уточнить формулу 
перемещений грани 1/8 однородного изотроп-
ного пространства, опубликованной в [9]. 
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Рис. 5. Перемещения при 1/R1 (желтый цвет) 
и ν = 1/3 (синий цвет) вдоль оси R при z = 0 

Fig. 5. Movements at 1/R1 (yellow)  
and ν = 1/3 (blue) along axis R at z = 0 

ВЫВОД 

Получено уточненное аналитическое выра-
жение для определения вертикальных переме-
щений грани упругого однородного изотропно-
го четвертьпространства от действия сосредо-
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точенной вертикальной силы, справедливое при 
любых значениях коэффициента Пуассона. 
Следует отметить, что указанный подход при 
определении перемещений может быть исполь-
зован в решении задачи о действии сосредото-
ченных сил, касательных к грани четвертьпро-
странства. Это позволит решать контактные 
задачи с учетом сил трения в контактной зоне 
балки или пластинки. Полученные результаты 
также дают возможность уточнить формулу 
для определения вертикальных перемещений 
грани одной восьмой однородного изотропного 
пространства, ранее опубликованной в статье 
С. В. Босакова  и  П. Д. Скачека  «Действие  со-
средоточенной силы на 1/8 однородного изо-
тропного пространства». 
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Плиты для сборных дорожных покрытий 
с наименьшим «клавишным» эффектом 

Канд. техн. наук, доц. С. И. Зиневич1), асп. А. К. Каюмов1) 

1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь)

 Белорусский национальный технический университет, 2022 
    Belarusian National Technical University, 2022 

Реферат. Изучен вопрос улучшения ровности сборного бетонного покрытия посредством изменения конструкции 
плит, из которых оно собирается. Неровности сборного покрытия, так называемый «клавишный» эффект, в основном 
возникают в местах сопряжения плит. Причина неровностей – вертикальные перемещения торцов плит друг 
относительно друга при проезде автомобиля. С целью исправления этой ситуации авторы предлагают устраивать на 
концах плит поперечные ребра прямоугольного сечения. Такие ребра будут создавать надежную опору на краях 
плиты, что уменьшит вертикальные перемещения ее торцов. Чтобы определить эффективность применения 
поперечных ребер, исследовали бетонную плиту размерами 3×6 м. Поперечное ребро в сечении имело форму 
прямоугольника со сторонами 20×10 см. Для сравнения результатов испытаний исследовали бетонную плиту таких 
же размеров, но без поперечных ребер. Деформации и напряжения плиты под нагрузкой определяли методом 
конечных элементов с использованием программного комплекса «Лира». Расчеты показали, что вертикальные 
перемещения торцов плит с ребрами в два раза, а напряжения – в 2,4 раза меньше, чем плит без ребер. Таким образом 
установлено, что использование бетонных плит с поперечными ребрами на торцах позволит уменьшить неровности 
сборного дорожного покрытия. 
Ключевые слова: сборное покрытие, прочность бетона, жесткость плиты, поперечное ребро, деформации и напря-
жения плиты, нагрузка, вертикальные перемещения, «клавишный» эффект 
Для цитирования: Зиневич, С. И. Плиты для сборных дорожных покрытий с наименьшим «клавишным» эффектом / 
С. И. Зиневич, А. К. Каюмов // Наука и техника. 2022. Т. 21, № 3. С. 196–200. https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-
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Slabs for Prefabricated Road Surfaces with the Least “Keyboard” Effect 

S. I. Zinevich1), А. К. Кayumov1)

1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus)

Abstract. The paper studies the issue of improving the evenness of the prefabricated concrete pavement by changing the 
design of the slabs from which it is assembled. Irregularities of the prefabricated pavement mainly occur at the junction of 
the plates and are called “keyboard” effect. The reason for the unevenness is the vertical movement of the ends of the plates 
relative to each other when the car passes. In order to correct this situation, the authors propose to arrange transverse ribs of 
rectangular cross section at the ends of the plates. Such ribs will create a reliable support at the edges of the slab, which will 
reduce the vertical movement of its ends. To determine the effectiveness of the use of transverse ribs, a concrete slab with 
dimensions of  3×6 m has been examined in the paper. The transverse rib in cross section had the shape of a rectangle with 
sides 20×10 cm. In order to compare the test results, a concrete slab of the same dimensions, but without transverse ribs, 
has been studied. Deformations and stresses of the slab under load have been determined by the finite element method using 
the Lira software package. Calculations have shown the effectiveness of the slabs with transverse ribs mounted on its edges. 
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The vertical displacements of the ends of the slabs with ribs are two times less than those of the slabs without ribs, and the 
stresses are 2.4 times less. It is obvious that the use of concrete slabs with transverse ribs at the ends will reduce the uneven-
ness of the prefabricated coating at the points of their mating. 
Keywords: prefabricated coating, concrete strength, slab stiffness, transverse rib, slab deformation and stresses, load, vertical 
displacements, “keyboard” effect 
For citation: Zinevich S. I., Кayumov А. К. (2022) Slabs for Prefabricated Road Surfaces with the Least “Keyboard” Effect. 
Science and Technique. 21 (3), 196–200. https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-196-200 (in Russian) 

Введение 

Цементобетонные дорожные покрытия – 
более прочные и долговечные по сравнению 
с асфальтобетонными [1, 2]. Одним из видов 
бетонных покрытий являются сборные, устраи-
ваемые из отдельных плит [3, 4]. Они имеют 
свои плюсы и минусы. К плюсам можно отне-
сти то, что плиты изготавливают на заводах со 
строгим соблюдением технологических правил 
и режимов ухода за бетоном, обеспечивающих 
их высокое качество. Также преимуществом 
является возможность движения транспорта 
сразу после устройства покрытия, т. е. нет не- 
обходимости ждать набора прочности бетоном, 
как при возведении монолитных бетонных по-
крытий. Это позволяет применять сборные бе-
тонные покрытия при реконструкции или капи-
тальном ремонте существующей дороги, когда 
нельзя надолго закрыть движение [5]. Немало-
важное обстоятельство в пользу сборного бе-
тонного покрытия по сравнению с монолит- 
ным – устройство его в течение всего года. 
Кроме того, стоимость сборных бетонных по-
крытий примерно в 1,5 раза меньше, чем моно-
литных армированных.  

Однако сегодня устройство сборных бетон-
ных покрытий не нашло широкого применения. 
Одна из причин – сложность обеспечения ров-
ности покрытия [6]. Наиболее часто неровности 
(так называемый «клавишный» эффект) возни-
кают в зоне сопряжения плит. Они происходят 
из-за вертикального перемещения торцов плит 
друг относительно друга при проезде автомоби-
ля. С целью исправления такой ситуации авторы 
предлагают устраивать на концах плит попереч-
ные ребра. Поперечное сечение ребра должно 
иметь прямоугольную форму, что создаст надеж-
ные опоры на краях плиты. А это уменьшит вер-
тикальные перемещения ее торцов. 

Для проверки эффективности устройства 
поперечного ребра с точки зрения уменьшения 
вертикальных перемещений торцов плиты ис-
следовали бетонную плиту размерами 3×6 м. 
Поперечное ребро в сечении имело форму пря-

моугольника со сторонами 20×10 см (рис. 1). 
Для сравнения результатов испытаний исследо-
вали такую же по размерам бетонную плиту без 
поперечных ребер. Деформации и напряжения 
плит под нагрузкой определяли методом ко-
нечных элементов с использованием програм- 
много комплекса «Лира». 

   6000 

Рис. 1. Продольный разрез исследуемой плиты 
Fig. 1. Longitudinal section of the studied plate 

Выполнение расчета 

Зависимость жесткости плиты от наличия 
поперечного ребра, установленного на ее торце, 
определяли методом конечных элементов [7, 8]. 
Конечно-элементная модель плиты включала 
19152 узла и 18943 конечных элемента. Упру-
гое основание моделировали упругими верти-
кальными связями, находящимися в каждом 
нижнем узле [9, 10]. Жесткость каждой связи 
находили по формуле 

( )
0

2
0

,
1
E FR

K N
=

− ν

где Е0, ν0 – усредненный модуль упругости 
и коэффициент Пуассона цементогрунта; N – 
число нижних узлов конечно-элементной модели; 
K – коэффициент, для плиты размерами 3×6 м 
K = 0,9 [10]; F – площадь нижней поверхности 
плиты. 

Выполняли расчет железобетонной плиты 
толщиной 180 мм, изготовленной из бетона 
марки по морозоустойчивости F150 с ненапря-
гаемой арматурой. Основанием служил цемен-
тогрунт. Плиту нагружали двумя колесами рас-
четного автомобиля, каждое из которых прини-
мали в виде гибкой квадратной нагрузки, 
эквивалентной площади круга  диаметром 0,41 м. 
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Величина равномерно распределенной нагруз-
ки каждого колеса составляла 0,6 МПа. Схема 
загрузки плиты приведена на рис. 2: два штам-
па приложены одновременно на линии, пер-
пендикулярной продольной оси плиты и нахо-
дящейся в ее начале или конце. 

Жесткость плиты при воздействии нагрузки 
оценивали по перепаду высот ее поверхности. 
Сравнивали вертикальные перемещения торца 
плиты, имеющей поперечное ребро, и торца 
плиты без поперечного ребра. Результаты 
расчетов представлены на рис. 3, 4.  

Из рис. 3, 4 видно, что вертикальные пере- 
мещения торца плиты, имеющей поперечное 
ребро, в два раза меньше, чем перемещения 
торца плиты без поперечного ребра. 

Рис. 2. Cхема загрузки плиты 
Fig. 2. Plate loading scheme 

Напряжения плит с поперечным ребром и без 
ребра представлены на рис. 5, 6 соответственно. 
Как видно из рисунков, напряжения в опасной 
зоне также меньше у плиты, имеющей попе- 
речные ребра в торце. 

–1,23 –1,10 –0,975 –0,847 –0,718 –0,589 –0,461 –0,332 –0,203

Рис. 3. Изополя вертикальных перемещений торца плиты, имеющей поперечное ребро 
Fig. 3. Isofields of vertical displacements of the end of a plate with a transverse rib 

–2,47 –2,18 –1,89 –1,60 –1,31 –1,02 –0,736 –0,448 –0,159

Рис. 4. Изополя вертикальных перемещений торца плиты, не имеющей поперечного ребра 

Fig. 4. Isofields of vertical displacements of the end of a plate without a transverse rib 
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Рис. 5. Изополя наибольших напряжений плиты, имеющей поперечное ребро 

Fig. 5. Isofields of the greatest stresses of a plate with a transverse rib 
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Рис. 6. Изополя наибольших напряжений плиты, не имеющей поперечного ребра 

Fig. 6. Isofields of the greatest stresses of a plate without a transverse rib 

ВЫВОД 

Выполненные исследования и расчеты по-
казали эффективность поперечных ребер, уста-
новленных на концах плит. Так, вертикальные 
перемещения торцов плит с поперечными реб-
рами в два раза меньше, чем плит без таких ре-
бер. Уменьшение вертикальных перемещений 
торцов плит минимизирует «клавишный» эф-
фект в зоне сопряжения плит, отчего общая 
ровность покрытия улучшается. Кроме того, 
напряжения в опасной зоне плит с поперечны-

ми ребрами в 2,4 раза меньше, что способству-
ет продлению срока службы сборных бетонных 
покрытий.  
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Проблемы разжижения грунтов  
в основаниях гидротехнических сооружений 
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Реферат. Представлен анализ вероятности и условий возникновения разжижения грунтов, залегающих в основании 
и окрестностях гидротехнических сооружений. Как правило, гидротехнические сооружения возводятся в долинах 
водотоков, структура грунтов в которых способствует возникновению процессов разжижения. Грунты эти мел-
кофракционные несвязные, состоящие обычно из мелко- и среднезернистых или пылеватых песков, супесей, переме-
жающихся слоями суглинков. Массивы под напорными гидротехническими сооружениями достаточно водонасы-
щенные. Разжижение грунтов происходит в результате разрушения структурных связей между частицами в водона-
сыщенных дисперсных грунтах под действием напряжений разного типа. Внешняя динамическая или статическая 
нагрузка, приложенная к водонасыщенному массиву, сложенному из слабых мелкодисперсных грунтов, может при-
вести к полной или частичной потере грунтом несущей способности и переходу его в текучее состояние. Величина 
сопротивления грунта сдвигу определяется степенью его водонасыщенности; при влажности порядка 20 % угол есте-
ственного откоса песчаных грунтов существенно уменьшается. Восстановлению прочностных свойств грунтов пре-
пятствует поровое давление воды, процесс уплотнения (консолидации) массива грунта происходит после отжатия 
воды из пор, время протекания которого зависит от фильтрационных свойств массива. Разжижение грунтов приво- 
дит к нарушению нормального функционирования гидротехнического сооружения, созданию аварийных ситуаций. 
В статье представлены примеры возникновения аварий на гидротехнических сооружениях России, вызванных явле-
ниями разжижения. Отмечено, что основные направления защиты конструкций гидротехнических сооружений от 
опасного разжижения – предотвращение возможности возникновения разжижения и уменьшение его вредных 
последствий. В этой связи рассмотрено несколько способов – уплотнение и упрочение грунтов в основании сооруже-
ний; устройство фильтрующей пригрузки с использованием геотекстиля и георешеток; создание эффективной дре-
нажной (водоотводящей) системы.  
Ключевые слова: разжижение грунта, водонасыщенные мелкодисперсные грунты, динамические и статические 
нагрузки, поровое давление, сопротивление сдвигу 
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Soil Liquefaction Problems in the Foundations Hydraulic Structures 
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Abstract. An analysis of the probability and conditions for the occurrence of soil liquefaction at the base and in the vicinity 
of hydraulic structures is presented in the paper. As a rule, hydraulic structures are erected in the valleys of watercourses, 
the structure of the soil in which contributes to the occurrence of liquefaction processes. These soils are fine-grained, 
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non-cohesive, usually consisting of fine- and medium-grained or silty sands, sandy loams, interspersed with layers of loams. 
Massifs under pressure hydraulic structures are quite water-saturated. Soil liquefaction occurs as a result of the destruction of 
structural bonds between particles in water-saturated dispersed soils under the action of stresses of various types. An external 
dynamic or static load applied to a water-saturated massif composed of weak, finely dispersed soils can lead to a complete or 
partial loss of soil bearing capacity and its transition to a fluid state. The magnitude of soil resistance to shear is determined  
by the degree of its water saturation; at a moisture content of about 20 %, the angle of repose of sandy soils is significantly 
reduced. The restoration of the strength properties of soils is prevented by the pore water pressure, the process of compaction 
(consolidation) of the soil mass occurs after the water is squeezed out of the pores, the flow time of which depends on  
the filtration properties of the massif. Liquefaction of soils leads to a disruption in the normal functioning of a hydraulic struc-
ture, the creation of emergency situations. The paper provides examples of accidents at hydraulic structures in Russia caused 
by liquefaction phenomena. It is noted that the main directions of protecting the structures of hydraulic structures from 
dangerous liquefaction are to prevent the possibility of liquefaction and the reduction of its harmful effects.  In this regard, 
several methods are considered – compaction and strengthening of soils at the base of structures; filtering surcharge device 
using geotextiles and geogrids; creation of an effective drainage system. 
Keywords: soil liquefaction, water-saturated fine soils, dynamic and static loads, pore pressure, shear resistance 
For citation: Morgunov K. P., Kolosov M. A. (2022) Soil Liquefaction Problems in the Foundations Hydraulic Structures. 
Science and Technique. 21 (3), 201–210. https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-201-210 (in Russian) 

Введение 

При проектировании, строительстве и экс-
плуатации гидротехнических сооружений (ГТС) 
особое внимание следует уделять структуре и 
свойствам грунтов в их основании, в теле грун-
товых плотин и дамб, а также фильтрационным 
процессам в массиве этих грунтов. Сооружения 
гидроузлов располагаются, как правило, в реч-
ных долинах на аллювиальных грунтах, пред-
ставляющих собой перемежение слоев песка 
и суглинка. Такие грунты принято считать сла-
быми, несвязными. В процессе строительства 
подпорных сооружений – дамб, плотин, шлю-
зов – в русле водотока (реки, канала) создаются 
перепады уровней, поддерживаемые напорным 
фронтом гидроузла, формируются водохрани-
лища. Это способствует водонасыщению грун-
тов основания. В приплотинной области в мас-
сиве грунтов основания сооружений и берегов 
водохранилищ формируется поле фильтраци-
онных потоков с достаточно высокими гради-
ентами напоров. Такие условия способствуют 
развитию процессов подтопления и разжи- 
жения грунтов. Многочисленные инциденты, 
зафиксированные на ГТС, заставляют внима-
тельнее рассмотреть возможность разжижения 
грунтов и его влияние на состояние (устой- 
чивость, сохранение целостности и эксплуата-
ционных свойств) сооружений. 

Материалы и методы 

Одной из характерных особенностей рых-
лых водонасыщенных несвязных  грунтов  явля- 

ется их способность переходить в разжиженное 
состояние [1]. Разжижением грунта принято 
называть переход его в текучее состояние вне 
зависимости от причины такого изменения 
и величины последующих деформаций [2–4]. 
При этом происходит разрушение связей между 
частицами в водонасыщенных дисперсных 
грунтах. Процесс разжижения состоит из трех 
стадий (рис. 1):  

– разрушения исходной структуры грунта
вследствие разрыва структурных связей между 
частицами, например при силовом воздействии 
на массив грунта, при этом частицы грунта по-
кидают свое первоначальное положение;  

– стадии, когда частицы грунта стремят-
ся занять новое, более устойчивое положение 
в дисперсной структуре массива, однако этому 
противодействует поровое давление в прост- 
ранстве между частицами. Таким образом, 
грунт оказывается в разжиженном состоянии, 
при котором из-за потери непосредственных 
контактов между частицами не происходит пе-
редачи нагрузки от собственного веса частиц 
или внешней нагрузки и система частиц приоб-
ретает способность растекаться; 

– стадии переукладки частиц при отжатии
воды, восстановления структуры и постепенно-
го упрочения (консолидации) грунта, время 
которого зависит от скорости отжатия воды. 
При этом происходит полная или частичная 
потеря грунтом несущей способности, несвяз-
ный водонасыщенный грунт на время превра-
щается в тяжелую вязкую жидкость. 
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 a     b     c       d 

Рис. 1. Разжижение и уплотнение песчаного грунта [4]: а – рыхлый водонасыщенный грунт с крупными порами; 
 b – динамическое воздействие на массив грунта; c – водонасыщенный грунт разжижен, связи между частицами разрушены; 

d – уплотненный грунт после отжатия воды и оседания частиц 
Fig. 1. Liquefaction and compaction of sandy soil [4]: a – loose water-saturated soil with large pores;  

b – dynamic impact on the soil mass; c – water-saturated soil is liquefied, bonds between particles are broken; 
d – compacted soil after squeezing out water and settling particles 

Необходимым условием для возникновения 
явлений разжижения грунта является полное 
или близкое к полному насыщение грунта во-
дой [1]. Чаще всего разжижаются водонасы-
щенные мелкие и пылеватые пески, супеси [2]. 
Однако, как показали исследования, разжи-
жаться могут также глинистые [5], щебени- 
стые [6] и гравелистые [7, 8] грунты. 

В зависимости от характера нагрузок, воз-
действующих на массивы грунта, разжиже- 
ние может проявляться в различной степени. 
При землетрясениях, характеризующихся зна-
чительными амплитудами колебаний нагрузок, 
разжижения возникают на больших площадях 
неожиданно и происходят в течение несколь-
ких минут, иногда даже секунд, принося боль-
шой ущерб и порой сопровождаясь человече-
скими жертвами. Именно разжижением грунтов 
зачастую вызываются разрушения при земле-
трясениях [9–12].  

Разжижение грунта может проявиться не 
только при динамических (землетрясения), но и 
при статических нагрузках на массив. Пример 
этого – одна из крупнейших инженерных ката-
строф в США (авария на плотине Сен-Френсис, 
Калифорния), а также описанные ниже аварии 
на реке Вайонт у горы Монте-Ток (Италия) и 
обрушение склона на реке Бурее (Дальний Во-
сток, Россия). В данных случаях определяю-
щим фактором являлась степень водонасыще-
ния массива грунта. При этом чем больше по-
ристость грунта, тем при меньших нагрузках 
начинается разжижение. Прочность и устойчи-
вость грунтов определяются величиной сцеп-
ления, характеризующего сопротивление ча-

стиц перемещающим усилиям, и углом внут-
реннего трения – эти два параметра вместе 
обусловливают сопротивление грунтов сдвигу. 
Исследования [4, 13, 14] показывают, что угол 
естественного откоса при влажности 13–14 % 
имеет обычное для соответствующих песков и 
супесей значение; при повышении влажности 
этот угол резко уменьшается. Следует учиты-
вать, что при повышении водонасыщенности 
грунта, т. е. все более полном заполнении пор 
водой, на частицы грунта начинает действовать 
взвешивающая (архимедова) сила. Структура 
естественных грунтов характерна разным раз-
мером частиц (в диапазоне, определяемом ха-
рактером грунта), беспорядочной их укладкой, 
вызывающей образование пор всевозможного 
размера, различные жесткость скелета и сте-
пень устойчивости отдельных частиц, нагру-
женных в разной степени. Поэтому в массиве 
грунта напряжения от веса вышележащих слоев 
для различных точек оказываются неодинако-
выми, и взвешивающее давление воды, дей-
ствующее на частицы, зачастую становится со-
измеримым с действующими напряжениями 
и является той силой, которая приводит к 
нарушению устойчивости частиц и их переме-
щению. При деформации (сдвиге) частиц грун-
тового массива нарушается их контакт друг с 
другом, и вместо песчаного грунта, сохраняв-
шего ранее устойчивость благодаря силам тре-
ния частиц одна о другую, получается суспен-
зия, т. е. вода с взвешенными в ней частицами, 
происходит разжижение массива грунта. Новой 
укладке частиц препятствует наличие в порах 
воды, и требуется определенное время на ее 
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отжатие. Чем более слабая водоотдача и низкие 
фильтрационные свойства у грунтового масси-
ва, тем дольше грунт находится в разжиженном 
состоянии.  

Как показывает опыт [2, 4], наибольшей 
предрасположенностью к разжижению облада-
ют «переходные» (от чистых песков к глинам) 
виды грунтов, такие как пылеватые слабогли-
нистые пески, супеси и некоторые типы легких 
суглинков. Они содержат некоторое количество 
весьма мелких частиц, что определяет их сла-
бую водоотдачу и низкое значение коэффици-
ента фильтрации. Поэтому такие грунты в раз-
жиженном состоянии имеют минимальную 
вязкость (меньшую, чем у разжиженных глин 
или песков) и наибольшую подвижность среди 
всех дисперсных грунтов. Наличие глинистых 
частиц обусловливает способность этих грун-
тов к длительному нахождению в разжиженном 
состоянии. При этом предположение о том, что 
при замачивании снижается прочность матери-
ала грунтов и уменьшается коэффициент тре-
ния между частицами грунта, не находит под-
тверждения, так как процессы разжижения, 
сопровождающиеся просадками поверхности, 
наблюдаются не только в тех материалах, 
прочность которых уменьшается при намока-
нии (например, в известняках), но и в грунтах, 
прочность частиц которых неизменна в сухом 
и водонасыщенном состоянии (гранитах, диа-
базах). Изменение коэффициента трения при 
замачивании грунтов действительно происхо-
дит, однако у гидрофобных материалов коэф-
фициент трения уменьшается, а у гидрофиль-
ных (кварц, кальцит), из которых преимуще-
ственно и слагаются песчаные грунтовые 
массивы, увеличивается при замачивании. 

Порой возникает неполное (частичное) раз-
жижение, при котором часть сжимающих на- 
пряжений в скелете грунта сохраняется и грунт 
обладает некоторой несущей способностью. 
Количественной характеристикой степени раз-
жижения в [1] предложено считать отношение 
избыточного давления p суспензии при частич-
ном разжижении к наибольшему избыточному 
давлению pmax, соответствующему полному 
разжижению грунта: 

max
.pN

p
=

Значения N могут меняться от 0 (отсутствие 
разжижения) до 1 (полное разжижение). 

Устойчивость к разжижению в современной 
мировой практике [3] обычно оценивают коэф-
фициентом безопасности, который определяет-
ся как отношение допускаемого сопротивления 
разжижению, выраженное величиной цикличе-
ских напряжений, способных вызвать разжи-
жение, к циклическому напряжению, возника-
ющему в результате силового воздействия на 
грунт (например, землетрясения): 

,L
CRRF K K
CSR σ α=

где CRR (cyclic resistance ratio) – относительная 
амплитуда динамических напряжений – коэф-
фициент циклического сопротивления; CSR (cyc-
lic stress ratio) – критическое значение ампли-
туды напряжений – коэффициент циклического 
напряжения; Kσ – коэффициент, учитывающий 
напряжения от собственного веса грунта; Kα – то 
же, учитывающий наклон поверхности земли, 
принимаемый равным 1 при наклоне поверхно-
сти менее 6о.  

Принято считать [15], что при FL = 1,25…1,50 
слои грунта устойчивы к разжижению, при FL = 
= 1,0…1,2 грунты разжижаемы. 

В истории известно немало происшествий, 
в том числе тяжелых аварий и катастроф, про-
изошедших вследствие потери устойчивости 
грунтовых слоев. При этом значительные мас-
сы грунта внезапно переходили в состояние 
суспензии и растекались, сооружения, постро-
енные на таких грунтах, сдвигались и, посте-
пенно погружаясь, «утопали» в грунте. Разжи-
жение слоев грунта вызывало оползни и плы-
вуны. Множество происшествий связано с 
землетрясениями [16]: в китайской провинции 
Ганьсу в 1920 г. (общее число жертв, по данным 
Международного института сейсмологии, со-
ставило более 235 тыс. чел.); в Таджикистане 
вблизи города Хаит в 1949-м (погибло более 
7200 чел.); на Аляске в 1964 г. (около 70 зданий 
разрушено, погиб 131 чел.); в Гиссарской до-
лине Таджикистана в 1989 г. (274 чел. погибли, 
десятки людей были ранены и госпитализиро-
ваны). Особую опасность создают дождевые 
и талые воды, увеличивающие поступление 
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воды в грунт, что является важным фактором, 
провоцирующим оползни. 

Особенностями возведения и функциониро-
вания гидротехнических сооружений в русле 
водотока, как уже отмечалось, являются фор-
мирование  напорного  фронта и наполнение во- 
дохранилища. Определяющую роль при этом 
играет характер грунтов, залегающих в осно- 
вании сооружения и в ложе водохранилища, 
а также изменение степени их водонасыщенно-
сти в процессе наполнения водохранилища.  

Инцидентом, иллюстрирующим опасность 
обводнения грунтов основания плотины, является 
катастрофа, произошедшая в 1963 г. на реке Вай-
онт, протекающей в итальянских Альпах к северу 
от Венеции. Строительство началось в 1957-м, 
и в течение двух лет была возведена плотина вы-
сотой 262 м и длиной по гребню 190 м. В 1960 г. 
началось наполнение водохранилища. Однако 
геология участка, занятого водохранилищем, ока-
залась весьма сложной. Мощные известняки, сла-
гающие гору Монте-Ток, на склоне которой воз-
водилась ГЭС, круто падают в направлении оси 
синклинали, а затем выполаживаются и обнажа-
ются в ущелье реки Вайонт. Среди известняков 
часто встречаются и тонкие прослои мергелей. 
На склоне Монте-Ток эту массу породы удержи-
вала сила трения с подстилающими наклонно 
залегающими пластами. После начала наполне-
ния водохранилища было зафиксировано мед-
ленное оползание склона горы. В октябре 1960 г. 
скорость движения всего склона увеличилась, 
и в известняке развилась трещина (рис. 2).  

Однако после того как уровень воды в водо-
хранилище понизили, движение прекратилось. 

В ноябре 1960 г. весь склон горы Монте-Ток 
ежедневно перемещался в среднем на 4,3 см, 
это движение продолжалось в течение 10 сут. 
Было зафиксировано повышение уровня грун-
товых вод, установлено, что перемещение за-
метно ускорялось, когда водохранилище ока-
зывалось заполненным до наиболее высокой 
отметки. Поэтому заполнение стали проводить 
этапами и под постоянным контролем. К сен-
тябрю 1963 г. общее перемещение склона Мон-
те-Ток на различных участках составило до 4 м. 
В июле 1963-го отметка воды в водохранилище 
впервые превысила 690 м над уровнем моря 
и склон Монте-Ток начал двигаться быстрее. 
К концу сентября он уже перемещался на 
3 см/сут. Поэтому уровень воды понизили до 
690 м. Однако, несмотря на понижение уровня 
воды, склон горы все еще продолжал двигаться. 
Контрольные наблюдения показали, что 8 ок-
тября весь оползающий участок уже двигался 
как единая масса, на следующее утро скорость 
движения достигла 20 см/сут. В этот же день 
прошел сильный дождь. 9 октября 1963 г. весь 
склон Монте-Ток устремился вниз в виде 
огромного оползня. Около 350 млн м3 породы, 
перемещаясь со скоростью 110 км/ч, обруши-
лось в водохранилище, частично перенеслось 
через него и взметнулось на 120 м вверх по 
противоположному берегу. Волна, перехлест-
нув через плотину, промчалась по ущелью 
Вайонт стеной высотой более 150 м. Погиб- 
ли 2117 чел. Сама плотина, как это ни удиви-
тельно, практически не пострадала, волна снес-
ла лишь верхний метр ее кромки (рис. 3).  

Рис. 2. Трещина в грунте 
на склоне горы Монте-Ток 

Fig. 2. Crack in the ground on the slope of mount Monte-Tok 

Рис. 3. Водохранилище гидроузла Вайонт, 
заполненное оползнем 

Fig. 3. Reservoir of Wyont waterworks filled with a landslide 
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Результаты 
Анализ инцидентов мировой практики застав- 

ляет внимательнее рассмотреть причины аварий, 
произошедших в последние годы на ГТС России. 

Непроектная осадка здания строящейся За-
горской ГАЭС-2. Загорская гидроаккумулиру-
ющая станция (ГАЭС) расположена на реке 
Кунья в Сергиево-Посадском районе Москов-
ской области. Строительство второй очере- 
ди (Загорской ГАЭС-2) было начато в 2007 г. 
В марте 2013-го после разбора временной пе-
ремычки нижний бьеф Загорской ГАЭС-2 был 
заполнен водой, а здание станции поставлено 
под напор. К сентябрю 2013 г. строительная 
готовность станции превышала 90 %, ввод в 
эксплуатацию первых двух гидроагрегатов 
Загорской ГАЭС-2 был намечен на четвертый 
квартал 2013-го (рис. 4). 

Рис. 4. Загорская ГАЭС: справа – ГАЭС-1; слева – ГАЭС-2 
Fig. 4. Zagorskaya PSP: on the right – PSP-1; on the left – PSP-2 

17 сентября 2013 г. в 22 ч 57 мин было об-
наружено поступление воды в машинный зал 
строящейся Загорской ГАЭС-2. В течение ко-
роткого промежутка времени вода заполнила 
машинный зал станции и пристанционную 
площадку. В результате осмотра места проис-
шествия и произведенных измерений было 
установлено, что правая часть здания ГАЭС 
(вместе с одним из блоков подпорной стенки) 
просела на 1,17 м, а левая поднялась на 0,22 м, 
т. е. произошел «перекос» здания на правую сто-
рону (рис. 5). Затопление здания происходило 
через нарушенные деформационные швы и вход-
ные отверстия недостроенных водоводов.  

После отсыпки перемычки, изолирующей 
здание  Загорской ГАЭС-2  от  нижнего  бассейна, 

и откачки воды начались исследования причин 
аварии, в том числе путем бурения скважин 
в районе правой части здания ГАЭС и непосред-
ственно под самим зданием. Были обнаружены 
сквозные (от нижнего бьефа к верхнему) раз- 
мывы грунта максимальной глубиной до 10 м. 
Грунты основания здания ГАЭС-2 представлены 
мелкозернистыми песками. Вследствие неэффек-
тивной работы противофильтрационной и дре-
нажной систем станции в районе примыкания 
здания ГАЭС к подпорной стенке происходило 
насыщение грунтов основания водой, фильтру-
ющейся из нижнего бьефа. 17 сентября произо-
шло выпирание грунта в верхнем бьефе и туда 
прорвался разжиженный грунт из-под основания 
здания. Далее сформировался сквозной канал под 
зданием ГАЭС, через который вода поступала 
из нижнего бьефа в верхний.  

Происходили дальнейшее вымывание грун-
та и расширение полости под зданием ГАЭС, 
что и вызвало его осадку. Процесс развивался 
весьма быстро и завершился после уравнива- 
ния отметок воды в верхнем и нижнем бьефах. 
Таким образом, авария оказалась вызванной 
неэффективной работой противофильтрацион-
ных устройств (что явилось следствием несо-
вершенства их проекта), недостаточной изу-
ченностью свойств грунтов основания и неуче-
том возможности разжижения грунтов. Все это 
не позволило своевременно распознать угрозу 
негативного развития ситуации. 

Оползень на реке Бурее. На Дальнем Восто-
ке часто происходят оползневые явления [18]. 
11 декабря 2018 г. в Хабаровском крае случи-
лась весьма значительная по своим масштабам 
природная катастрофа. С крутого левого склона 
долины реки Буреи, расположенного примерно 
в 100 км выше по течению от Бурейской ГЭС, 
сошел крупный оползень. В месте схода ополз-
ня долина представляет собой глубокое ущелье. 
Левый берег реки высокий (около 400 м) 
и крутой (с уклоном 30о–35о), а правый – поло-
гонаклонный террасовидный склон шириной 
более 1 км и высотой в тыловой части до 50 м 
над современным уровнем воды. 

Рис. 5. Схема аварии на Загорской ГАЭС-2 [17] 
Fig. 5. Scheme of the accident at the Zagorskaya PSP-2 [17] 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%83%D0%BD%D1%8C%D1%8F_(%D0%BF%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BE%D0%BA_%D0%94%D1%83%D0%B1%D0%BD%D1%8B)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B5%D1%80%D0%B3%D0%B8%D0%B5%D0%B2%D0%BE-%D0%9F%D0%BE%D1%81%D0%B0%D0%B4%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D1%80%D0%B0%D0%B9%D0%BE%D0%BD_%D0%9C%D0%BE%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B9_%D0%BE%D0%B1%D0%BB%D0%B0%D1%81%D1%82%D0%B8
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BE%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%BE%D0%B1%D0%BB%D0%B0%D1%81%D1%82%D1%8C
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BE%D1%81%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D0%BE%D0%B1%D0%BB%D0%B0%D1%81%D1%82%D1%8C
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На момент оползня долина была затоплена 
водами Бурейского водохранилища, поэтому ши-
рина реки составляла 500–550 м, а глубина – око-
ло 70 м. Устьевые участки притоков реки Буреи 
также заполнены водой и образуют узкие и глу-
бокие заливы протяженностью 1,5–3,0 км (рис. 6). 
Огромная масса горных пород, сорвавшись со 
склона и сместившись в глубокий водоем, вы-
теснила большой объем воды. В результате 
сформировалась высокая волна, по механизму 
образования представляющая собой цунами. 
Волна взломала лед и обрушилась на противо-
положный пологий склон долины. Поток про-
двинулся вверх по склону более чем на 1 км, 
достигнув высоты 56 м над урезом воды в во-
дохранилище. 

Рис. 6. Положение оползня и границы волны цунами [19]: 
1 – поверхность скольжения оползня; 2 – оползневое тело; 

3 – ареал уничтоженного леса; 4 – крутые склоны;  
5 – пологие склоны; 6 – стенка срыва; 7 – граница  
заплеска волны цунами; 8 – гребни водоразделов 

Fig. 6. Landslide position and tsunami wave boundaries [19]: 
1 – landslide sliding surface; 2 – landslide body;  

3 – area of destroyed forest; 4 – steep slopes;  
5 – gentle slopes; 6 – stall wall; 7 – tsunami wave  

splash boundary; 8 – watershed ridges 

Обратная волна вернулась к левому берегу 
Буреи. Она перехлестнула низкую часть ополз-
невого тела и подошла к подножью оползня. 
Постепенно снижаясь, волна прошла вверх 
по долине Буреи вдоль основной акватории во-
дохранилища на 12 км и примерно на 8–10 км 
в противоположном направлении.  

Для обеспечения нормальной работы Бу-
рейской ГЭС, расположенной ниже по тече-
нию, в середине февраля 2019 г. специалисты 
Министерства обороны Российской Федерации 
организовали и успешно провели взрывные ра-
боты по частичному разрушению возникшей 
в результате оползня дамбы и восстановлению 
свободного перетока воды из верхней части 
водохранилища в нижнюю (рис. 7). 

Рис. 7. Тело оползня на реке Бурее и искусственный  
проран в нем: слева – склон, с которого сошел оползень 

Fig. 7. Body of a landslide on the Bureya river 
and an artificial hole in it: on the left –  

the slope from which the landslide came down 

Рассматривая версию о разжижении грунтов 
как причине оползня, необходимо изучить ха-
рактер грунта и его насыщение водой. Оказы-
вается, грунт оползня – скальная, но весьма 
древняя (возраст около 1000 млн лет) и пото- 
му сильно раздробленная перемолотая порода. 
За миллионы лет она превратилась в весьма 
неустойчивую структуру, состоящую из рыхло-
го и хрупкого грунта; вблизи стенки срыва ис-
следователи позднее обнаружили множество 
трещин. С другой стороны, при заполнении во-
дохранилища, закончившемся летом 2009 г., 
нижняя часть склона сопки, с которой и сошел 
оползень, оказалась затоплена водой, уровень 
воды в реке поднялся на 70 м. По трещинам 
и пустотам вода проникла в глубь склона, делая 
его все более неустойчивым, при этом склон 
сопки достаточно крутой и высокий. Таким 
образом, в склоне вполне мог сформировать- 
ся слой разжиженного грунта, который и стал 
«смазкой» для вышележащего массива. Что по-
служило «спусковым» толчком для оползня, 
сейчас, по-видимому, определить невозможно: 
может быть, просто накопилось достаточное 
напряжение в массиве. 

Дамба обвалования канала имени Моск- 
вы между судоходными шлюзами № 7 и 8. 
10 января 2019 г. в районе Тушино на северо-
западе Москвы произошло оплывание отко- 
са дамбы обвалования канала имени Москвы 
между судоходными шлюзами № 7 и 8, и раз-
жиженный грунт начал поступать с потоком 
воды на Волоколамское шоссе. Официальная 
причина аварии – поступление воды из канала 
под суглинистый противофильтрационный 
экран по линии разрыва между шпунтом и тун-
нелем с дальнейшим разуплотнением суглин-
ков на западной дамбе и возникновением про-
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вала на внешнем откосе. Объяснение – низкое 
качество строительно-монтажных работ.  

Однако представляется, что основная при-
чина аварии – разжижение песчаных грунтов 
в пазухе сооружений транспортного туннеля. 
Ограждающая канал дамба состоит из про- 
тивофильтрационного суглинистого экрана 
и упорной песчаной призмы, дренаж для филь-
трующейся воды отсутствует. Вода, поступаю-
щая в песчаную призму из канала через кон-
тактный шов между покрытием туннеля и 
экраном, заполнила весь ее объем. Полному 
водонасыщению призмы способствовало отсут-
ствие контурного дренажа между плитой по-
крытия туннеля и песчаной насыпью, т. е. каче-
ственного дренирования (отвода воды) из дам-
бы организовано не было. Зимой откос дамбы 
с растительным грунтом и травой замерз, отток 
воды из призмы и ее испарение совсем прекра-
тились. При превышении пороговых значений 
сил сцепления грунт «поплыл» (рис. 8). 

Рис. 8. Поступление воды из канала имени Москвы 
на Волоколамское шоссе 

Fig. 8. Water inflow from the Moscow Canal 
to Volokolamskoe Highway 

Приведенные выше примеры позволяют 
утверждать, что во многих случаях причиной 
происшествий на гидротехнических сооруже-
ниях является разжижение грунтов основания 
ГТС либо прилегающих грунтовых массивов. 
Зачастую это признается и в выводах офици-
альных расследований.  

Обсуждение 
Возможность возникновения в грунтах ос-

нования сооружений зон разжиженного грунта 
заставляет задуматься о средствах и способах 
защиты от этой опасности. Мероприятия, на- 
правленные на обеспечение устойчивости 
и прочности ГТС и защиты от разжижения 
грунта и его последствий, можно условно раз-
делить на два направления: 

– предотвращение возможности возникно-
вения разжижения; 

– уменьшение вредных последствий разжи-
жения. 

Для ГТС характерны значительные по пло-
щади массивы несвязных мелкофракционных 
грунтов в основании. Поэтому для предотвра-
щения разжижения эффективными представ-
ляются уплотнение и упрочение грунтов в ос-
новании сооружений. Следует учитывать и то 
обстоятельство, что стандартные лабораторные 
определения свойств грунтов, в том числе их 
способности к разжижению, выполняются для 
ненагруженных образцов. В реальных условиях 
давление сооружения создает значительную 
пригрузку основания, что оказывает влияние на 
способность грунтов к разжижению. При этом 
наиболее опасные в отношении возможности 
разжижения – краевые и непригруженные со-
седние участки. Исследования [19] влияния на 
разжижение заглубления конструкций показа-
ли, что наличие заглубления снижает вероят-
ность разжижения по сравнению с аналогич-
ными сооружениями без глубоких фундамен-
тов. Поэтому уплотнения и пригрузки имеет 
смысл устраивать по краю и вокруг сооруже-
ния; в земляных плотинах их целесообразно 
проводить на участках подводной части откоса 
и в местах выхода кривой депрессии на по-
верхность низового откоса. В качестве филь-
трующей пригрузки возможны использование 
геотекстиля, устройство георешеток, каменной 
пригрузки. 

Существует вариант предварительного ар-
мирования грунтов основания до начала строи-
тельства либо дополнительной обработки грун-
тов с целью уменьшения вероятности разжиже-
ния. В [20] для снижения рисков разжижения 
предложен метод искусственного введения газа 
(воздуха) в сжижаемые почвы. Понятно, что 
таким образом уменьшается водонасыщение 
грунта, однако остается вопрос о долговечно-
сти существования пузырьков в почве, о воз-
можности растворения, диффузии и выходе пу-
зырьков воздуха из грунтового массива. В [21] 
предлагается замена грунтов основания соору-
жения искусственной смесью песка, шлака и 
бетонита. Утверждается, что смесь песка с 4 % 
шлака и 3 % бентонита показала наибольшее 
эффективное напряжение и наименьшее избы-
точное поровое давление, т. е. наименьшую 
склонность к разжижению и наименьшее время 
последующей консолидации грунта. 

Способом предотвращения разжижения и 
уменьшения его вредных последствий являет- 
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ся уменьшение водонасыщенности грунтов. 
Это приведет, в том числе, и к ускорению про-
цессов их консолидации. За короткий период 
пребывания в разжиженном состоянии не про-
изойдет значительных смещений грунта вслед-
ствие его растекания и, значит, ожидаемы лишь 
небольшие осадки сооружений за счет уплот-
нения грунта. Уменьшение содержания воды 
в грунте достигается устройством дренажных 
систем, использованием вакуумных иглофиль-
тров и др. 

Еще одна возможность уменьшить вредные 
последствия разжижения – опереть сооружение 
на устойчивое основание. Зачастую под слоями 
мелкофракционных водонасыщенных грунтов, 
расположенных непосредственно под основа-
нием гидротехнического сооружения, на глу-
бинах порядка 15–20 м от подошвы сооружения 
залегают более плотные слои – глины, плотные 
пески и т. п. Тогда для переноса нагрузки от 
веса бетонных конструкций сооружения на 
более прочные грунты основания возможно 
устройство конструкций в грунте, передающих 
нагрузки (например, свайного ростверка).  

ВЫВОДЫ 

1. Основными факторами, увеличивающими
геотехнические риски, являются некачественные 
или недостаточные инженерные изыскания 
для строительства. Неполнота и ошибочность 
инженерно-геологических данных, используе-
мых при проектировании, особенно часто приво-
дят к катастрофам на гидротехнических объек-
тах, поскольку на окружающие их породы воз-
действуют огромные гидростатические силы 
и изменения давлений.  

2. Свойства грунтов в основании сооруже-
ний, а также напряжения, формирующиеся 
в массивах грунтов, могут приводить к разжи-
жению грунтов оснований гидротехнических 
сооружений, что часто является причиной не-
проектных перемещений и деформаций кон-
струкций таких сооружений, которые могут 
привести к авариям и катастрофам с человече-
скими жертвами и значительным материаль-
ным ущербом.  

3. Разжижению грунтов способствуют нали-
чие в основании сооружений, расположенных, 
как правило, в долинах водотоков, несвязных 
мелкодисперсных грунтов, а также то обстоя-
тельство, что после возведения подпорных кон-
струкций и создания напорного фронта гидро-
узла грунты основания насыщаются фильтра-
ционными водами со значительными градиен- 

тами напора. При отсутствии или затруднении 
водоотведения из массивов грунта в них фор-
мируются условия для разжижения. Эти явле-
ния необходимо учитывать как на стадии про-
ектирования, так и в процессе эксплуатации 
гидротехнических сооружений. Как показал 
анализ, неучет опасности разжижения грунтов 
приводит к неправильной оценке состояния 
и эксплуатационных перспектив для гидротех-
нических сооружений. 
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Совершенствование методики расчета гибких ортотропных плит 
на упругом основании 

Часть 1. Теория расчета 

Канд. техн. наук, доц. О. В. Козунова1) 

1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь)

 Белорусский национальный технический университет, 2022 
    Belarusian National Technical University, 2022 

Реферат. Рассмотрена прямоугольная ортотропная изолированная плита на упругом основании, моделируемом упру-
гим однородным изотропным слоем, жестко соединенным с недеформируемым основанием. Выполнены упругий 
и нелинейный расчеты этой плиты с учетом ее собственного веса под действием внешней статической нагрузки. 
В нелинейном расчете учитывалось изменение жесткости плиты в момент трещинообразования и дальнейшего 
активного раскрытия трещин. Расчет гибкой ортотропной плиты на упругом основании в нелинейной постановке 
выполняли итерационным путем методом Б. Н. Жемочкина. Для определения коэффициентов канонических уравне-
ний и свободных членов использовали смешанный метод строительной механики. На первой итерации плиту рассчи-
тывали как линейно-упругую, ортотропную и однородную, на последующих – как линейно-упругую, ортотропную и 
неоднородную на каждом участке Жемочкина. В основной системе смешанного метода прогибы плиты с защемлен-
ной нормалью от действия сосредоточенной силы определяли методом Ритца при представлении прогибов в виде 
степенного полинома в новом выражении, которое автором предложено впервые в проведенных исследованиях. 
Это выражение удовлетворяет не только граничным условиям защемленной плиты по перемещениям, но и бигармо-
ническому уравнению. В нелинейных расчетах при нахождении переменной (секущей) жесткости для участка Же-
мочкина на каждой итерации использовали зависимость «жесткость – кривизна» для каждого из направлений Х и Y, 
аппроксимированную нелинейной функцией, характер зависимости которой графически свидетельствует о нелиней-
но-упругой работе ортотропной плиты и ее деформировании с учетом трещинообразования и раскрытия трещин. 
Алгоритм предлагаемого решения реализован с помощью компьютерной программы Wolfram Mathematica 11.3. 
Ключевые слова: ортотропная плита, метод Жемочкина, упругий слой, зависимость «жесткость – кривизна», осадки, 
контактные напряжения, изгибающие моменты 
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Improvement of Calculation Technique for Flexible Orthotropic Plates 
on Elastic Base 

Part 1. Calculation Theory 
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Abstract. The paper considers a rectangular orthotropic insulated slab on an elastic foundation, modeled by an elastic ho-
mogeneous isotropic layer rigidly connected to a non-deformable foundation. Elastic and nonlinear calculations of this plate 
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have been carried out while  taking into account its own weight under the action of an external static load.  The nonlinear cal-
culation takes into consideration  the change in the rigidity of plate at the time of crack formation and further active crack 
opening. The calculation of a flexible orthotropic slab on an elastic foundation in a nonlinear formulation is carried out itera-
tively by the method of B. N. Zhemochkin. To determine the coefficients of the canonical equations and free terms, a mixed 
method of structural mechanics was used. The deflections of a slab with a pinched normal in the main system of the mixed 
method due to the action of a concentrated force are determined by the Ritz method when the deflections are represented  
as a power polynomial in a new original expression, which is proposed by the author for the first time in the studies.  
This expression satisfies not only the boundary conditions of the pinched slab in terms of displacements, but also the  
biharmonic equation. In nonlinear calculations, when finding the variable (secant) stiffness for the Zhemochkin section, 
at each iteration, the “stiffness – curvature” dependence is used for each of the X and Y directions, approximated by a nonli- 
near function, the nature of the dependence of which graphically indicates the nonlinear-elastic operation of the orthotropic 
plate and its deformation taking into account crack formation and crack opening. The algorithm for the above solution is  
implemented using the Wolfram Mathematica 11.3 computer program. 

Keywords: orthotropic plate, Zhemochkin’s method, elastic layer, “stiffness – curvature” dependence, settlements, contact 
stresses, bending moments 

For citation: Kozunova O. V. (2022) Improvement of Calculation Technique for Flexible Orthotropic Plates on Elastic Base. 
Part 1: Calculation Theory. Science and Technique. 21 (3), 211–221. https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-211-221 
(in Russian) 

Введение 

Задача расчета плитных конструкций на 
упругом основании состоит в определении ре-
активных давлений (контактных напряжений), 
возникающих под подошвой фундаментных 
и дорожных конструкций, а также осадок со-
оружения в его плитной части, контактирую-
щей с упругим основанием. Вместе с тем одна 
из основных задач – определение напряженно-
деформированного состояния самой конструк-
ции на упругом основании [1, 2]. 

Из истории развития расчета конструкций 
на упругом основании следует, что в результате 
научно-технического прогресса с введением 
в вычисления и нормативы компьютерных ал-
горитмов и их численной реализации совер-
шенствовались и уточнялись методы расчета 
таких конструкций [3–6]. Это можно просле-
дить на различных моделях упругого осно- 
вания, которыми моделировались реальные 
грунты в естественном залегании или в искус-
ственном основании при постановке принци- 
пиально новых задач расчета плит на упругом 
основании.  

Разнообразие практических задач приводит 
к неоднозначному моделированию упругого 
основания. Особую трудность представляет 
собой выбор расчетной модели упругого осно-
вания для разных видов грунтов. Обзор моде-
лей упругого основания для расчета фундамен-
тов из перекрестных лент, изолированных плит 
сплошного сечения и балочных плит приводит-
ся в [7, 8]. В [9] в ходе статического расчета 
перекрестных лент фундаментов мелкого зало-

жения систематизируются и классифицируются 
модели упругого основания с их дальнейшим 
практическим использованием. Например, пер-
вая модель такого основания – модель Винкле-
ра – применяется для анализа понтонов водных 
переправ, фундаментов на песчаных и слабых 
грунтах. Для расчета фундаментных балок и 
дорожных плит действующими нормативными 
документами рекомендованы модели упругого 
основания в виде упругих слоев или упругого 
полупространства.  

В настоящее время интенсивно разраба- 
тываются модели, учитывающие остаточные 
деформации, зоны пластического течения и 
другие нелинейные проявления упругого 
основания под эксплуатационной нагрузкой. 
Так, в [10] коллективом авторов предложена 
модель трехслойного упругого основания, 
представляющая собой комбинированную мо-
дель из пружин Винклера и двухслойного ос-
нования Когана [11], которая в дальнейшем 
была использована при статическом анализе 
прочности изотропных дорожных плит [12] 
и дорожного покрытия в целом [13]. Такая 
модель может применяться для широкого клас-
са инженерных задач, а при дополнительном 
исследовании – и для ортотропных плит. 

О методах расчета и моделировании  
упругого основания под гибкой плитой 
С механической точки зрения, расчет плит-

ных конструкций на упругом основании – это 
решение контактной задачи соприкасающихся 
тел [14]. Данные задачи сводятся к решению 
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интегральных уравнений, зависящему от ядра 
интегрального уравнения и формы соприка- 
сающихся тел [15]. При простых формах кон-
тактирующих тел основная трудность состоит 
в определении ядра интегрального уравнения, 
которое еще называют функцией Грина контак-
тирующих тел [6, 14, 15], представляющей 
собой функцию перемещений точек поверхно-
сти упругого основания от действия единичной 
сосредоточенной силы [6]. 

В инженерной практике нецелесообразно 
решать каждую контактную задачу через инте-
гральные уравнения в связи с трудоемкими 
математическими вычислениями. Поэтому ис-
пользуют метод Б. Н. Жемочкина [16], который 
сводит контактную задачу к задаче строитель-
ной механики. 

Вопросы расчета фундаментных и дорож-
ных плит на упругом основании с учетом их 
анизотропии (в частности, ортотропии) и тре-
щинообразования в силу неоднозначности и 
неопределенности исходных данных неодно-
родных и композиционных упругих тел (желе-
зобетона и грунтов) и в связи с этим с боль- 
шой математической сложностью реализации 
постановок и алгоритмов решаемых задач до 
настоящего времени не исследованы в полной 
мере. Известны работы М. И. Горбунова-Поса- 
дова [2], И. А. Симвулиди [17], Г. Я. Попова [18], 
С. Д. Семенюка [9],   С. Н. Клепикова [4], 
С. В. Босакова [6], в которых различными подхо-
дами проведены исследования по расчету фунда-
ментных изотропных плит и пространственных 
монолитных фундаментов как системы пере-
крестных лент на упругом основании. 

О новой модели  
трехслойного упругого основания 

Конструкцию неоднородного (слоистого) 
основания предлагается моделировать [11]
в  виде  поверхностного   слоя  щебня,  располо- 

женного на слое песка, который, в свою оче-
редь, находится на естественном грунтовом 
полупространстве (рис. 1). Новая модель трех-
слойного (слоистого) упругого основания была 
рассмотрена в [11] и представима в виде осно-
вания Винклера (слой щебня), расположенно- 
го на двухслойном основании Когана (песок + 
+ естественный грунт). 

Рис. 1. Модель трехслойного (слоистого) 
упругого основания 

Fig. 1. Model of  three-layer (layered) elastic base 

В [10] приведено выражение для определе-
ния перемещений ( ),i iМ x y  поверхности трех-
слойного основания от действия равномер- 
но распределенной по прямоугольному участ- 

ку размером 
2 2k k
x yx y∆ ∆   ± × ±   

   
единичной 

силы в следующем виде: 
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где Р – внешняя нагрузка, равномерно распре-
деленная по прямоугольному участку размером 

;
2 2k k
x yx y∆ ∆   ± × ±   

   
 Е1, ν1, h1 – упругие ха-

рактеристики и толщина несущего слоя (пес- 
ка); Fi,k – безразмерная функция, которая опре-
деляется по формулам, полученным в [10] 
с учетом [6, 11, 19], и имеет следующий вид 
для перемещения центра загруженного прямо-
угольного участка: 
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В других случаях 
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где Г(n + 1) – гамма-функция [20]; Pn(z) – поли-
ном Лежандра [20]; R – равнодействующая 

внешних сил, ( ) ( )2 2 ;i k i kR x x y y= − + −  an – 
неопределенный коэффициент разложения в 
ряд; n – количество членов ряда разложения 
функции при аппроксимации искомого реше-
ния (назначается автором в зависимости от за-
данной точности решения задачи, для рассмат-
риваемой задачи достаточно n = 3); k – коэффи-
циент постели верхнего слоя трехслойного 
основания, определяемый по формуле [2]  

( )
( )( )

2 2

2 2 2

1
;
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E
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− ν
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+ ν − ν
           (4) 

Е2, ν2 – модуль упругости и коэффициент Пуас-
сона верхнего слоя трехслойного основания 
(щебня, рис. 1); ∆х, ∆у – размер прямоугольного 
участка Жемочкина; Е2, ν2, h2 – упругие ха- 
рактеристики и толщина поверхностного слоя 
(щебня). 

Следует отметить, что формула (4) справед-
лива в практическом применении исследова- 
ний [2] при рекомендуемой толщине упругого 

слоя 2 2
bh <  в зависимости от ширины b плиты, 

опираемой на этот слой. 

Напряженно-деформированное состояние 
ортотропных пластин  
в приближенной теории изгиба.  
Потенциальная энергия изгиба 

Приближенная теория изгиба анизотропных 
пластинок (тонких плит) достаточно полно и 
основательно изложена С. Г. Лехницким в [21]. 
Основы теории изгиба анизотропных пласти-
нок ранее (в середине и конце XIX в.) были за-
ложены в работах Ф. Геринга [22] и И. Бус-
синеска [23]. В начале XX в. главным образом 

в трудах М. Т. Губера [24–26] предложена и в 
силу математических возможностей того вре-
мени разработана приближенная теория изгиба 
анизотропных пластинок. 

В [21] рассмотрено упругое равновесие 
плоской однородной анизотропной пластинки 
постоянной толщины, закрепленной по всему 
краю (или по его части) и деформируемой из-
гибающей нагрузкой, распределенной по плос-
ким поверхностям и нормальной к срединной 
поверхности в недеформированном ее состоя-
нии. За плоскость изгиба (плоскость XY) при-
нимается срединная плоскость недеформиро-
ванной пластинки. Поместив начало координат 
в произвольной точке О, ось Z направляется 
в сторону ненагруженной внешней поверхно-
сти (рис. 2) и в силу симметрии поставленных 
задач в дальнейшем является одной из главных 
осей, а точка О совпадает с центром тяже- 
сти плиты. Объемными силами пренебрегают. 
По сделанному предположению относительно 
упругих свойств для ортотропной пластинки 
считаются справедливыми уравнения обобщен- 
ного закона Гука в виде (2.7) и (2.8) из [21]. 

Рис. 2. Общий вид гибкой пластинки под нагрузкой 
Fig. 2. General view of flexible plate under load 

Приближенная теория изгиба пластинок 
(тонких и гибких плит) строится на двух пред-
положениях: 

1) прямолинейные отрезки, которые в неде-
формированном состоянии пластинки были 
нормальными к ее плоской срединной поверх-
ности, при изгибе остаются прямолинейными 
и нормальными к изогнутой срединной поверх-
ности («гипотеза прямых нормалей»); 

2) нормальное напряжение σz в сечениях,
параллельных срединной плоскости, есть вели-
чина, малая по сравнению с напряжениями 
в поперечных сечениях σx, σy и τxy. 

p
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Между составляющими напряжений, мо-
ментами и перерезывающим силами существу-
ют простые зависимости (как (61.12) из [21]), 
отраженные в формулах: 

3 3

2
2

3 3

2
2

3

1212 ; ;

12 12; ;
4

12
,

4

yx
x y

xy x
xy yx xz zx

y
yz zy

ММ z z
h h

H N hz z
h h

N h z
h

σ = σ =

 
τ = τ = τ = τ = − 

 
 

τ = τ = − 
 

 (5) 

где Мх, Му – изгибающий момент в плоскости 
XOZ, YOZ соответственно; Нху – крутящий мо-
мент; Nx, Ny – перерезывающая (поперечная) 
сила вдоль осей X, Y; h – толщина плиты (высо-
та поперечного сечения); z – координата точки 

поперечного сечения ,
2 2
h hz − ≤ ≤ 

 
 в которой

определяются компоненты тензора напряже-
ний; σх, σу – нормальное напряжение при изги-
бе; τху (τух) – касательное напряжение при кру-
чении; τхz (τzх) – то же при изгибе (сдвиге) в 
плоскости XOZ; τуz (τzу) – то же при изгибе 
(сдвиге) в плоскости YOZ. 

На рис. 3a показаны составляющие напря-
жений на площадках, нормальных к осям X и Y, 
на рис. 3b − моменты и перерезывающие силы, 
к которым приводятся напряжения. 

Для ортотропной пластинки, используя 
обобщенный закон Гука и зависимости (5), 
в [21] получены формулы относительных де-
формаций (61.13) и внутренних усилий (61.14). 
С учетом этого запишем выражения для изги-
бающих и крутящего моментов: 

2 2
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∂ ∂

        (6) 

где D1(Dx), D2(Dy) − цилиндрические жесткости 
изгиба анизотропной пластинки по направле-
ниям осей Y и X соответственно, которые сов-

падают с главными осями; Dk(Dxy) − жесткость 
кручения пластинки, вычисляется по формуле 
из работы С. П. Тимошенко [27]. 

a 
 0   Х 

b 

Рис. 3. Напряженное состояние гибких пластинок:  
а – составляющие напряжений на площадках, нормальных 

к осям X и Y; b – моменты и перерезывающие силы 
Fig. 3. Stress state of flexible plates:  

а – components of stresses at sites normal to X and Y axes; 
b – moments and cutting forces 

Цилиндрические жесткости изгиба пластин-
ки определяются для главных направлений 
упругости и называются главными жестко- 
стями: 

( ) ( )
3 3

1 2
1 2

1 2 1 2
; .

12 1 12 1
E h E hD D= =
− ν ν − ν ν

      (7) 

Запишем выражение для потенциальной 
энергии изгиба ортотропной пластинки, выте-
кающее из формул (2.2)−(2.4) в [21], если пре-
небречь σz, τyz и τxz: 
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где w – искомая функция прогибов w(x, у, z) 
(вертикальных перемещений серединной плос-
кости гибкой ортотропной плиты под дейст- 
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вием статической нагрузки в деформированном 
состоянии). 

Следует отметить, что для железобетонных 
гибких пластин с возможным трещинообра- 
зованием ТНПА в статических расчетах реко-
мендуют использовать приведенный модуль 
упругости (деформации) для нахождения соот-
ветствующих жесткостей. Алгоритм такого рас- 
чета приведен далее в статье. 

Учет нелинейного деформирования 
железобетона в гибких пластинах 

Полученные ранее В. И. Мурашевым [28] 
и А. А. Гвоздевым [29, 30] физические уравне-
ния железобетонных балок и плит учитывают 
трещинообразование и другие нелинейные де-
формации, возникающие в этих конструкциях 
и описанные Н. И. Карпенко в [31]. Моделиро-
вание грунтов в фундаментных конструк- 
циях на упругом основании также неоднознач-
но и разнообразно, что достаточно полно в сво-
их работах отразили отечественные ученые 
М. И. Горбунов-Посадов с соавторами [2] 
и С. Д. Семенюк [9]. В настоящее время интен-
сивно разрабатываются модели, учитывающие 
остаточные деформации, зоны пластического те-
чения и иные нелинейные проявления упругого 
основания под эксплуатационной нагрузкой. 

Необходимо отметить, что в фазе уплотне-
ния осадку жесткого фундамента и реактивные 
давления следует считать линейно зависящими 
от нагрузки на фундамент, поэтому нормы про-
ектирования фундаментов и оснований [32] 
допускают рассчитывать основания по дефор-
мациям, используя линейные модели, если 
среднее давление на основание не превышает 
некоторой величины, называемой расчетным 
сопротивлением основания. Гораздо сложнее 
взаимодействие с основанием гибких железо-
бетонных фундаментов. В этом случае измене-
ние эпюры реактивных давлений с ростом 
нагрузки происходит не только за счет особен-
ностей деформирования грунта, но также за 
счет уменьшения жесткости фундамента, кото-
рое начинается с образования и раскрытия 
в нем трещин. 

Фундаментные конструкции могут рассчи-
тываться как линейно-упругие, если дейст- 
вующие нагрузки не вызывают в них трещин. 
При больших нагрузках и для гибких кон-

струкций на упругом основании погрешности 
линейных расчетов могут быть значительными. 
Учет нелинейных деформаций в сочетании с 
приемами оптимального проектирования поз-
воляет проектировать фундаментные конструк-
ции в соответствии с требованиями первой 
и второй групп предельных состояний, повы-
сить адекватность расчетов и добиться суще-
ственной экономии бетона и арматуры. 

Первые задачи о расчете фундаментных 
конструкций с учетом физической нелинейно-
сти были решены Б. Г. Кореневым [33]. Дефор-
мирование элемента балки (в координатах «мо- 
мент – кривизна») он описывал диаграммой 
Прандтля. При расчете осесимметрично де-
формируемых плит эта предпосылка принима-
лась для радиального направления. Рассматри-
вая балки и плиты большой протяженности, 
Б. Г. Коренев использовал для оснований ли-
нейные модели, полагая, что в таких конст- 
рукциях значительные напряжения возникают 
при малых давлениях на основание, вызываю-
щих в грунтах преимущественно линейные де-
формации. 

Аналогичные гипотезы были приня- 
ты Р. В. Серебрянным [34] для определения 
несущей способности бесконечных плит на 
упругом полупространстве, нагруженных по 
кругу малого радиуса. Теоретическая разруша-
ющая нагрузка хорошо совпала с полученной 
в опытах В. Д. Попова и И. Н. Толмачева. В то 
же время по линейному расчету разрушающая 
нагрузка оказалась почти в пять раз меньше. 
Уже эти первые попытки учета нелинейности 
деформаций железобетона при расчете фунда-
ментных конструкций показали перспектив-
ность такого направления. Усилия в конструк-
циях получались не только более близкими к 
действительным, но и существенно меньши- 
ми, чем при расчете в линейной постановке. 
Это открывало возможность уменьшить расход 
бетона и арматуры при проектировании фунда-
ментов. 

Методы расчета фундаментов, учитываю-
щие нелинейные деформации, возникающие в 
железобетоне до образования пластических 
шарниров, разрабатывались несколькими авто-
рами, обзор которых освещают В. И. Соломин 
и С. Б. Шматков в [35]. 
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Постановка задачи. Граничные условия 

В статье рассматривается прямоугольная 
гибкая ортотропная плита размерами 2а×2b 
и толщиной h под действием внешней нагруз-
ки, опирающаяся на упругое основание (рис. 4), 
с цилиндрическими жесткостями в соответ-
ствующих плоскостях Dx, Dy. В расчетах также 
учитывается жесткость кручения плиты, кото-
рая вычисляется по формуле [27] 

,
2

x y
k x yD D D

ν + ν
=  (9) 

где Dx, Dy – цилиндрические жесткости изгиба 
пластинки по направлениям осей X, Y соответ-
ственно, определяемые по (7); νх, νу – коэффи-
циент Пуассона (поперечной упругости) по 
направлениям осей X, Y. 

Рис. 4. Расчетная модель плиты 
Fig. 4. Calculation model of plate 

В ходе упругого и нелинейного расчетов 
определяются осадки плиты, распределение 
контактных напряжений под ней, внутренние 
усилия в плите (изгибающие моменты), а также 
выполняется анализ полученных результатов. 
Упругое основание в исследованиях моделиру-
ется в виде упругого однородного изотропного 
слоя, жестко соединенного с недеформируе-
мым основанием (несжимаемым слоем). При-
нимается, что в контактной зоне отсутствуют 
касательные напряжения и для плиты справед-
ливы гипотезы технической теории изгиба [14].

Расчет прямоугольной ортотропной плиты 
выполняется методом Б. Н. Жемочкина [16]. 
Плита разбивается на одинаковые прямоуголь-
ные участки размерами ∆x×∆y, в центре каждо-
го участка размещается вертикальная связь для 
описания контакта плиты с упругим основани-
ем. Считается, что усилие в связи вызывает 
равномерное распределение контактных напря- 
жений при определении перемещений центра 
участка. 

Полученная статически неопределимая си-
стема решается смешанным методом строи-
тельной механики [19], приняв за неизвестные 
силы в контактных связях Жемочкина, а также 
два угловых и линейное перемещения введен-
ного защемления нормали в центре плиты. 
Канонические уравнения смешанного метода 
для решения поставленной задачи имеют сле-
дующий вид: 
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где m – число участков Жемочкина на плите; 
δ1, δm – коэффициенты канонических уравне-
ний при неизвестных силах Хm в контактных 
связях Жемочкина; ∆1, ∆m – свободные члены 
канонических уравнений; хm, уm – координаты 
центра участка Жемочкина;  u1, ϕх, ϕу – неиз-
вестные линейное и угловые перемещения вве-
денного защемления в центре плиты; R, Mx, 
My – равнодействующая внешних сил и момен-
ты равнодействующей относительно коорди-
натных осей, расположенных в плоскости пли-
ты и проходящих через ее центр; Xk – усилие 
в связи Жемочкина с номером k.  

Алгоритм нелинейного расчета  
ортотропной плиты с трещиной 
методом Жемочкина 

Сформулированную задачу в нелинейной 
постановке предлагается решать итерационным 
путем методом Б. Н. Жемочкина через зависи-
мость «жесткость – кривизна» [35]. Надо отме-
тить, что обычно при подобных расчетах ис-
пользуется зависимость «момент – кривизна», 
однако, как будет показано ниже, применение 
зависимости «жесткость – кривизна» помогает 
сократить промежуточные вычисления. Кроме 
того, эта зависимость аппроксимируется легче, 

– 

Y 0 
– 

(10) 

X
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чем «момент – кривизна» [36, 37]. На первой 
итерации плита рассчитывалась как линейно-
упругая, ортотропная и однородная, на после-
дующих – как линейно-упругая, ортотропная 
и неоднородная на каждом участке Жемочкина.  

Для упругого однородного изотропного слоя, 
шарнирно соединенного с недеформируемым 
основанием (несжимаемым слоем), вертикаль-
ные перемещения поверхности упругого слоя 
от сосредоточенной силы P определяются через 
соотношение (2.13) из [6]  

×
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∑ ,(11) 

где ( ) ( )2 2R x y= − ξ + − η  – радиус-вектор 
перемещающихся точек с координатами (x, y) 
исследуемой поверхности упругого слоя от си-
лы, приложенной в точке с координатами (ξ, η); 
h – мощность (толщина) упругого слоя, м.  

В [6] определены коэффициенты an в сле-
дующих значениях: a0 = –1; a1 = –3/2; a2 = –1; 
a3 = –1/3; a4 = 1/18; … После интегрирования (11) 
по площади прямоугольного участка размера- 
ми ∆x×∆y получаем выражения для определе-
ния перемещений центра участка Жемочкина 
с номером i от действия сосредоточенной силы, 
равной 1, приложенной к центру участка с но-
мером k. Первое слагаемое в (11) определяет 
функцию вертикальных перемещений для 
упругого однородного изотропного полупро-
странства (решение Буссинеска), интегрируется 
точно (оно сингулярное), остальные – не син-
гулярные и не интегрируются. Для практиче-
ских расчетов в формуле (11) можно ограни-
читься пятью членами ряда [3]. 

В [6] получено соотношение (3.3) для пере-
мещения точки М(xi, yi) поверхности упругого 
полупространства при загружении на ней 
участка прямоугольной формы равномерно 
распределенной нагрузкой с равнодействую-
щей, равной 1. Перемещения точки поверхно-
сти основания М(xi, yi) запишем в следующем 
виде:  

( )
2
0

,
0

1, ,i i i kW x y F
E x
− ν

=
π ∆

         (12) 

где Fi,k – безразмерная функция, которую опре-
деляем из формулы (12) через соотноше- 
ние (3.3) [6] 
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Прогибы плиты с защемленной нормалью 
в основной системе смешанного метода от дей-
ствия сосредоточенной силы (рис. 5) опреде- 
ляли методом Ритца [38] при представлении 
прогибов в виде степенного полинома в новом 
выражении, предлагаемом автором впервые.  

Рис. 5. Гибкая плита с защемленной нормалью 
Fig. 5. Flexible plate with pinched normal 
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Общий вид предлагаемого автором нового 
решения имеет следующее представление: 
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где xi, yi – координаты точки i, в которой опре-
деляются прогибы плиты ( )( )

( ) ,n
ii ix yW  с защем-

ленной нормалью в основной системе смешан-

ного метода; ( )
,
n

m kА  – постоянный коэффициент
метода Ритца [38] при координатных функ- 
циях, базисной из которых  является  fm,k(xi, yi) = 

= ;
m k
i i
m k

x y
a b

 m, k = 0, 1, 2. 

Выражение (14) удовлетворяет не только 
граничным условиям защемленной плиты по 
перемещениям, но и бигармоническому урав-
нению [14]. 

После выполненных выше расчетов опреде-
ляется функционал полной энергии ортотроп-
ной пластинки с защемленной нормалью и дей-
ствующей на нее сосредоточенной единичной 
силой как квадратичная функция коэффициен-
тов Ai,k, что позволяет из системы линейных 
алгебраических уравнений найти эти коэффи-
циенты и вычислить прогибы плиты с защем-
ленной нормалью. Так формируется систе- 
ма уравнений метода Жемочкина на каждой 
итерации.  

ВЫВОДЫ 

1. Предложены в развитии методика и по-
следовательность нелинейного итерационного 
расчета методом Б. Н. Жемочкина железобе-
тонной ортотропной плиты на упругом основа-
нии, моделируемом упругим слоем конечной 
толщины. Прогибы плиты с защемленной нор-
малью в основной системе смешанного метода 
от действия сосредоточенной силы определяли 
методом Ритца при представлении прогибов 
в виде степенного полинома в новом выраже-

нии, предлагаемом автором впервые. Кроме 
того, в отличие от традиционных подходов, 
основанных на применении зависимости «мо-
мент – кривизна», использовали зависимость 
«жесткость – кривизна», что сократило объем 
вычислений.  

2. Моделированию работы фундаментной
балки с трещинами посвящены труды В. И. Со-
ломина, В. И. Мурашева и др. В них предпола-
гается, что фундаменты или дорожные кон-
струкции (плиты, например) будут работать 
и с трещинами. В этом случае необходимо учи-
тывать нелинейные свойства железобетона че-
рез переменную кривизну плиты в каждом 
направлении. Проведенный автором анализ по 
данной тематике показал, что она изучена не 
в неполной мере. Поэтому отрасль исследова-
ния нелинейных задач требует дальнейшей раз-
работки как в плане создания общей методики 
их решения, так и численных методов расчета. 
Необходимо подчеркнуть, что предлагаемая 
методика расчета гибких ортотропных плит 
с учетом трещинообразования справедлива для 
любой модели упругого основания. 
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Электромагнитные волны в теории Максвелла 
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Реферат. Существующее в физической литературе описание плоской бегущей электромагнитной волны одинаковы-
ми решениями волновых уравнений для напряженностей электрического и магнитного полей является физически 
некорректным, поскольку такие решения противоречат физическому смыслу уравнений Максвелла и нарушают закон 
сохранения энергии. В статье дано физически корректное описание электромагнитных волн в рамках теории Макс-
велла. Предложены новые решения волновых уравнений Максвелла для бегущей электромагнитной волны, в которых 
напряженности ее электрической и магнитной компонент изменяются во времени со сдвигами на четверть периода 
и на четверть длины волны по координате. Решения описывают бегущую электромагнитную волну, в которой после-
довательно происходит преобразование энергии электрической компоненты в энергию магнитной компоненты и об-
ратно; плотность полной энергии волны без потерь остается постоянной в пространстве в любой момент времени; 
взаимная ориентация векторов напряженностей электрического, магнитного полей и фазовой скорости изменяется  
с левовинтовой тройки на правовинтовую тройку через каждую четверть длины волны; плотность потока энер- 
гии бегущей волны описывается вектором Умова. Показано, что для образования стоячей электромагнитной волны 
не требуется потеря полуволны одной из компонент отраженной на границе раздела сред волны. В стоячей волне 
плотность полной энергии остается постоянной по времени, но является функцией координат: в пространстве есть 
точки, в которых плотность полной энергии волны в любой момент времени равна нулю, – это узлы, и есть точки, 
в которых она имеет максимальное значение, – это пучности. Из-за неоднородности распределения плотности полной 
энергии волны в пространстве стоячая электромагнитная волна не может рассматриваться как гармонический осцил- 
лятор, а бегущая электромагнитная волна без потерь – может.  
Ключевые слова: уравнения Максвелла, решения волновых уравнений, бегущая электромагнитная волна, стоячая 
электромагнитная волна, закон сохранения энергии, вектор Умова 
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Abstract. The description of a plane traveling electromagnetic wave existing in the physical literature by identical solutions 
of wave equations for the strengths of electric and magnetic fields is physically incorrect, since such solutions contradict 
the physical meaning of Maxwell’s equations and violate the energy conservation law. The paper gives a physically correct 
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description of electromagnetic waves in the framework of Maxwell’s theory. New solutions of Maxwell’s wave equations  
for traveling electromagnetic wave are proposed, in which the strength of its electric and magnetic components change  
in time with shifts of a quarter of the period and a quarter of the wavelength along coordinate. The solutions describe a trave- 
ling electromagnetic wave, in which the energy of the electrical component is sequentially converted into the energy of the 
magnetic component and vice versa; the total energy density of the lossless wave remains constant in space at any time; 
the mutual orientation of the intensity vectors of the electric, magnetic fields and phase velocity changes from a left-handed 
three to a right-handed three every quarter of the wavelength; the energy flux density of the traveling wave is described by 
the Umov vector. It is shown that the formation of a standing electromagnetic wave does not require the loss of half a wave 
of one of the components of the wave reflected at the interface between the media.  In a standing wave, the total energy 
density remains constant in time, but it is a function of coordinates: there are points in space where the total energy density 
of the wave at any time is zero – these are nodes, and there are points where it has a maximum value – these are antinodes. 
Due to the inhomogeneity of the distribution of the total energy density of the wave in space, a standing electromagnetic wave 
cannot be considered as a harmonic oscillator, but a lossless traveling electromagnetic wave can.  
Keywords: Maxwell’s equations, wave equation solutions, traveling electromagnetic wave, standing electromagnetic wave, 
law of energy conservation, Umov vector 
For citation: Nevdakh V. V. (2022) Electromagnetic Waves in Maxwell’s Theory. Science and Technique. 21 (3), 222–228. 
https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-222-228 (in Russian) 

Введение 

В современной физической литературе по 
электродинамике и оптике разного уровня – от 
энциклопедической до учебной – электромаг-
нитные волны в различных средах описывают-
ся с помощью электромагнитной теории Макс-
велла. Так, для однородного диэлектрика, не 
содержащего объемных зарядов и токов, запи-
сывается система уравнений Максвелла в диф-
ференциальной форме (здесь и далее использу-
ется международная система единиц СИ): 

;BrotE
t

∂
= −

∂




     (1) 

;DrotH
t

∂
=
∂




     (2) 
 

0;divD =


               (3) 
 

0,divB =


      (4) 

где E, H – векторы напряженности электриче-
ского и магнитного полей; D, B – векторы ин-
дукции электрического и магнитного полей со-
ответственно.  

Векторы E, H и D, B связаны между со- 
бой так называемыми материальными уравне- 
ниями:  

0 0; ,= εε = µµD E B H                (5) 

где ε, µ – относительная диэлектрическая и от-
носительная магнитная проницаемости среды; 
ε0, µ0 – диэлектрическая и магнитная проница-
емости вакуума [1–13].  

Применив к (1) и (2) операцию rot, из си-
стемы уравнений (1)–(5) получаем волновые 
уравнения для E и H: 

2 2

0 0 2 2 2
1 ;E EE

t u t
∂ ∂

∆ = εε µµ =
∂ ∂

 


          (6) 

2 2

0 0 2 2 2
1 ,H HH

t u t
∂ ∂

∆ = εε µµ =
∂ ∂

 


         (7) 

где 0 01u c= εε µµ = εµ  – фазовая скорость 

волн в среде; 0 01c = ε µ  – скорость света в 
вакууме.  

Решениями уравнений (6) и (7) обычно вы-
бираются одинаковые гармонические функции, 
описывающие изменение во времени и в про-
странстве величин E и H.  

Свойства электромагнитных волн анализи-
руются на примере плоской волны, распро-
страняющейся вдоль одной оси координат, 
например 0Z [14]. Из уравнений Максвелла 
следует, что в плоской волне векторы E и H 
ортогональны друг другу и направлению ее 
распространения. Выберем E0X и H0Y. 
Уравнения Максвелла (1) и (2) упрощаются: 

0 ;yx HE
z t

∂∂
= −µµ

∂ ∂
    (1’) 

0 .y xH E
z t

∂ ∂
= −εε

∂ ∂
              (2’) 

Волновые уравнения также принимают дру-
гой вид: 

2 2

2 2 2
1 ;x xE E

z u t
∂ ∂

=
∂ ∂

       (6’) 
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2 2

2 2 2
1 .y yH H

z u t
∂ ∂

=
∂ ∂

        (7’) 

Решениями (6’) и (7’), описывающими вол-
ну, распространяющуюся в положительном 
направлении оси 0Z, выберем, как это делается 
например в [1–13], одинаковые гармонические 
решения: 

0 cos( );x xE E t kz= ω −                (8) 

0 cos( ),y yH H t kz= ω −                (9) 

где ω = 2π/T – циклическая частота; T – период 
колебаний; k – волновое число.  

Подставляя решения (8) и (9) в (1’) и (2’), 
получим соотношения между: 

– амплитудами электрической и магнитной
компонент волны 

0 0 0 0;x yE Hεε = µµ            (10) 

– величинами u, ω, k

0 0

1 2, или ,u k
k
ω π
= = =

λεε µµ
 (11) 

где λ = uT – длина волны. 
Плотность энергии электромагнитной вол-

ны (8), (9) описывается выражением 

( )
2 20
0

2 20
0

1( , )
2

cos ( )
2

cos ( ),
2

E H

x

y

w t z w w ED HB

E t kz

H t kz

= + = + =

εε
= ω − +

µµ
+ ω −

   

    (12) 

или с учетом (10) 
2 2

0 0
2 2

0 0

( , ) cos ( )

cos ( ).
x

y

w t z E t kz

H t kz

= εε ω − =

= µµ ω −
 (13) 

Считается, что эта волна переносит энер-
гию, поэтому ее называют бегущей. Вводится 
понятие плотности потока энергии бегущей 
волны, для описания которого используют вы-
ражение для вектора Пойнтинга ([1], с. 560) 

 

.x yS E H= ×
  

                    (14) 

Если бегущая электромагнитная волна па-
дает перпендикулярно на границу раздела двух 
сред, то возникает отраженная волна. Считает-
ся, что отраженная волна должна обладать та-
кими же свойствами, что и падающая – если, 

например, в падающей волне векторы Ex, Hy, u 
образовывали правовинтовую тройку, то и в 
отраженной волне они должны образовывать 
такую же тройку. Для этого нужно, чтобы при 
отражении один из векторов Ex или Hy оказы-
вался сдвинутым по фазе на величину π, или, 
как говорят, при отражении один из них дол-
жен потерять полволны. Пусть, к примеру, пол-
волны теряет электрический вектор. В этом слу-
чае интерференция падающей и отраженной волн 
дает новую электромагнитную волну, выражения 
для векторов Exc и Hyc которой имеют вид: 

( )02 sin sin ;xс xE E kz t= ω    (15) 

( )02 cos cos .yc yH H kz t= ω           (16) 

Полная плотность энергии такой волны 
описывается выражением  

( )
( )

2 2 2
0 0

2 2 2
0 0

( , ) 2 sin sin

2 cos cos .

x

y

w t z E kz t

H kz t

= εε ω +

+ µµ ω
   (17) 

Из (15) и (16) следует, что есть точки в про-
странстве, в которых амплитуды полученной 
волны всегда равны нулю, – это узлы, и точки, 
в которых амплитуды всегда имеют макси-
мальное значение, – это пучности, причем по-
ложение данных точек для векторов Exc и Hyc 
сдвинуто в пространстве на λ/4. Из (17) также 
следует, что через каждую четверть периода 
энергия электрической компоненты волны пре-
образуется в энергию ее магнитной компонен-
ты и обратно.  

Электромагнитную волну (15)–(17) принято 
называть стоячей. Описанное выше «общепри-
нятое» получение электромагнитных волн из 
уравнений Максвелла вызывает вопросы.  

Во-первых, почему из всех возможных ре-
шений волновых уравнений (6’) и (7’) выбраны 
софазные решения типа (8), (9)? Из них, в част-
ности, видно, что амплитуды Ex(t) и Hy(t) дости-
гают своих максимальных значений одновре-
менно. В такие моменты производные по вре-
мени от этих величин равны нулю. Рассмот- 
рим моменты времени, в которые 0.xE t∂ ∂ =  
Из уравнения (2’) следует, что в данном случае 
магнитного поля не должно быть, а соглас- 
но (9), напряженность магнитного поля в эти 
моменты принимает максимальное значение. 
Если рассмотрим моменты времени, в кото- 
рые max ,xE t∂ ∂ =  то из (2’) следует, что в 
данном случае магнитное поле должно быть 
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максимальным, тогда как, согласно (9), в эти 
моменты времени Hy(t) = 0. Следовательно, вы-
бранные софазные решения (8) и (9) противо-
речат физическому смыслу уравнений Макс-
велла (1’) и (2’), и поэтому являются физически 
некорректными.  

Во-вторых, из (13) следует, что есть момен-
ты времени, в которые полная плотность энер-
гии бегущей волны становится равной нулю. 
Это противоречит закону сохранения энергии. 
Куда девается энергия волны в такие моменты 
времени и откуда она появится в волне в сле-
дующие моменты?  

В-третьих, из того же выражения (13) сле-
дует, что существуют точки пространства, 
в которых полная плотность энергии бегущей 
волны становится равной нулю. Как переносит-
ся энергия волны через такие точки простран-
ства? Почему волну (8), (9) называют бегущей 
электромагнитной волной?  

В-четвертых, из (17) следует, что положение 
узлов и пучностей электромагнитной волны в 
пространстве с течением времени меняется. 
Тогда почему волна, описываемая выражения-
ми (15), (16), называется стоячей электромаг-
нитной волной? 

Необходимо также отметить, что в том же 
самом положительном направлении оси 0Z мо-
жет распространяться и другая электромагнит-
ная волна, у которой E0Y, а H0X. В этой 
волне векторы Ey, Hx, u будут образовывать 
левовинтовую тройку. Следовательно, к описа-
нию потока энергии такой волны вектор Пойн-
тинга уже не применим.  

Сформулированные выше вопросы и отсут-
ствие ответов на них свидетельствуют о том, 
что существующее в физической литературе 
описание электромагнитных волн в рамках тео-
рии Максвелла является физически некоррект-
ным. Цель исследований автора – показать, 
что есть решения волновых уравнений, не про-
тиворечащие физическому смыслу уравнений 
Максвелла и физически корректно описываю-
щие электромагнитные волны и их свойства.  

Бегущая электромагнитная волна 

Любая электромагнитная волна является 
переменным электромагнитным полем, в кото-
ром изменение во времени электрического поля 
порождает вихревое магнитное поле, а измене-
ние во времени магнитного поля порождает 
вихревое электрическое поле. Поэтому волно-

вые уравнения (6’) и (7’), полученные из систе-
мы уравнений Максвелла, нужно решать не по 
отдельности, а как систему уравнений, решения 
которой должны быть не только математически 
корректными, но и соответствовать физическо-
му смыслу решаемых уравнений. Поскольку 
решения (8) и (9) являются не единственными 
решениями уравнений (6’) и (7’) [14], то из всех 
возможных решений следует выбрать именно 
такие, которые не противоречат физическому 
смыслу уравнений Максвелла. Поэтому, если 
решение волнового уравнения (6’) берется в 
виде  

0 cos( ),x xE E t kz= ω −              (18) 

то физически корректным решением волнового 
уравнения (7’) будет [15, 16] 

0 sin( ).y yH H t kz= − ω −            (19) 

Изменения во времени напряженностей 
электрического E и магнитного H полей, плот-
ностей энергий электрического WE и магнитно-
го WH полей, плотности полной энергии W со-
гласно новым решениям уравнений Максвелла 
для бегущей электромагнитной волны показа-
ны на рис. 1. 

а 

  Т        2Т 

Рис. 1. Изменение во времени: а – напряженностей  
электрического E и магнитного H полей; b – плотностей 

энергий электрического WE и магнитного WH полей;  
с – плотности полной энергии W 

Fig. 1. Change in time: а – tension of electric E  
and magnetic H fields; b – energy density of electric WE 

and magnetic WH fields; с – total energy density W 
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Нетрудно убедиться, что подстановка (18) 
и (19) в уравнения (1’) и (2’) позволяет полу-
чить соотношения (10) и (11) между амплиту-
дами волн Ex0, Hy0 и величинами ω, k, u. 

Плотности энергий электрической (18) и 
магнитной (19) компонент волны описываются 
соответственно следующими выражениями:  

2 2
0 0

1( , ) cos ( );
2E xW t z E t kz= εε ω −      (20) 

2 2
0 0

1( , ) sin ( ).
2H yW t z H t kz= µµ ω −     (21) 

Из (18), (19) и рис. 1а видно, что электриче-
ская и магнитная компоненты волны колеблют-
ся с одинаковой амплитудой, со сдвигом отно-
сительно друг друга по времени на четверть 
периода и со сдвигом в пространстве на чет-
верть длины волны. При этом в любой фик- 
сированный момент времени взаимная ориен-
тация тройки векторов E, H, u изменяется 
в пространстве с правовинтовой на левовинто-
вую через четверть длины волны. 

Учитывая уравнение (10), из (20), (21) 
и рис. 1b видно, что максимальные значения 
плотностей энергий электрической max

EW  и маг-
нитной max

HW компонент волны одинаковы и 
сдвинуты относительно друг друга по времени 
на четверть периода и в пространстве на чет-
верть длины волны. Следовательно, в такой 
волне энергия электрической компоненты по-
следовательно преобразуется в энергию маг-
нитной компоненты и обратно, по направлению 
вектора скорости волны переносится энер- 
гия, поэтому это действительно бегущая волна. 
Из (20), (21) и рис. 1с также видно, что плот-
ность полной энергии бегущей электромагнит-
ной волны без потерь 

max max const.E HW W W= = =        (22) 

То есть плотность полной энергии бегущей 
электромагнитной волны не зависит ни от вре-
мени, ни от координат. Такими же свойствами 
обладает полная энергия свободного маятника 
без затухания, совершающего гармонические 
колебания. Поэтому бегущую электромагнит-
ную волну без потерь можно рассматривать как 
гармонический осциллятор.  

С учетом изменения характера взаимной 
ориентации тройки векторов E, H, u в бегущей 
волне, описываемой выражениями (18) и (19), 
вектор Пойнтинга (14) не может применяться 
для описания плотности потока энергии такой 

волны. Для этой цели нужно использовать век-
тор Умова  

.I Wu=
                     (23) 

Стоячая электромагнитная волна 

Если бегущая электромагнитная волна (18), 
(19), распространяющаяся в положительном 
направлении оси 0Z, падает нормально на гра-
ницу раздела двух сред, то зеркально отражен-
ная волна, т. е. волна такой же амплитуды, но 
распространяющаяся в отрицательном направ-
лении оси 0Z, будет описываться выражениями: 

0 cos( );E E t kz′′ = ω +        (24) 

0 sin( ).H H t kz′′ = − ω +             (25) 

Отраженная волна интерферирует с падаю-
щей волной, образуя результирующую волну, 
описываемую выражениями:  

( )02 cos cos ;стE E kz t= ω         (26) 

( )02 cos sin .стH H kz t= − ω          (27) 

Следует отметить, что отраженная волна 
обладает точно такими же физическими свой-
ствами, что и падающая. Поскольку плотности 
полной энергии падающей и отраженной волн 
не зависят от времени, плотность полной энер-
гии результирующей волны также должна быть 
независимой от времени.  

Плотности энергий электрической (26) и 
магнитной компонент (27) результирующей 
волны можно записать в следующем виде:  

( )2 2 2
0 0( , ) 2 cos cos ;EW t z E kz t= εε ω    (28) 

( )2 2 2
0 0( , ) 2 cos sin .HW t z H kz t= µµ ω    (29) 

Из (26)–(29) видно, что напряженности 
электрической и магнитной компонент резуль-
тирующей волны и плотности их энергий в 
пространстве изменяются в одинаковой фазе, 
а во времени – со сдвигом по фазе на π/2. Так-
же это можно видеть на рис. 2а, b, где, соглас- 
но новым решениям уравнений Максвелла для 
стоячей электромагнитной волны, показано 
распределение напряженностей электрическо- 
го E и магнитного H полей и плотностей энер-
гий этих полей в разные моменты периода ко-
лебаний T.  
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a 

 

Рис. 2. Пространственное распределение: а – напряженностей электрического E и магнитного H полей; 
b – плотностей энергий электрического WE и магнитного WH полей; с – плотности полной энергии W  

в разные моменты периода колебаний T  
Fig. 2. Spatial distribution: а – tension of electric E and magnetic H fields; 

b – energy density of electric WE and magnetic WH fields;  
с – total energy density W at different moments of the T oscillation period 

Согласно (28), (29), плотность полной энер-
гии полученной волны  

2 2
0 0

2 2
0 0

( , ) ( , ) 2 cos

2 cos ( ).
E HW W t z W t z E kz

H kz W z

= + = εε =

= µµ =
   (30) 

Уравнение (30) демонстрирует, что эта ве-
личина действительно остается постоянной 
во времени, но является функцией координат: 
в пространстве есть точки, в которых плотно-
сти энергий обеих компонент волны в любой 
момент времени равны нулю, – это узлы, и есть 
точки, в которых они имеют максимальное зна-
чение, – это пучности (рис. 2с). Следовательно, 
переноса энергии в пространстве такой волной 
не происходит – это действительно стоячая 
электромагнитная волна. Из-за неоднородности 
распределения плотности полной энергии вол-
ны в пространстве стоячая электромагнитная 
волна не может рассматриваться как гармони-
ческий осциллятор.  

ВЫВОДЫ 

1. Проанализированы свойства общеприня-
тых в физической литературе софазных реше-
ний волновых уравнений Максвелла для векто-
ров E и H бегущей электромагнитной волны. 
Показано, что эти решения являются физически 
некорректными, так как находятся в противо-
речии с физическим смыслом уравнений Макс-
велла. Кроме того, в электромагнитной волне, 
описываемой этими решениями, постоянной ве-
личиной остается только усредненная по периоду 
плотность полной энергии, что является наруше-
нием закона сохранения энергии.  

2. Предложены другие решения волновых
уравнений, не противоречащие физическому 
смыслу уравнений Максвелла, которые описы-
вают действительно бегущую электромагнитную 
волну без потерь со следующими свойствами:  

– напряженности электрической и магнит-
ной компонент волны изменяются во времени 
со сдвигом на четверть периода и в простран-
стве со сдвигом на четверть длины волны; 

4
Tt =

 Z 
2λ    λ 
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– энергия электрической компоненты волны
преобразуется в энергию ее магнитной компо-
ненты и обратно через четверть периода;  

– плотность полной энергии волны не зави-
сит от времени и координат, поэтому такая 
волна может рассматриваться как гармониче-
ский осциллятор;  

– характер взаимной ориентации тройки
векторов E, H и u изменяется в пространстве 
с правовинтовой на левовинтовую через каж-
дую четверть длины волны;  

– плотность потока энергии волны описыва-
ется вектором Умова. 

3. Показано, что образование действительно
стоячей электромагнитной волны происходит 
без потери полуволны одним из векторов вол-
ны, отраженной от границы раздела сред. 
Свойства стоячей волны:  

– напряженности электрической и магнит-
ной компонент и плотности их энергий изме-
няются со сдвигом относительно друг друга по 
времени на четверть периода или по фазе 
на π/2, а в пространстве они изменяются в оди-
наковой фазе;  

– плотность полной энергии не зависит от
времени и является функцией координаты: есть 
точки в пространстве, в которых она всегда 
равна нулю, и точки, в которых она всегда име-
ет максимальное значение, поэтому такая волна 
не является гармоническим осциллятором.  
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Применение соотношений теории течения  
для решения задач установившегося роста трещины 
Канд. физ.-мат. наук, доц. М. А. Гундина1), О. В. Юхновская1) 

1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь)

 Белорусский национальный технический университет, 2022 
    Belarusian National Technical University, 2022 

Реферат. Для представления локальных полей перемещений в задаче об установившемся росте трещины, которую 
содержит пластина из несжимаемого материала, используется формула интенсивности деформации в виде многочле-
на второй степени. Рассматривается случай плоской деформации для упругопластического материала. Решение полу-
чено методом асимптотических разложений. Численный анализ проводился для первого члена разложения. Целью 
исследований являлся процесс получения аналитических решений прикладных задач теории пластичности: нахожде-
ние компонентов тензоров напряжений и деформаций. В статье представлен вариант метода асимптотических разло-
жений и его применения для задачи о распределении напряженно-деформированного состояния в упругопластиче-
ском образце с трещиной. Метод асимптотических разложений имеет некоторые преимущества по сравнению с чис-
ленным подходом при изучении напряженно-деформированного состояния в окрестности трещины. Он позволяет 
установить точные количественные соотношения между радиальным компонентом, углом и компонентами тензора 
напряжений и деформаций. Еще одно достоинство такого метода заключается в возможности составления механи- 
ческих характеристик объекта на стадии его проектирования. Разработана система дифференциальных уравнений, 
содержащая V0 и ее производные до третьего порядка. Приведен пример распределения напряжений в окрестности 
вершины трещины в стальном образце, полученного в компьютерной системе численным методом. Построена диаг-
рамма деформирования для стали 40. Результаты исследования могут использоваться при построении полей напря-
жений и деформаций в окрестности трещины, а также для прогнозирования дальнейшего направления развития тре-
щины. 
Ключевые слова: рост трещины, упругопластический материал, метод асимптотических разложений, интенсивность 
деформации, вектор перемещений, напряженно-деформированное состояние 
Для цитирования: Гундина, М. А. Применение соотношений теории течения для решения задач установившегося 
роста трещины / М. А. Гундина, О. В. Юхновская // Наука и техника. 2022. Т. 21, № 3. С. 229–235. https://doi.org/10. 
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Application of Flow Theory Relations for Solving Problems 
of Steady-State Crack Growth 

M. А. Hundzina1), O. V. Yuhnovskaya1)

1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus)

Abstract. To represent local displacement fields in the problem of the steady-state growth of a crack, which contains a plate 
of incompressible material, the strain intensity formula is used in the form of a polynomial of the second degree. The case 
of plane deformation for an elastoplastic material is considered. The solution is obtained by the method of asymptotic expan-
sions. Numerical analysis is carried out for the first term of the expansion. The aim of the work is the process of obtaining 
analytical solutions to applied problems of the theory of plasticity: finding the components of stress and strain tensors.  
The paper considers a variant of the method of asymptotic expansions and its application for the problem of the distribution  
of the stress-strain state in an elastoplastic specimen with a crack. The method of asymptotic expansions has some advantages 
over the numerical approach in studying the stress-strain state in the vicinity of a crack. It allows to establish exact quantita- 
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tive relationships between the radial component, the angle, and the components of the stress and strain tensor. Another 
advantage of this method is the possibility of compiling the mechanical characteristics of an object at the design stage. A sys-
tem of differential equations has been developed that contains V0 and its derivatives up to the third order. An example of stress 
distribution in the vicinity of a crack tip in a steel sample, obtained in a computer system by a numerical method, is given. 
The deformation diagram has been constructed for the material steel 40. The research results can be used to construct stress 
and strain fields in the vicinity of a crack, as well as to predict the further direction of crack development.  
Keywords: crack growth, elastoplastic material, asymptotic expansion method, strain rate, displacement vector, stress-strain 
state 
For citation: Hundzina M. А., Yuhnovskaya O. V. (2022) Application of Flow Theory Relations for Solving Problems of 
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Введение 

Процесс получения аналитических реше- 
ний прикладных задач теории пластичности, 
а именно – нахождение компонентов тензоров 
напряжений и деформаций, описывающих на- 
пряженно-деформированное состояние (НДС) 
упругопластических тел и конструкций, сопря-
жен с некоторыми математическими и вы- 
числительными трудностями. Для этого есть 
несколько причин. В первую очередь это связа-
но с нелинейностью дифференциальных урав- 
нений, описывающих состояние материала, 
и наличием сингулярности возникающих полей 
напряжений и деформаций в окрестности де-
фекта. Широкое распространение при решении 
такого рода задач получили численные спосо-
бы, такие как метод конечных элементов и ме-
тод граничных элементов (рис. 1).  

Рис. 1. Распределение напряжений в окрестности  
вершины трещины в стальном образце,  

полученное в компьютерной системе численным методом 
Fig. 1. Stress distribution in the vicinity of a crack tip 

in a steel sample, obtained in a computer system  
by a numerical method 

Часто приходится рассматривать задачи, для 
которых вопрос устойчивости решения остает-
ся открытым. Кроме того, даже при небольшом 
изменении исходных данных в случае числен-
ного подхода решать задачу нужно заново, что 
не позволяет проводить комплексный каче-

ственный анализ возникающих эффектов в ма-
териале. А это – явный недостаток в сравнении 
с аналитическими подходами.  

Рассматриваемый в статье вариант метода 
асимптотических разложений может быть при-
менен для задачи о распределении напряженно-
деформированного состояния в упругопластиче-
ском образце с трещиной. Построение аналити-
ческих зависимостей компонентов напряжений 
и деформаций от полярного угла и расстояния 
от вершины трещины, разработка математиче-
ского аппарата для диагностики прочностных 
характеристик элементов конструкций, ана- 
лиз поведения материала при растягивающей 
нагрузке и учете упругопластических эффек- 
тов – все это является важным и актуальным 
с точки зрения прогнозирования ресурса дета-
лей машин и механизмов, а также развития 
прикладной математики и соответствующих 
численных и аналитических методов. 

Нелинейные подходы в задачах механики 
разрушения для детального анализа закономер-
ностей изменения упругопластических полей 
деформаций и напряжений в окрестности фик-
сированной и развивающейся трещины опи- 
саны в работах отечественных и зарубежных 
ученых. Подробный анализ НДС материала 
приводится в публикациях В. И. Астафьева [1], 
В. Д. Клюшникова [2], В. З. Партона [3], 
Ю. М. Плескачевского [4], Э. И. Старовойто- 
ва [5], Л. В. Степановой [6], Г. П. Черепано- 
ва [7], А. В. Чигарева [8], где показано, что 
процесс развития деформаций в упрочняющих-
ся материалах сложный и сопровождается фи-
зическими явлениями, которые требуют учета 
большого количества факторов. К ним относят-
ся наличие нелинейной диаграммы деформиро-
вания материала, влияние границ зон активного 
нагружения и разгрузки вблизи трещины, эф-
фект упрочнения материала.  

В [1] определяется напряженное состояние 
вблизи вершины наклонной трещины в нели-
нейной механике разрушения. Определяющие 
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соотношения задаются в виде степенной зави-
симости. Для этого используется уравнение 
совместности в напряжениях, в которое вво-
дится функция напряжений Эри, и формулиру-
ется двухточечная краевая задача. Получивша-
яся задача решается численно для случаев 
плоского напряженного состояния и плоской 
деформации. В [9] Ю. Н. Радаев рассматривает 
математическую модель распределения напря-
жений в пластической зоне у вершины трещи-
ны нормального отрыва (трещины типа I) в 
идеально-пластическом теле в условиях плос-
кого напряженного состояния. В качестве кри-
терия текучести принималось условие текуче-
сти Мизеса. В процессе исследования были 
получены точные формулы для вычисления 
напряжений в пределах локализованной у вер-
шины трещины пластической зоны. В [10] при-
водятся первые пять коэффициентов асимп- 
тотического поля у вершины трещины для 
изотропных и анизотропных горных пород 
с использованием различных геометрических 
параметров и параметров анизотропии.  

Рассматриваемый метод асимптотических 
разложений имеет некоторые преимущества по 
сравнению с численным подходом при изуче-
нии НДС в окрестности трещины. Он позволяет 
установить точные количественные соотно- 
шения между радиальным компонентом, углом 
и компонентами тензора напряжений и дефор-
маций. Еще одно достоинство такого метода 
заключается в возможности составления механи-
ческих характеристик объекта на стадии его про-
ектирования. Метод асимптотических разложе-
ний позволяет получить представление решения 
задачи в общем виде, охватывающем различные 
случаи и удобном для выполнения анализа.  

Решение задачи представляется в виде ряда, 
содержащего параметр, причем каждый следу-
ющий член разложения вносит меньший вклад 
по сравнению с предыдущим членом. Асимпто-
тические разложения находятся так, что коэф-
фициенты этих рядов разложений конструиру-
ются из решений нескольких предельных крае-
вых задач (для первого приближения, второго 
и т. д.). Во многих случаях для того, чтобы оха-
рактеризовать поля в окрестности вершины 
трещины, достаточно главного члена асимпто-
тического разложения. С целью исключения 
громоздких выражений в статье рассматрива-
ются только первые члены асимптотических 
разложений.  

Г. П. Черепанов для случая плоского напря- 
женного состояния [11] дал точное решение 

задачи о двухосном растяжении плоскости с 
круговым отверстием методом асимптотиче-
ских разложений, определил класс точных ре-
шений плоской упругопластической задачи. 
Д. Д. Ивлев [12] показал, что найденные им че-
тыре приближения методом малого параметра 
для задач Л. А. Галина и Г. П. Черепанова пол-
ностью совпадают с соответствующими разло-
жениями точных решений по тому же малому 
параметру. Схема Д. Д. Ивлева позволяет опре-
делить и последующие приближения. Однако 
оказалось, что для описания точного решения 
Л. А. Галина достаточно двух, а Г. П. Черепа-
нова – четырех приближений. Н. Н. Остросаб-
лин [13] получил решение для перемещений 
в задаче Л. А. Галина. 

Цель исследований авторов – изучение по-
строения аналитических зависимостей компо-
нентов напряжений и деформаций от полярного 
угла и расстояния от вершины трещины, разра-
ботка математического аппарата для диагно-
стики прочностных характеристик элементов 
конструкций, а также анализ поведения мате-
риала при растягивающей нагрузке и учете 
упругопластических эффектов. В статье пред-
ставлены метод асимптотических разложений 
и распределение напряжений в окрестности 
вершины трещины в стальном образце, полу-
ченное в компьютерной системе численным 
методом. 

Основная часть 

Формулировка задачи: компоненты вектора 
перемещений представляются в виде функ- 
ций от двух переменных u3 = 0, u1 = u1(х1, х2), 
u2 = u2(х1, х2). Такое деформированное состоя-
ние, в котором ε3i = 0, называется состоянием 
плоской деформации. Среднее напряжение для 
случая плоской деформации имеет вид 

( , ) ( , )
.

2
rr r rϕϕσ ϕ + σ ϕ

σ =          (1) 

Девиатор тензора напряжений определяет- 
ся как 

2 0
1 2 0 .
2

0 0 0

rr r

ij r rrs
ϕϕ ϕ

ϕ ϕϕ

σ − σ σ 
 = σ σ −σ 
 
 

     (2) 

Запишем необходимые уравнения равнове-
сия в полярной системе координат: 

( )1 1 0;rrr
rrr r r

ϕ
ϕϕ

∂σ∂σ
+ + σ −σ =

∂ ∂ϕ


  (3)
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1 2 0,r r

r r r
ϕϕ ϕ ϕ∂σ ∂σ σ

+ + =
∂ϕ ∂ ∂

  
        (4) 

где r – радиус, соотнесенный к длине трещины; 
σrr, σrφ, σφφ – физические проекции компонен-
тов тензора напряжений. 

Нагрузки на берегах трещины равны нулю, 
поскольку они свободны от усилий. Отсюда 
следуют граничные условия задачи, учитывая 
условия симметрии: 

0;rϕ ϕ=±π
σ =       (5) 

0.ϕϕ ϕ=±π
σ =                 (6) 

Численно-аналитическое решение 
Компоненты вектора приращений [14]: 

( ) ( )
0

, ;n
r n

n
u r U rλ

≥

ϕ = ϕ∑    (7) 

( ) ( )
0

, .n
n

n
u r V rλϕ

≥

ϕ = ϕ∑                   (8) 

Соотношения Коши в полярной системе ко-
ординат имеют вид: 

1
,

0
;n

rr r r n n
n

u U r
∞

λ −

=

ε = = λ∑                 (9) 

( ) 1
,

0
/ / ;n
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n

u r u r V U r
∞

λ −
ϕϕ ϕ ϕ

=
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, ,

1

0

1 / /
2

1 ,
2

n

r r r

n n n n
n

u u r u r

V U V r

ϕ ϕ ϕ ϕ

∞
λ −

=

ε = + − =

′= λ + −∑
   (11) 

где εrr, εrφ, εφφ − физические проекции компо-
нентов тензора деформаций; ur, uφ – компонен-
ты вектора перемещений. 

Компоненты вектора перемещений пред-
ставляются в виде функций от двух перемен-
ных. Ограничимся случаем установившегося 
роста, когда под скоростью будем понимать 

sincos ,df f f fv
dt t r r

 ∂ ∂ ϕ ∂
= − ϕ − ∂ ∂ ∂ϕ 

      (12) 

где v – скорость роста трещины. 
Тогда скорости компонентов тензора дефор- 

маций примут вид: 

( )( ) 2

0
cos 1 sin ;n

rr

n n n n n
n

v U U r
∞
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=
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( ))
0

2

1 cos 1
2

sin .n

r n n n n n
n
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v V U V

V U V r

∞

ϕ
=

λ −
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′ ′′ ′− ϕ λ + −
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(15) 

Наличие нелинейного участка диаграм- 
мы σ–ε для упругопластических материалов 
выявлено давно и подтверждено в ряде извест-
ных экспериментов, которые описаны в [15]. 
Для упругопластических материалов линейная 
зависимость деформаций от напряжений не со-
ответствует экспериментам. При аппроксима-
ции диаграммы σ–ε квадратичной параболой 
имеет место равенство 

2
2 ,Bε = σ               (16) 

где B2 – числовой параметр, который характе-
ризует нелинейность диаграммы деформирова-
ния, его значение находится из эксперимента на 
растяжение соответствующего материала. 

Тогда связь между напряжениями и дефор-
мациями для упругопластического материала 
выражается формулами [16]: 

2
1 2 ;A Aσ = ε − ε                    (17) 

2
1 2/ ,A Bε = σ − σ              (18) 

где A1, A2 – некоторые параметры нелиней- 
ности. 

Известно, что в статической задаче о растя-
жении прямоугольной пластины, содержащей 
центральную прямолинейную трещину, связь 
приращений девиаторов напряжений и дефор-
маций может быть представлена в следующем 
виде: 

( ) , , , ,ij ij ijs e e i j rδ = δ − δΦ Γ = ϕ       (19)

где δsij, δеij – приращения девиаторов напряже-
ний и деформаций. 

Функция интенсивности деформаций может 
находиться по формуле 

( ) 2
2 ,BΦ Γ = Γ    (20) 

где 2 ;
3 ij ije eΓ =  G – модуль сдвига материала. 

В соотношение (11) значение коэффициен- 
та B2 подставляется, соотнесенное на удвоен-
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ный квадрат модуля сдвига для соответствую-
щего материала [17]. Получим коэффициент B2 
для стали 40 по экспериментальным значениям 
напряжений и деформаций [18]. Если аппрок-
симирующая функция представляет собой 
квадратичную зависимость, то B2 находится из 
уравнения 

2
экспер 2 экспер экспер ,B b cσ = ε + ε +    (21) 

где σэкспер, εэкспер – значения эквивалентного 
напряжения и пластической деформации, полу-
ченные из опыта на растяжение.   

Для стали 40 диаграмма деформирования 
представлена на рис. 2. 

Значение коэффициента В2 находится по 
методу наименьших квадратов из уравне- 
ний (13)–(15): 

4 3 2 2
2

1 1 1 1
;

n n n n

i i i i iB b cε + ε + ε = ε σ∑ ∑ ∑ ∑

3 2
2

1 1 1 1
;

n n n n

i i i i iB b cε + ε + ε = ε σ∑ ∑ ∑ ∑       (22)

2
2

1 1 1
,

n n n

i i iB b cnε + ε + = σ∑ ∑ ∑  

где εi, σi – текущее значение напряжения и де-
формации, полученное из эксперимента на рас-
тяжение; n – количество измерений. 

        
 0   0,2   0,4    0,6   0,8 

   εэкспер, εтеор 

Рис. 2. Диаграмма деформирования стали 40 
Fig. 2. Deformation diagram of steel 40 

Рассмотрим общий вид для зависимости 
между компонентами девиаторов деформаций 
и напряжений при i, j = r, ϕ [19]: 

( )02 ;rr rr rrs G p E E= ε − ε      (23) 

( )02 ;s G p E Eϕϕ ϕϕ ϕϕ= ε − ε          (24) 

( )02 ,r r rs G p E Eϕ ϕ ϕ= ε − ε               (25) 

где ,ij ijs ε  – приращение компонентов девиато-

ров напряжений и деформаций; 2
rrE = ε – rr ϕϕε ε + 

+ 2 23 rϕϕ ϕε + ε  – функция интенсивности деформа-

ций; 
0
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n

n
p E b E

∞

=

=∑  

Тогда функция интенсивности деформаций 
и ее скорость примут вид: 
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Рассмотрим представление среднего напря-
жения также в виде асимптотического разло-
жения: 

( ) 1

0
;n

n
n

W rλ −

≥

σ = ϕ∑      (28) 

( )( ) 2

0
cos 1 sin ;n

n n n
n

W W r
∞

λ −

=

′σ = ϕ λ − − ϕ∑  (29) 

;rr rrsσ = + σ         (30) 

;sϕϕ ϕϕσ = + σ      (31) 

.r rsϕ ϕσ =        (32) 

Анализ численных результатов 

Для решения полученной системы нужна 
последовательность действий. Заметим, что 

( )0
0 0

1 .
1

U
V

−
=

′λ +
   (33) 

Итоговая система дифференциальных урав-
нений будет содержать V0 и ее производные до 
третьего порядка (рис. 3). Затем находятся ком-
поненты тензора напряжений, выраженные че-
рез W0 из системы. 

 
Рис. 3. Распределение компонентов вектора перемещений 

Fig. 3. Distribution of displacement vector components 

ВЫВОДЫ 

1. В исследованиях Г. П. Никишкова [20]
для показателя упрочнения n = 3 значения 
компонентов вектора перемещений ur(0) =  
= –0,05797, ur(π) = 0,26955 в рамках теории те-
чения для стали ur(0) = 0, ur(π) = 0 с относи-
тельной погрешностью 0,1 %. Различия в зна-
чениях обусловлены тем, что для стали в рам-
ках деформационной теории более адекватно 
соответствует показатель n = 5, а при его уве-
личении абсолютные значения компонентов 
вектора перемещений возрастают. 

2. Результаты исследований могут быть ис-
пользованы при построении полей напряжений 
и деформаций в окрестности трещины, а также 
для прогнозирования дальнейшего направления 
развития трещины. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Астафьев, В. И. Распределение напряжений вблизи
вершины наклонной трещины в нелинейной механи-
ке разрушения / В. И. Астафьев, А. Н. Крутов // Вест-
ник СамГУ. 1999. № 4. С. 56−69.

2. Клюшников, В. Д. Математическая теория пластично-
сти / В. Д. Клюшников. М.: МГУ, 1978. 208 с.

3. Партон, В. З. Механика упругопластического разру-
шения / В. З. Партон, Е. М. Морозов. М.: Изд-во ЛКИ,
2008. 192 с.

4. Плескачевский, Ю. М. Корректное применение моде-
лей континуума, квазиконтинуума, сетей в наномеха-
нике / Ю. М. Плескачевский, Ю. А. Чигарева // Докла-
ды НАН Беларуси. 2013. Т. 57, № 1. С. 118–122.

5. Starovoitov, E. I. Foundations of the Theory of Elasticity,
Plasticity and Viscoelasticity / E. I. Starovoitov, F. B. Na-
giyev. Toronto, New Jersey: Apple Academic Press, 2012.
346 p. https://doi.org/10.1201/b13109.

6. Степанова, Л. В. Асимптотические методы нелиней-
ной механики разрушения: результаты, современное
состояние и перспективы / Л. В. Степанова, Е. М. Ады-
лина // Вестник Самарского государственного техни-
ческого университета. Сер. Физико-математические
науки. 2013. № 2. С. 156–168.

7. Черепанов, Г. П. Механика хрупкого разрушения /
Г. П. Черепанов. М.: Наука, 1974. 640 с.

8. Чигарев, А. В. Исследование неосесимметричного 
напряженного состояния при квазистатическом термоси-
ловом нагружении в условиях облучения высокоэнерге-
тическими частицами / А. В. Чигарев, П. И. Ширвель //
Наука и техника. 2013. № 4. С. 83–89.

9. Радаев, Ю. Н. Точный анализ распределения напряже-
ний у вершины трещины нормального отрыва напря-
женного состояния / Ю. Н. Радаев // Вестник СамГУ.
2017. № 4. С. 336–365.

10. Nejati, M. Crack Tip Asymptotic Field and K-Dominant
Region for Anisotropic Semicircular Bend Specimen /
M. Nejati, S. Ghouli, M. R. Ayatollahi // Theoretical and
Applied Fracture Mechanics. 2020. Vol. 109. Р. 102640.
https://doi.org/10.1016/j.tafmec.2020.102640.

11. Черепанов, Г. П. Об одном методе решения упруго-
пластической задачи / Г. П. Черепанов // Прикладная
математика и механика. 1963. Т. 27, № 3. С. 644–655.
https://doi.org/10.1016/0021-8928(63)90151-5.

12. Ивлев, Д. Д. Метод возмущений в теории упругопла-
стического тела / Д. Д. Ивлев, Л. В. Ершов. М.: Наука,
1978. 208 с.

13. Остросаблин, Н. Н. Определение смещений в задаче
Л. А. Галина / Н. Н. Остросаблин // Динамика сплош-
ных сред. 1973. № 14. С. 67−70.

14. Гундина, М. А. Метод асимптотических разложений
в задачах распространения трещин. Нахождение коэф-

0
ru0,5 

–0,5 
–1,0 
–1,5 
–2,0 

 

0,5    1,0    1,5  2,0   2,5    3,0 
 

0uϕ

https://doi.org/10.1016/


Physical аnd Mathematical Sciences 

 235 Наука 
и техника. Т. 21, № 3 (2022) 
   Science and Technique. V. 21, No 3 (2022) 

фициента нелинейности / М. А. Гундина // Веснік 
Магілёўскага дзяржаўнага ўніверсітэта імя А. А. Куля- 
шова. Сер. В. Прыродазнаўчыя навукі (матэматыка, 
фізіка, біялогія). 2019. Т. 53, № 1. С. 63–70. 

15. Старовойтов, Э. И. Сопротивление материалов /
Э. И. Старовойтов. М.: ФИЗМАТЛИТ, 2008. 384 с.

16. Александровский, С. В. Нелинейные деформации бе-
тона при сложных режимах нагружения / С. В. Алек-
сандровский, Н. А. Колесников // Бетон и железобе-
тон. 1976. № 4. С. 27–32.

17. Ибрагимов, В. А. Напряженно-деформированное со-
стояние вблизи конца растущей трещины в упруго-
пластической среде / В. А. Ибрагимов // Прикладная
математика и механика. 1976. Т. 40, № 2. С. 311–319.
https://doi.org/10.1016/0021-8928(76)90068-x.

18. Шмелев, А. В. Идентификация параметров полили-
нейных моделей металлов, применяемых при числен-
ном моделировании процессов пластического дефор-
мирования и разрушения конструкций / А. В. Шмелев,
А. Г. Кононов, А. В. Омелюсик // Наука и образование.
2017. № 1. С. 1–17.

19. Trifan, D. A New Theory of Plastic Flow / D. Trifan //
Quarterly of Applied Mathematics. 1949. Vol. 7, Nо 2.
P. 201–211. https://doi.org/10.1090/qam/30426.

20. Nikishkov, G. P. An Algorithm and a Computer Program
for the Three-Term Asymptotic Expansion of Elastic-
Plastic Crack Tip Stress and Displacement Fields /
G. P. Nikishkov // Engineering Fracture Mechanics. 1995.
Vol. 50, No 1. P. 65–83. https://doi.org/10.1016/0013-
7944(94)00139-9.

 

Поступила 22.09.2021 
Подписана в печать 30.11.2021 

Опубликована онлайн 31.05.2022 

REFERENCES 

1. Astafiev V. I., Krutov A. N. (1999) Stress Distribution
Near the Tip of an Inclined Crack in Nonlinear Fracture
Mechanics. Vestnik SamGU = Vestnik of Samara State
University, (4), 56−69 (in Russian).

2. Klyushnikov V. D. (1978) Mathematical Theory of Plasticity.
Moscow, Moscow State University. 208 (in Russian).

3. Parton V. Z., Morozov E. M. (2008) Mechanics of Elasto-
plastic Fracture. Moscow, Publishing House “LKI”. 192
(in Russian).

4. Pleskachevsky Yu. M., Chigareva Yu. A. (2013) Correct
Application of Models of Continuum, Quasi-Continuum,
Networks in Nano-Mechanics. Doklady Natsional'noi
Akademii Nauk Belarusi = Doklady of the National Aca-
demy of Sciences of Belarus, 57 (1), 118–122 (in Russian).

5. Starovoitov E. I., Nagiyev F. B. (2012) Foundations of the
Theory of Elasticity, Plasticity and Viscoelasticity. Toron-
to, New Jersey, Apple Academic Press. 346. https://doi.
org/10.1201/b13109.

6. Stepanova L. V., Adylina E. M. (2013) Asymptotic Me-
thods of Nonlinear Fracture Mechanics: Results, Contem-
porary State and Perspectives. Vestnik Samarskogo Gosu-
darstvennogo Tekhnicheskogo Universiteta. Seriya: Fizi-
ko-Matematicheskie Nauki = Journal of Samara State

Technical University, Ser. Physical and Mathematical 
Sciences, (2), 156–168 (in Russian). 

7. Cherepanov G. P. (1974) Mechanics of Brittle Fracture.
Moscow, Nauka Publ. 640 (in Russian).

8. Chigarev A. V., Shirvel P. I. (2013) Investigation of
a Non-Axisymmetric Stress State for Quasi-Static Ther-
mal Power Loading under Conditions of Highest-Energy
Particle Irradiation. Nauka i Tekhnika = Science & Tech-
nique, (4), 83–89 (in Russian).

9. Radaev Yu. N. (2017) Accurate Analysis of Stress Distri-
bution at the Crack Tip of Normal Separation of the Stress
State. Vestnik SamGU = Vestnik of Samara State Uni-
versity, (4), 336–365 (in Russian).

10. Nejati M., Ghouli S., Ayatollahi M. R. (2020) Crack Tip
Asymptotic Field and K-Dominant Region for Anisotropic
Semicircular Bend Specimen. Theoretical and Applied Frac-
ture Mechanics, 109, 102640. https://doi.org/10.1016/j.
tafmec.2020.102640.

11. Cherepanov G. P. (1963) On a Method of Solving the
Elasto-Plastic Problem. Journal of Applied Mathematics
and Mechanics, 27 (3), 644−655. https://doi.org/10.1016/
0021-8928(63)90151-5.

12. Ivlev D. D., Ershov L. V. (1978) Perturbation Method
in the Theory of Elastoplastic Body. Moscow, Nauka Publ.
208 (in Russian).

13. Ostrosablin N. N. (1973) Determination of Displacements
in Galin’s Problem. Dinamika Sploshnykh Sred [Conti-
nuum Dynamics], (14), 67−70 (in Russian).

14. Gundina M. A. (2019) Method of Asymptotic Expansions
in Problems of Crack Propagation. Finding the Coefficient
of Nonlinearity. Vesnіk Magіleŭskaga Dzyarzhaŭnaga
Ŭnіversіteta іmya A. A. Kulyashova. Ser. B. Pryrodaznaŭ-
chyya Navukі (Matematyka, Fіzіka, Bіyalogіya) = Mogilev
State A. Kuleshov Bulletin. Series B. Natural Sciences,
53 (1), 63–70 (in Russian).

15. Starovoitov E. I. (2008) Strength of Materials. Moscow,
FIZMATLIT Publ. 384 (in Russian).

16. Aleksandrovsky S. V., Kolesnikov N. A. (1976) Nonlinear
Deformations of Concrete under Complex Loading Condi-
tions. Beton i Zhelezobeton [Concrete and Reinforced
Concrete], (4), 27–32 (in Russian).

17. Ibragimov V. A. (1976) State of Stress and Strain Near the
End of a Growing Crack in an Elastic-Plastic Medium.
Journal of Applied Mathematics and Mechanics, 40 (2),
311–319. https://doi.org/10.1016/0021-8928(76)90068-x.

18. Shmelev A. V., Kononov A. G., Omelusik A. V. (2017)
Identification of Parameters of Multilinear Models of Me-
tals Used in Numerical Modeling of Plastic Deforma-
tion and Destruction of Structures. Nauka i Obrazovanie =
Science & Education, (1), 1–17 (in Russian).

19. Trifan D. (1949) A New Theory of Plastic Flow. Quarterly
of Applied Mathematics, 7 (2), 201–211. https://doi.org/10.
1090/qam/30426.

20. Nikishkov G. P. (1995) An Algorithm and a Computer
Program for the Three-Term Asymptotic Expansion
of Elastic-Plastic Crack Tip Stress and Displacement
Fields. Engineering Fracture Mechanics, 50 (1), 65–83.
https://doi.org/10.1016/0013-7944(94)00139-9.

Received: 22.09.2021 
Accepted: 30.11.2021 

Published online: 31.05.2022 

https://doi/
https://doi.org/10.1016/j.%20%0btafmec
https://doi.org/10.1016/j.%20%0btafmec
https://doi.org/10.1016/
https://doi.org/10


Физико-математические науки 

236 Наука 
техника. Т. 21, № 3 (2022) и 

Science and Technique. V. 21, No 3 (2022) 

https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-236-241 

УДК 517.5:519.6 

Об одной вариационной задаче,  
приводящей к бигармоническому уравнению,  
и о приближенном решении основной краевой задачи 
для этого уравнения 
Докт. физ.-мат. наук, проф. И. Н. Мелешко1), канд. физ.-мат. наук, доц. П. Г. Ласый1) 

1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь)

 Белорусский национальный технический университет, 2022 
    Belarusian National Technical University, 2022 

Реферат. Многие важные вопросы теории упругости приводят к вариационной задаче, связанной с бигармоническим 
уравнением, и к соответствующим краевым задачам для такого уравнения. В статье рассматривается основная крае-
вая задача для бигармонического уравнения в единичном круге. К этой задаче приводит, например, исследование 
прогибов пластины в случае кинематических граничных условий, когда перемещения и их производные зависят от 
круговой координаты. Точное решение рассматриваемой краевой задачи известно. Искомая бигармоническая функ-
ция может быть представлена в единичном круге в явном виде посредством интеграла Пуассона. Приближенное 
решение данной задачи находится иногда с помощью разностных схем. Для этого на круг набрасывается сетка с 
ячейками малого диаметра и в каждом узле сетки все частные производные задачи заменяются их конечно-
разностными отношениями. В результате возникает система линейных алгебраических уравнений относительно не-
известных приближенных значений бигармонической функции, из которой они однозначно находятся. Недостатком 
такого метода является то, что указанная выше система не всегда просто решается. Кроме того, мы получаем реше-
ние не в любой точке круга, а только в узлах сетки. Для реальных вычислений и численного анализа решений при-
кладных задач авторами на основе известного точного решения краевой задачи сконструировано его единое аналити-
ческое приближенное представление с помощью логарифмов. Приближенная формула имеет простой вид и легко 
реализуется численно. Равномерные оценки погрешности позволяют проводить вычисления с заданной точностью. 
Все коэффициенты квадратурной формулы для интеграла Пуассона неотрицательны, что значительно упрощает 
исследование приближенного решения. Проведен анализ квадратурной суммы на устойчивость. Рассмотрен пример 
решения краевой задачи. 
Ключевые слова: вариационная задача, краевая задача, интеграл Пуассона, квадратурная формула, аппроксимация 
решения 
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About One Variational Problem, Leading to а Biharmonic Equation, 
and about the Approximate Solution of the Main Boundary Value Problem 
for this Equation 

I. N. Meleshko1), P. G. Lasy1)

1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus)

Abstract. Many important questions in the theory of elasticity lead to a variational problem associated with a biharmonic 
equation and to the corresponding boundary value problems for such an equation. The paper considers the main boundary 
value problem for the biharmonic equation in the unit circle. This problem leads, for example, to the study of plate deflections 
in the case of kinematic boundary conditions, when the displacements and their derivatives depend on the circular coordinate. 
The exact solution of the considered boundary value problem is known. The desired biharmonic function can be represented 
explicitly in the unit circle by means of the Poisson integral. An approximate solution of this problem is sometimes found 
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using difference schemes. To do this, a grid with cells of small diameter is thrown onto the circle, and at each grid node  
all partial derivatives of the problem are replaced by their finite-difference relations.  As a result, a system of linear algebraic 
equations arises for unknown approximate values of the biharmonic function, from which they are uniquely found. The disad-
vantage of this method is that the above system is not always easy to solve. In addition, we get the solution not at any point  
of the circle, but only at the nodes of the grid. For real calculations and numerical analysis of solutions to applied problems, 
the authors have constructed its unified analytical approximate representation on the basis of the known exact solution of the 
boundary value problem while using logarithms. The approximate formula has a simple form and can be easily implemented 
numerically. Uniform error estimates make it possible to perform calculations with a given accuracy. All coefficients of the quadra-
ture formula for the Poisson integral are non-negative, which greatly simplifies the study of the approximate solution. An analysis  
of the quadrature sum for stability is carried out. An example of solving a boundary value problem is considered.   
Keywords: variational problem, boundary value problem, Poisson integral, quadrature formula, solution approximation 
For citation: Meleshko I. N., Lasy P. G. (2022) About One Variational Problem, Leading to a Biharmonic Equation, and 
about the Approximate Solution of the Main Boundary Value Problem for this Equation. Science and Technique. 
21 (3), 236–241. https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-236-241 (in Russian) 

Введение 

Известно [1], что необходимым условием 
минимума функционала 
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мом множестве функций ( , ),u u x y=  является 
уравнение  

2 0,u f∆ − =  
где .2 4224

2
yyxx ∂+∂+∂=∆

Линейное однородное уравнение в частных 
производных четвертого порядка  

 

,02 =∆ u
рассматриваемое в области D, называется 
бигармоническим в этой области. К краевым 
задачам для такого уравнения приводят многие 
вопросы теории упругости [2–6]. 

Основная часть 
Исследуем основную краевую задачу для 

бигармонического уравнения в полярных коор-
динатах в единичном круге: 

2 0, 1;u r∆ = <        (2) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 11, ; 1, ; , ,ru f u fϕ = ϕ ∂ ϕ = ϕ ϕ∈ −π π  (3) 

где ( ) ( )0 1,f fϕ ϕ  – заданные непрерывные 
функции. 

Краевая задача (2), (3) имеет единствен- 
ное решение (например, [2]). Искомая бигармо-
ническая функция ),( ϕ= ruu  может быть 
представлена в единичном круге с помощью 
интеграла Пуассона 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

0

2
0 1

, , ,

0,5 1 , , , , ,r

u r Q f r

r r Q f r Q f r

ϕ = ϕ +

+ − ∂ ϕ − ϕ
 (4) 

где 

( ) ( )
( )

2

1 1 2
1 1, , ;

2 1 2 cos
rQ f r f d

r r

π

−π

−
ϕ = τ τ

π − τ − ϕ +∫  

(5) 

( ) ( )
( )

2

0 0 2
1 1, , .

2 1 2 cos
rQ f r f d

r r

π

−π

−
ϕ = τ τ

π − τ − ϕ +∫  

(6) 
 

Несложно проверить, что функции Q(f1, r, ϕ) 
и Q(f0, r, ϕ)  являются гармоническими в еди-
ничном круге. Далее займемся построением 
приближенного решения. 

1. Аппроксимация интеграла Пуассона (5)
Возьмем на промежутке ],[ ππ−  сетку с уз-

лами в точках 
2, , ,

2 1k kh k n n h
n
π

ϕ = = − =
+

  (7) 

и аппроксимируем плотность интеграла Пуас-
сона (5) на этом промежутке по формуле 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 ,
n

k k
k n

f f f
=−

ϕ ≈ ϕ = η ϕ ϕ∑         (8) 

где ( ) 0,5 0,5

0,5 0,5

1, , ,

0, , ;
k k

k
k k

− +

− +

  ϕ∈ ϕ ϕ  η ϕ = 
 ϕ∉ ϕ ϕ  

0,5 0,5 ;k k h−ϕ = ϕ −  

0,5 0,5 .k k h+ϕ = ϕ +  
В итоге для интеграла Пуассона (5) получа-

ем квадратурную формулу 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1, , , , ,
n

k k
k n

Q f r Q f r R r f
=−

ϕ ≈ ϕ = ϕ ϕ∑  (9) 

с коэффициентами 

( )
( )

0,5

0,5

2

2
1 1, .

2 1 2 cos

k

k

k
rR r d

r r

+

−

ϕ

ϕ

−
ϕ = τ

π − τ − ϕ +∫  (10) 

(1)
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Теорема 1. Все коэффициенты ),( ϕrRk
квадратурной формулы (9) положительны для 
любых 1<r  и ],,[ ππ−ϕ  вычисляются через ло-
гарифмы по формулам 

( ) ( ) 0,5

0,5

1, 2Imln 1 ,
2

, ,

k

k

i
kR r h ze

k n n

+

−

ϕ
− ϕ

ϕ

 ϕ = + − π  

= −

 (11) 

где iz re ϕ=  и 

( ), 1, 1, .
n

k
k n

R r r
=−

ϕ = < − π ≤ ϕ ≤ π∑     (12) 
 

Доказательство. Так как ядро интеграла 

Пуассона 2

2

)cos(21
1

rr
r

+ϕ−τ−
− положительно 

при r < 1, то из (10) следует, что 
.,1,0),( π≤ϕ≤π−<>ϕ rrRk  

Непосредственно проверяется, что для ядра 
интеграла Пуассона справедлива формула 

( )
2

2
1 12Re 1,

1 /1 2 cos

, ,i i

r
z tr r

t e z reτ ϕ

−
= −

−− τ − ϕ +

= =

откуда, использовав ряд геометрической про-
грессии, находим 

( )
2

2
1

1 1 2Re .
1 2 cos

m im

m

r z e
r r

∞
− τ

=

−
= +

− τ − ϕ + ∑  

Подставив это представление ядра Пуассона 
в правую часть формулы (10), получаем 

( )
0,5 0,5

0,5 0,5

0,5

0,5

1

1

1, 2Re
2

1 2Im .
2

k k

k k

k

k

m im
k

m

m im

m

R r d z e d

z eh
m

+ +

− −

+

−

ϕ ϕ∞
− τ

=ϕ ϕ

ϕ− ϕ∞

= ϕ

 
 ϕ = τ+ τ =
 π
 
 
 = +
 π
 

∑∫ ∫

∑

Тогда, использовав разложение логарифми-
ческой функции в степенной ряд, приходим к 
формуле (11). Далее очевидно, что 

( )
( )

2

2
1 1, .

2 1 2 cos

n

k
k n

rR r d
r r

π

=− −π

−
ϕ = τ

π − τ − ϕ +∑ ∫  (13) 

Известно, что 
( )

2

2
1 1 1

2 1 2 cos
r d

r r

π

−π

−
τ =

π − τ − ϕ +∫  

при .,1 π≤ϕ≤π−<r  Отсюда, согласно (13), 
и следует (12). 

Примечание. Предположим, что значения 
функции )(1 ϕf  в узлах квадратурной форму- 
лы (9) вычислены приближенно, т. е. f1(ϕk) ≈ 
≈ ( )*

1 ,kf ϕ  ,k n n= −  и, значит, погрешности их
вычисления – ( ) ( )*

1 1 , , .k k kf f k n nε = ϕ − ϕ = −  
Пусть , , .k k n nε ≤ ε = −  Тогда, благодаря (12), 
для погрешности вычисления квадратурной 
суммы в (9) получаем неравенство 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

*
1 1, ,

, .

n n

k k k k
k n k n

n

k
k n

R r f R r f

R r

=− =−

=−

ϕ ϕ − ϕ ϕ ≤

≤ ε ϕ = ε

∑ ∑

∑
Таким образом, верхняя граница погрешно-

сти вычисления квадратурной суммы в (9) рав-
на ε, что свидетельствует о численной устойчи-
вости (9). Найдем теперь оценку погрешности 
аппроксимации интеграла Пуассона по при-
ближенной формуле (9). 

Теорема 2. Пусть плотность )(1 ϕf  инте-
грала Пуассона непрерывна на промежут- 
ке ].,[ ππ−  Тогда равномерно по 1<r  и 

π≤ϕ≤π−  выполняется неравенство 

( ) ( ) ( )1 1 1, , , , , ,Q f r Q f r f hϕ − ϕ ≤ ω    (14) 
 

где ( )1,f hω – модуль непрерывности функции ).(1 ϕf
Если же )(1 ϕf  – непрерывно дифференцируемая 
функция на указанном промежутке, то также 
равномерно имеет место неравенство 

( ) ( ) 11 1, , , , 0,5 ,fQ f r Q f r M hϕ − ϕ ≤    (15) 

( )
1 1[ , ]

max .fM f
ϕ∈ −π π

′= ϕ  

Доказательство. Из (5), (7)–(10) следует, что 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1[ , ]

2

2

, , , , max

1 1 .
2 1 2 cos

Q f r Q f r f f

r d
r r

ϕ∈ −π π

π

−π

ϕ − ϕ ≤ ϕ − ϕ ×

−
× τ

π − τ − ϕ +∫

 

Стало быть, ввиду (12) и (13) 
 

( ) ( )
( ) ( )

1 1

1 1[ , ]

, , , ,

max .

Q f r Q f r

f f
ϕ∈ −π π

ϕ − ϕ ≤

≤ ϕ − ϕ




 (16) 

Если функция )(1 ϕf  непрерывна на проме-
жутке ],,[ ππ−  то 

( ) ( ) ( ) [ ]1 1 1, , , .f f f hϕ − ϕ ≤ ω ϕ∈ −π π   (17)
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Если же )(1 ϕf  непрерывно дифференцируема 
на указанном промежутке, то, применив к этой 
функции на каждом из отрезков [ϕk – 0,5, ϕk + 0,5], 

,k n n= −  теорему Лагранжа, получим 

( ) ( ) [ ]
11 1 0,5 , , .ff f M hϕ − ϕ ≤ ϕ∈ −π π   (18) 

Из (16)–(18) и следуют неравенства (14), (15). 

2. Аппроксимация интеграла Пуассона (6)
По аналогии можем записать квадратурную

формулу для интеграла (6) с узлами (7) и коэф-
фициентами (12) 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0, , , , , .
n

k k
k n

Q f r Q f r R r f
=−

ϕ ≈ ϕ = ϕ ϕ∑ (19) 

Функция )(~
0 ϕf  в (19) определяется форму-

лой (8), в которой )(1 ϕf  следует заменить функ-
цией )(0 ϕf . Квадратурная формула (19) чис- 
ленно устойчива, а для оценки ее погрешности 
можно пользоваться неравенствами (14), (15) 
теоремы 2 для плотности )(0 ϕf  

( ) ( ) ( )0 0 0, , , , , ,Q f r Q f r f hϕ − ϕ ≤ ω

где ( )0 ,f hω  – модуль непрерывности функции 
)(0 ϕf  или 

( ) ( ) 00 0, , , , 0,5 ,fQ f r Q f r M hϕ − ϕ ≤

( )
0 0[ , ]

max .fM f
ϕ∈ −π π

′= ϕ              (20) 

3. Аппроксимация производной
по радиусу интеграла (6)
 

Гармоническая в единичном круге функ- 
ция ( )1, ,Q f r ϕ  представима также рядом 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0
1

1, ,
2

1 cos .m

m

Q f r f d

r f m d

π

−π
π∞

= −π

ϕ = τ τ +
π

+ τ τ − ϕ τ
π

∫

∑ ∫
Тогда 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

0 0
1

0
1

1
0 0

1

0
1

1, , cos

1 sin

1 1 sin

1 sin .

m
r

m

m

m

m m

m

m

m

r Q f r mr f m d

r f d m

f f r m

r f m d

π∞

= −π
π∞

= −π
∞

+

=
π∞

= −π

∂ ϕ = τ τ − ϕ τ =
π

= τ τ − ϕ =
π

= π − −π − ϕ−
π

′− τ τ − ϕ τ
π

∑ ∫

∑ ∫

∑

∑ ∫

 

Принимая во внимание, что: 

1) ( ) ( )1

1 1
1 sin Im 1 1m mm m

m m
r m z

∞ ∞
+

= =

 
− ϕ = − + − = 

 
∑ ∑  

2
1 sinIm ;

1 1 2 cos
r

z r r
ϕ

= − =
+ + ϕ+

 

2) ( )
1 1

sin Im
m

m
m

m m

zr m
t

∞ ∞

= =

τ − ϕ = =∑ ∑
( )
( ) 2

sin1Im 1 ,
1 / 1 2 cos

, ,i i

r
z t r r

z re t eϕ τ

τ − ϕ = − = − − τ − ϕ + 

= =

можем переписать (21) в виде 

( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( )

0 0 0

02

2

1, ,

sin 1
1 2 cos

sin
.

1 2 cos

rr Q f r f f

r f
r r

r
d

r r

π

−π

∂ ϕ = π − −π ×
π

ϕ ′× − τ ×
π+ ϕ+

τ − ϕ
× τ

− τ − ϕ +

∫  (23) 

Квадратурная формула для интеграла в 
формуле (23) строится тем же способом, что 
и в интеграле Пуассона. В результате получаем 
следующую приближенную формулу: 

( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( )

( ) ( )( )

( ) ( )

0 0 0

02

0 02

02

1, ,

sin 1
1 2 cos

sin 1
1 2 cos

sin , ,
1 2 cos

r

n

k k
k n

r Q f r f f

r f
r r

r
d f f

r r

r S r f
r r

π

−π

=−

∂ ϕ ≈ π − −π ×
π

ϕ ′× − τ ×
π+ ϕ+

τ − ϕ
× τ = π − −π ×

π− τ − ϕ +

ϕ ′× + ϕ ϕ
+ ϕ+

∫

∑



 

где )(~
0 ϕ′f  – определяется формулой (8), в кото-

рой f1 следует заменить функцией 0 ;f ′  Sk(r, ϕ) = 

( )
( )

0,5

0,5

2

sin1 ; , .
1 2 cos

k

k

r
d k n n

r r

+

−

ϕ

ϕ

τ − ϕ
= − τ = −

π − τ − ϕ +∫  

Из (22) следует, что 

( )
0,5

0,5

0,5

0,5

1

1

1, Im

1 Re .

k

k

k

k

m im
k

m

m im

m

S r z e d

z e
m

+

−

−

+

ϕ∞
− τ

= ϕ

ϕ− ϕ∞

= ϕ

 
 ϕ = − τ =
 π
 

=
π

∑ ∫

∑

(24) 

(21) 

(22)
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Суммируя ряды в правой части, оконча-
тельно получаем: 

( ) ( ) 0,5

0,5

1, Reln 1 e , , .
k

k

i
kS r z k n n

−

+

ϕ
− ϕ

ϕ
ϕ = − = −

π
 (25) 

4. Аппроксимация решения
краевой задачи (2), (3)

Подставляя в формулу (4) приближенные 
выражения для интегралов из (9), (19) и (24) 
с коэффициентами (11), (25), получим прибли-
женное решение краевой задачи (2), (3): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2
0

1 0 0

02

, , , 0,5 1

1,

sin , .
1 2 cos

n

k k
k n

n

k k
k n

n

k k
k n

u r u r R r f r

R r f f f

r S r f
r r

=−

=−

=−

ϕ ≈ ϕ = ϕ ϕ + − ×


× ϕ ϕ − π − −π × π

ϕ ′× − ϕ ϕ + ϕ + 

∑

∑

∑



Оценим погрешность приближенного ре- 
шения. 

Теорема 3. Если функция )(1 ϕf  непрерывна 
на промежутке ],,[ ππ−  а )(0 ϕf  непрерывно 
дифференцируема на этом промежутке, то 
для всех 1<r  и π≤ϕ≤π−  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1 0 0

, , 0,5 1

, , , ,

u r u r r

f h f h r f h

ϕ − ϕ ≤ − ×

′× ω + ω + ω


  (27) 

где ( ) ( ) ( )1 0 0, , , , ,f h f h f h′ω ω ω  – модули не-
прерывности соответствующих функций. 

Если же )(1 ϕf  и )(0 ϕ′f  непрерывно диффе-
ренцируемы на ],,[ ππ−  то 

( ) ( )

( )( )1 0 0

2

, ,

0,5 0,5 1 ,f f f

u r u r

r M M rM h′

ϕ − ϕ ≤

≤ − + +


  (28) 

( ) ( )

( )
1 0

0

1 0[ , ] [ , ]

0[ , ]

max ; max ;

max .

f f

f

M f M f

M f
ϕ∈ −π π ϕ∈ −π π

′
ϕ∈ −π π

′ ′= ϕ = ϕ

′′= ϕ

Доказательство. Сравнивая формулы (4) 
и (26), получаем неравенство 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

1

0 0

, , 0,5 1

, , , ,

, , , ,

u r u r r

Q f r Q f r

Q f r Q f r

ϕ − ϕ ≤ − ×

× ϕ − ϕ +

+ ϕ − ϕ +





 (29)

( ) ( ) ( ) ( )2
0 00,5 1 , , ,

n

r k k
k n

r r Q f r S r f
=−

′+ − ∂ ϕ − ϕ ϕ =∑  

( ) ( ) ( )1 2 3, , , .r r r= ε ϕ + ε ϕ + ε ϕ  

Из неравенств (14), (15) и (20) следует, что: 
– если функции )(1 ϕf  и )(0 ϕf  непрерывны

на промежутке ],[ ππ−  
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 1

2 0

, 0,5 1 , ;

, , ;

r r f h

r f h

ε ϕ ≤ − ω

ε ϕ ≤ ω
 (30) 

– если )(1 ϕf  и )(0 ϕf  непрерывно диффе-
ренцируемы на промежутке ],[ ππ−  

( ) ( )
( )

1

0

2
1

2

, 0,25 1 ;

, 0,5 .
f

f

r r M h

r M h

ε ϕ ≤ −

ε ϕ ≤
 (31) 

Слагаемое ),(3 ϕε r  запишем в виде инте-
грала и оценим его 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2
3 0 0

0 02

2

0 02 [ , ]

2

2

0 0[ , ]

1, 0,5 1

sin
21 2 cos

1 max
1 2 cos

1 1
2 1 2 cos

max .

r r f f

r rd f f
r r

r d r f f
r r

r d
r r

r f f

π

−π

π

−π

ϕ∈ −π π

π

−π

ϕ∈ −π π

′ ′ε ϕ ≤ − τ − τ ×
π

τ − ϕ
′ ′× τ ≤ τ − τ ×

π− τ − ϕ +

− ′ ′× τ ≤ τ − τ ×
− τ − ϕ +

−
× τ =

π − τ − ϕ +

′ ′= τ − τ

∫

∫

∫









 

Отсюда следует, что: 
– если функция )(0 ϕ′f  непрерывна на про-

межутке ],[ ππ−  
 

( ) ( )3 0, , ;r r f h′ε ϕ ≤ ω        (32) 

– если )(0 ϕ′f  непрерывно дифференцируема
на промежутке ],[ ππ−  

( )
03 , 0,5 .fr rM h′ε ϕ ≤                  (33) 

Использовав в (29) соответствующие оцен-
ки (30)–(33), получим неравенства (27), (28). 
Оценка погрешности (28) позволяет находить 
приближенное решение краевой задачи (2), (3) 
с заданной точностью. 

Примечание. Известно, что действительная 
часть интеграла Шварца с плотностью ρ(τ) 
представляет собой интеграл Пуассона с той же 
плотностью 

(26)
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π −

−
= ρ τ τ

π − τ − ϕ +

∫

∫
  (34) 

где e ; e ; | | 1; .i it z r zτ ϕ= = < − π ≤ ϕ ≤ π  
Точные методы вычисления интегралов 

Шварца и Гильберта, изложенные в [7, 8], в не-
которых случаях позволяют получать точное 
решение краевой задачи (2), (3), не содержащее 
интегралов. 

Пример. Пусть граничное условие (3) имеет 
вид ( ) ( )1, cos 2022 , 1, ,ru uϕ = ϕ ∂ ϕ = ϕ  [ ], .ϕ∈ −π π
Интеграл Шварца с такими плотностями нахо-
дится точно [7, 8] 

( ) ( )( )

2022

2 2

1 cos 2022 ,
2

1 2 ,
2 2

t z d z
t z

t z d L z L z
t z

π

−π

π

−π

+
τ τ =

π −

+ π
τ τ = − − −

π − π

∫

∫
где ( )2L z  – дилогарифм Эйлера [9, 10], определяе-
мый в круге | z | < 1 следующим рядом: 

( )2
2

1

.
k

k

zL z
k

∞

=

= ∑  

Тогда, воспользовавшись формулой (4) и учиты-
вая равенство (34), получим точное решение крае-
вой задачи 

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2

2022 2022

2, 0,5 1 Re
2

2022 cos 2022 cos 2022 .

u r r L z L z

r r

πϕ = − − − − − π


− ϕ + ϕ


ВЫВОДЫ 

1. Построено эффективное приближенное
представление решения основной краевой за-
дачи для бигармонического уравнения в еди-
ничном круге. Аппроксимирующая форму- 
ла эффективна в том смысле, что она имеет до-
статочно простую аналитическую структуру, 
устойчива и легко реализуется численно, а рав-
номерные оценки погрешности позволяют про-
водить вычисления с заранее заданной точно-
стью. Рассмотрен пример краевой задачи при 
таких граничных условиях на окружности, ко-
торые дают возможность найти точное решение 
с помощью дилогарифмов Эйлера.  

2. Аппроксимация решения основной краевой
задачи для бигармонического уравнения в еди-
ничном круге может быть использована при ре-

шении соответствующих вариационных задач, 
приводящих к бигармоническому уравнению. 
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Экономические основы развития логистики  
международных автомобильных перевозок грузов в Республике Беларусь 
в условиях пандемии коронавируса 
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Реферат. Рассмотрен вопрос развития международной логистики в Беларуси в условиях мировой пандемии корона-
вирусной инфекции COVID-19. При аналитическом обзоре современной научной литературы по исследуемой про-
блеме отмечена целесообразность выделения логистики международных автомобильных перевозок грузов в качестве 
самостоятельного направления теоретических исследований и практической деятельности. Дальнейшее развитие 
логистики международных грузовых перевозок в Республике Беларусь требует проведения комплексного экономиче-
ского анализа текущего состояния и динамики рынка международных автомобильных перевозок грузов, реализация 
которого является целью настоящей публикации. В статье представлены результаты анализа рынка международных 
и транзитных грузовых автомобильных перевозок. Отдельно охарактеризована динамика сегмента транзитной транс-
портировки товаров на этом рынке в условиях переориентации международных грузовых потоков. Отмечена взаимо-
связь между объемными показателями международного автомобильного транзита грузов через территорию Беларуси 
с динамикой импорта товаров в Российскую Федерацию из стран Европейского союза. Впервые предложено исполь-
зование методического инструментария системно-матричного диагностического анализа для исследования макроэко-
номического процесса развития логистики международных автомобильных перевозок грузов. Сформирован автор-
ский набор исходных параметров для проведения анализа, представлены его результаты на основе данных формы 
государственной статистической отчетности за 2019–2020 гг. Предложено совместное использование инструментария 
системно-матричного диагностического анализа в сочетании с авторской методикой оценки эффективности транзит-
ных (международных) автомобильных грузоперевозок при оценке конкурентоспособности хозяйствующих субъектов 
отрасли. Отмечены наиболее характерные тенденции развития рынка в краткосрочной перспективе с учетом услож-
нившейся рыночной конъюнктуры. 
Ключевые слова: международная экономическая интеграция, логистика, международные автомобильные перевозки 
грузов, пандемия коронавируса COVID-19, анализ рынка, транзитные автомобильные перевозки грузов, системно-
матричный диагностический анализ, методика оценки эффективности международных (транзитных) перевозок, тен-
денции развития 
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Abstract. The paper considers an issue of international logistics development in Belarus under world coronavirus COVID-19 
pandemic. As a result of analytical reviewing of the up-to-date scientific literature on the problem under study, the expediency 
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is stated for highlighting the logistics of international road freight transportation as an independent area of theoretical research 
and practical activity. Further development of international road freight transportation logistics in the Republic of Belarus 
requires a complex economic analysis of the present state and dynamics of the international road freight transportation market, 
which is the main purpose of the present publication. The paper contains the results of the analysis of the market for interna-
tional and transit freight road transportation. Separately the paper points out the dynamics of transit goods transportation seg-
ment in this market in response to the reorientation of international freight flows. Interconnection is shown between the 
volume indices of international road freight transit through the territory of Belarus and the dynamics of goods import to 
the Russian Federation from the EU countries. For the first time a proposal is given to use the methodological tools of system-
matrix diagnostic analysis for investigation of the macroeconomic development process of international road freight transit 
logistics. The author’s set of initial parameters for the analysis has been formed, and its results are presented on the basis  
of  the data of the State statistical reporting form for 2019–2020. A suggestion is given for joint usage of system-matrix diag-
nostic tools in combination with author’s methodology for assessing the effectiveness of transit (international) freight trans-
portation while evaluating the competitiveness of economic entities in the industry. The most typical trends of the market 
development in the short term are stated, taking into account the more complicated market conditions. 
Keywords: international economic integration, logistics, international road freight transportation, pandemic of coronavirus 
COVID-19, market analysis, transit road freight transportation, system-matrix diagnostic analysis, methodology for assessing 
the effectiveness of international (transit) transportation, development trends 
For citation: Ivut R. B., Zinevich A. S. (2022) Economic Fundamentals for Development of International Road Freight 
Transportation Logistics in the Republic of Belarus under Coronavirus Pandemic. Science and Technique. 21 (3), 242–249.  
https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-242-249 (in Russian) 

Введение 
В настоящее время развитие международ-

ных экономических отношений на основе ми-
рового разделения труда осуществляется в 
сложных условиях пандемии коронавирусной 
инфекции COVID-19. Географическое положе-
ние Республики Беларусь предопределяет вы-
сокую значимость сферы международных гру-
зовых перевозок для экономического развития 
страны. Усложнение рыночной конъюнктуры и 
переориентация грузовых потоков по причине 
пандемии требуют дальнейшего развития и 
распространения в стране новых методических 
подходов и экономических инструментов меж-
дународного логистического менеджмента в 
целом и логистики международных авто- 
мобильных грузовых перевозок в частности 
(с учетом приоритетности автотранспорта для 
компактной внутриконтинентальной террито-
рии республики). 

Проблемам текущего этапа развития меж-
дународной логистики посвящены научные 
труды ряда отечественных и зарубежных авто-
ров: В. А. Лазарева и В. И. Воронова [1], 
А. Е. Эмировой и Н. Д. Эмирова [2], И. В. Ка-
рапетянц и Е. И. Павловой [3], Р. Б. Иву- 
тя [4–6], В. Г. Булавко и П. Г. Никитенко [7]. 
При этом сам термин «логистика международных 
перевозок» встречается лишь в [3, 5], хотя акту-
альность его выделения в качестве самостоятель-
ной области международной логистики и деталь-
ного исследования сегодня не вызывает сомне-
ний. Современная экономическая ситуация, 
связанная с пандемией коронавируса, повлекла 

изменения в структуре и объемах международ-
ных автомобильных перевозок (МАП) грузов, 
а также поступлений валютных средств в бюджет 
страны. В связи с этим в статье проведен анализ 
и показана динамика рынка МАП в Беларуси 
с учетом внешних и внутренних факторов. 

Анализ рынка международных  
автомобильных перевозок грузов 
в Беларуси 
Важнейшей структурной подсистемой в со-

ставе транспортного комплекса страны тра- 
диционно выступает международный авто- 
мобильный грузовой транспорт, имеющий 
стратегическое значение и оказывающий зна-
чительное и многоаспектное воздействие на 
процесс экономического развития с позиции 
валютных поступлений в бюджет. До начала 
мировой пандемии коронавирусной инфек- 
ции COVID-19 рынок международных автомо-
бильных перевозок грузов (включая транзит) 
как в Европейском союзе, так и в странах Азии 
находился на стадии подъема с 1995 г. Однако 
с началом пандемии его развитие замедлилось, 
в том числе в Беларуси. Для республики прио-
ритетность развития МАП грузов во многом 
связана с обеспечением значительных поступ-
лений валютных средств в бюджет страны 
в ходе реализации данного вида деятельно- 
сти. Международная транспортировка това- 
ров – стабильный источник доходов в иност- 
ранной валюте для отечественных перевозчиков, 
транспортных экспедиторов, логистических опе-
раторов и инфраструктурных объектов. 
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Несмотря на негативные изменения миро-
вой и региональной рыночной конъюнкту- 
ры из-за пандемии коронавируса, в Беларуси 
по итогам 2020 г. сохранился (хотя и от- 
носительно замедлился до +0,7 % в год) 
прирост объема экспорта услуг грузового 
автомобильного транспорта, который соста- 
вил 1391,5 млн дол. США (рис. 1 [8]). 

   2010   2011    2012    2013   2014   2015    2016   2017   2018    2019   2020 

Рис. 1. Экспорт услуг по транспортировке грузов 
автомобильным транспортом в Беларуси 

Fig. 1. Service export volume for road freight 
transportation in Belarus 

Внешняя торговля услугами по грузовой 
транспортировке автомобильным транспортом 
сохранила за собой вторую по объему позицию 
в структуре совокупного экспорта услуг стра-
ны. Как следует из рис. 1, в республике на про-
тяжении 2016–2020 гг. четко прослеживалась 
тенденция стабильного прироста валютных по-
ступлений от МАП. За десять лет (2010–2020 гг.) 
годовой объем экспорта услуг грузового авто-
транспорта увеличился более чем в два раза. 
Следует отметить, что удельный вес грузо- 
вых перевозок в общем объеме экспорта 
услуг автомобильного транспорта превыша- 
ет 90 % [6, с. 250]. 

Основными количественными показателя-
ми, характеризующими результаты развития 
рынка МАП, являются количество перево- 
зок (поездок) и объем транспортируемых гру- 
зов. Динамика этих показателей представлена 
на рис. 2, 3. 

Рис. 2. Количество международных автомобильных грузовых перевозок в Беларуси в период 2015–2020 гг. 
Fig. 2. Number of international road freight transportation in Belarus in the period of 2015–2020  

Рис. 3. Объем международных грузоперевозок в Беларуси автомобильным транспортом в период 2015–2020 гг. 
Fig. 3. Volume of international road freight transportation in Belarus in the period of 2015–2020 
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В 2019 г. достигнуто наибольшее количе-
ство МАП грузов – более 1,8 млн поездок, 
в том числе осуществляемых иностранными 
перевозчиками – 1259,5 тыс. поездок, белорус-
скими – почти 550 тыс. поездок [6, с. 250]. 
В 2020-м общее количество международных 
перевозок уменьшилось на 0,48 %, в основном 
за счет снижения числа поездок иностранных 
перевозчиков на 2,61 %. При этом на 0,45 % 
увеличилось число поездок отечественных пе-
ревозчиков. 

Суммарный объем грузов, перевезенных 
международным автотранспортом через Бела-
русь в 2019 г., превысил 28,5 млн т, из кото- 
рых 69 % грузов перевезено иностранны- 
ми (более 19,7 млн т, в том числе 3,3 млн т 
по процедуре МДП) и 31 % – белорусскими 
перевозчиками (более 8,8 млн т, в том чис- 
ле 391,3 тыс. т по МДП) [6, с. 250]. Необходимо 
отметить неуклонное снижение объемных по-
казателей перевозок в рамках системы МДП. 
Так, в работе отечественных перевозок доля 
поездок по процедуре МДП уменьшилась 
с 68,6 % в 2006 г. до 3,7 % в 2020-м. В работе 
иностранных перевозчиков имеет место анало-
гичная тенденция. 

На вышеуказанные показатели значитель-
ное влияние оказывает структура парка по-
движного состава международных перевозчи-
ков с позиции соответствия экологическим 
стандартам Евро, которая отражена на рис. 4 за 
период 2015–2020 гг. 

По состоянию на 01.01.2021 численность 
парка грузовых автотранспортных средств, за-
регистрированных в республике для работы 
в системе МДП, превысила 12 тыс. ед. (при 
общей численности парка 19,8 тыс. ед.). В те-
чение анализируемого периода международный 

грузовой автомобильный парк страны увели-
чился на 9,2 %. В структуре парка по экологи-
ческим стандартам Евро более 50 % приходит-
ся на класс Евро-5. Вместе с тем увеличивается 
доля грузовых автомобилей класса Евро-6, ко-
торая возросла до 13,1 % в 2020 г. Это свиде-
тельствует об улучшении экологической струк-
туры парка подвижного состава, осуществля-
ющего МАП грузов. 

  2015         2016   2017         2018    2019         2020 
 

 Прочие   Евро-2   Евро-3   Евро-4   Евро-5   Евро-6   

Рис. 4. Экологическая структура парка  
международного грузового автотранспорта Беларуси 

в период 2015–2020 гг. 
Fig. 4. Environmental standard structure of international 

truck fleet in Belarus in the period of 2015–2020 

Основные показатели работы международ-
ного грузового автомобильного транспорта рес- 
публики в 2015 и 2020 гг. приведены в табл. 1 [8]. 

Анализ показал, что экспортные поступле-
ния от МАП грузов в 2015–2020 гг. увеличи-
лись в 1,6 раза, объем выручки – почти в 2,2 раза, 
а годовое количество поездок международного 
грузового автотранспорта – в 1,46 раза. Годо-
вые объемы перевозок и транспортная работа 
по международным грузовым автоперевозкам 
увеличились соответственно в 1,4 и 1,3 раза. 
Отмечается рост и других показателей работы 
транспорта, занятого МАП. 

Таблица 1 
Показатели деятельности международных автомобильных грузоперевозчиков в Беларуси 

Activity indicators of international road freight carriers in Belarus 

Показатель 2015 г. 2020 г. 

 Экспортные поступления от грузовых МАП, млн дол. США 852,2 1391,5 
 Выручка международных автоперевозчиков грузов, млн руб. 1367,2 2963,1 
 Количество перевозок грузов в международном сообщении, поездки 713811 1045037 
 Объем перевезенных грузов в международном сообщении, млн т 11,3 16,2 
 Грузооборот международного автотранспорта, млрд т-км 16,7 21,6 
 Количество автомобилей, осуществляющих МАП грузов, ед. 15692 19815 
 Среднесписочная численность работников на МАП, чел., в том числе: 27954 32003 
      водителей, чел. 18981 22054 
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Анализ рыночного сегмента транзитных 
автомобильных перевозок грузов  
в Беларуси 

Как отмечено в [9, 10], крайне важным эле-
ментом МАП грузов является их транзит через 
территорию Республики Беларусь, обладающей 
значительным транзитным потенциалом. На 
рис. 5 [11] представлены результаты сравни-
тельного анализа динамики годового объема 
автомобильного транзита грузов через террито-
рию Беларуси и годового объема импорта това-
ров в Россию из стран Евросоюза. 

 

Рис. 5. Взаимосвязь между объемом транзитных  
автомобильных грузовых перевозок  

через территорию Беларуси и объемом импорта товаров 
в Россию из стран Евросоюза 

Fig. 5. Correlation between the volume  
of transit road freight transportation  

through the territory of Belarus and the volume of import 
to Russia from the European Union countries 

Из рис. 5 видно, что действие взаимных 
санкций между Россией и странами Евросоюза 
в одинаковой степени влияет на объемы внеш-
неторговых перевозок в Россию и на количе-
ство грузов, перевозимых транзитом через тер-
риторию Беларуси. Так, ухудшение отноше- 
ний между государствами Европы и Россией 
в 2014–2016 гг. привело к уменьшению объема 
импорта товаров в Россию из стран Евросоюза 
на 44,0 %, что, в свою очередь, повлекло сни-
жение годового объема автомобильного тран-
зита грузов в Беларуси на 16,1 %. Однако в 
дальнейшем внешняя торговля между указан-
ными странами улучшилась, что позитивно по-
влияло на объем грузового транзита автотранс-
портом через Беларусь. Например, в 2020 г. он 
увеличился на 30 % по сравнению с 2016-м. 
В 2015–2018 гг. наблюдалась наиболее тесная 
корреляция динамики объемов транзита грузов 
автотранспортом в Беларуси и импорта в Рос-
сию из стран Евросоюза (значение коэффици-
ента корреляции составило 96,8 %). Дальней-
шее расхождение в динамике показателей сви-
детельствует о переориентации транзитных 

грузопотоков, перемещаемых автотранспортом 
через территорию Беларуси. 

Доля транзита грузов через Беларусь в 2020 г. 
составила 59,2 % в объеме международных ав-
томобильных перевозок грузов. В структуре 
автомобильного транзита в 2020 г. традиционно 
преобладали грузы, доставляемые иностран-
ными перевозчиками (87,4 %). Доля белорус-
ских автоперевозчиков в объеме автомобильно-
го транзита сложилась на уровне 12,6 %. В об-
щем объеме автомобильного транзита грузов 
иностранными перевозчиками по территории 
Беларуси в 2020 г. (100 %) наибольший удель-
ный вес имели грузы, транспортируемые меж-
дународными перевозчиками с регистрацией в 
России (55,0 %), Польше (20,9 %) и Литве (7,3 %). 

Экономическая диагностика  
исследуемого рынка международных 
автомобильных перевозок  
и перспективы его развития 
Проведенный выше анализ рынка МАП пре-

имущественно касается его количественных ха-
рактеристик, таких как число поездок, объем пе-
ревозок, численность и состав парка подвижного 
состава. При этом комплексный экономический 
анализ на основе системного подхода требует 
дополнительного исследования динамики по- 
казателей, связанных с доходами, затратами 
и финансовыми результатами субъектов рынка. 
В качестве методического инструментария для 
проведения анализа избран матричный ме- 
тод, обладающий большими возможностями 
и широко используемый при микроэкономиче-
ском анализе производственно-хозяйственной 
деятельности транспортных предприятий [12] 
и нетранспортных организаций [13]. Примене-
ние матричного метода в макроэкономическом 
анализе предполагает представление ключевых 
результативных показателей субъектов рынка 
«в виде квадратной матрицы, элементами кото-
рой являются отношения выбранных показате-
лей по ее столбцу к исходному показателю по 
строке» [12, с. 72]. В таком случае совокупность 
значений показателей в матрице, именуемых 
целевыми элементами Cij, формирует взаимосвя-
занную систему экономического диагностиро-
вания динамики рынка. 

Источником информации для проведения 
матричного анализа служат данные формы 
государственной статистической отчетности 
4-тр (международные) (Минтранс) «Отчет о меж-
дународных автомобильных перевозках». Сфор-
мированные в исследовании матричные модели 
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   Объем транзитных автомобильных перевозок грузов в Беларуси 
——  Объем импорта товаров в Россию из стран Евросоюза 



Economy in Industry 

        247 Наука 
и техника. Т. 21, № 3 (2022) 
   Science and Technique. V. 21, No 3 (2022) 

для диагностирования рынка международных 
автомобильных грузоперевозок в Беларуси за 
базисный (2019 г.) и отчетный (2020 г.) периоды 
представлены соответственно в табл. 2, 3. 

В качестве исходных показателей выбра- 
ны 10 параметров деятельности субъектов рын-
ка международных автомобильных грузопере-
возок: прибыль (убыток) от деятельности 
транспорта ПР; доходы (выручка от эксплуата-
ции автомобилей) Д; объем грузовых перево- 
зок Q; грузооборот P; пробег с грузом Lгр; ко-
личество поездок N; налоги от деятельности 
грузового автотранспорта Н; затраты З, связан-
ные с эксплуатацией грузовых автомобилей; 
количество грузовых автомобилей А; средне-
списочная численность работников Ч. 

Целевые элементы матричных моделей 
в табл. 2, 3, расположенные под так называемой 
главной диагональю (состоящей из единиц), 
имеют определенное экономическое содержа-
ние, а их динамика свидетельствует о развитии 

исследуемого рынка. Так, например, по целе-
вым элементам: 

– C8.1: рентабельность деятельности между-
народных автомобильных перевозчиков грузов 
возросла с отрицательного значения –0,11 % 
в 2019 г. до положительного 4,39 % в 2020-м; 

– C5.2: выручка на один километр пробега
с грузом выросла на 15,9 %; 

– C9.2: выручка на один автомобиль в 2020 г.
увеличилась на 16,3 % и составила 150,26 руб.; 

– C10.2: стоимостная оценка производительно-
сти труда на МАП грузов в 2020 г. достигла 
уровня 92,6 тыс. руб. на одного работника сферы; 

– C6.5: средний пробег с грузом за одну
международную перевозку составил по итогам 
2020 г. 1289,8 км, показав уменьшение на 0,7 % 
к значению 2019-го;  

– C9.8: средние затраты на одно грузовое ав-
тотранспортное средство в 2020 г. составили 
143,35 тыс. руб./год, увеличившись на 11,4 % 
к уровню 2019-го, и т. д. 

Таблица 2 
Матричная модель рынка международных автомобильных грузоперевозок в Беларуси, 2019 г. 

Matrix model for international road freight transportation market in Belarus, 2019 

ПР, 
тыс. руб. 

Д, 
тыс. руб. 

Q, 
тыс. т 

P, 
тыс. т-км 

Lгр, 
тыс. км 

N, 
поездки 

Н, 
тыс. руб. 

З, 
тыс. руб. А, ед. Ч, чел. 

ПР 1 –894,67 –5,7335 –7428,9 –472,02 –363,04 –37,690 –891,39 –6,9265 –11,750
Д –0,0011 1 0,0064 8,3035 0,5276 0,4058 0,0421 0,9963 0,0077 0,0131 
Q –0,1744 156,04 1 1295,72 82,3276 63,3188 6,5737 155,47 1,2081 2,0494 
P –0,0001 0,1204 0,0007 1 0,0635 0,0489 0,0051 0,1200 0,0009 0,0016 

Lгр –0,0021 1,8954 0,0121 15,7385 1 0,7691 0,0798 1,8885 0,0147 0,0249 
N –0,0028 2,4644 0,0158 20,4634 1,3002 1 0,1038 2,4554 0,0191 0,0324 
Н –0,0265 23,7376 0,1521 197,11 12,5238 9,6322 1 23,6507 0,1838 0,3118 
З –0,0011 1,0037 0,0064 8,3340 0,5295 0,4073 0,0423 1 0,0078 0,0132 
А –0,1444 129,17 0,8278 1072,54 68,1473 52,4127 5,4414 128,69 1 1,6964 
Ч –0,0851 76,1409 0,4879 632,24 40,1714 30,8962 3,2076 75,8622 0,5895 1 

Таблица 3 
Матричная модель рынка международных автомобильных грузоперевозок в Беларуси, 2020 г. 

Matrix model for international road freight transportation market in Belarus, 2020 

ПР, 
тыс. руб. 

Д, 
тыс. руб. 

Q, 
тыс. т 

P, 
тыс. т-км 

Lгр, 
тыс. км 

N, 
поездки 

Н, 
тыс. руб. 

З, 
тыс. руб. А, ед. Ч, чел. 

ПР 1 23,8979 0,1310 173,85 10,8713 8,4284 0,9606 22,7994 0,1590 0,2581 
Д 0,0418 1 0,0055 7,2746 0,4549 0,3527 0,0402 0,9540 0,0067 0,0108 
Q 7,6344 182,45 1 1327,22 82,9954 64,3456 7,3333 174,06 1,2142 1,9705 
P 0,0058 0,1375 0,0008 1 0,06253 0,0485 0,0055 0,1311 0,0009 0,0015 

Lгр 0,0920 2,1983 0,0120 15,9915 1 0,7753 0,0884 2,0972 0,0146 0,0237 
N 0,1186 2,8354 0,0155 20,6264 1,2898 1 0,1140 2,7051 0,0188 0,0306 
Н 1,0411 24,8791 0,1364 180,99 11,3176 8,7745 1 23,7355 0,1656 0,2687 
З 0,0439 1,0482 0,0057 7,6251 0,4768 0,3697 0,0421 1 0,0070 0,0113 
А 6,2875 150,259 0,8236 1093,07 68,3533 52,9938 6,0396 143,35 1 1,6229 
Ч 3,8743 92,5882 0,5075 673,54 42,1188 32,6543 3,7215 88,3323 0,6162 1 
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Из приведенных для примера тенденций 
развития рынка первые четыре (по целевым 
элементам C8.1, C5.2, C9.2, C10.2 матричной моде-
ли) носят позитивный характер, в то время как 
последние две тенденции (по целевым элемен-
там C6.5, C9.8 матричной модели) могут быть 
отнесены к числу негативных проявлений ры-
ночной конъюнктуры. Представленные мето-
дические и практические рекомендации для 
оценки уровня развития логистики МАП грузов 
в Республике Беларусь могут использоваться в 
практике хозяйствующими субъектами в соче-
тании с существующей авторской методикой 
для микроэкономической оценки эффективно-
сти конкретных международных (транзитных) 
перевозок грузов, положения которой изложе-
ны в [14, 15]. 

Развитие отечественного рынка МАП гру-
зов в 2021 г. осуществлялось под влиянием по-
следствий мировой пандемии, в условиях кото-
рой отмечены новые тенденции его развития: 

1) рост уровня затрат на осуществление
международных грузоперевозок в разрезе ос-
новных статей себестоимости: заработная плата 
водителей, стоимость топлива, расходы по тех-
ническому обслуживанию и ремонту подвиж-
ного состава, стоимость страхования, экспеди-
рования, лизинга; 

2) значительные колебания стоимости транс-
портных услуг: имеющиеся экспертные оценки 
свидетельствуют, что данная тенденция носит 
повсеместный характер (внутрироссийские 
ставки фрахта с начала года выросли примерно 
на 20 %, европейские – на 10–35 % [16]); 

3) рост внешних рисков, связанных с про-
лонгацией времени самой международной 
транспортировки и совершением сопутствую-
щих финансовых операций, а также прочие фи-
нансовые затруднения в работе рынка (несо-
блюдение договорных сроков выплат, риски 
неплатежей); 

4) усиление интеграции белорусского и рос-
сийского рынков, прежде всего проявляющееся 
в форме создания белорусских филиалов субъ-
ектами российского транспортного бизнеса, 
деятельность которых приоритетно связана с 
осуществлением перевозок в/из России и во 
многом обеспечивается высоким кадровым по-
тенциалом республики; 

5) определенные негативные ожидания участ-
ников рынка в значительной степени связаны 
с планируемыми изменениями норм законода-

тельства по налогообложению в сторону уже-
сточения требований к индивидуальным пред-
принимателям и субъектам малого и среднего 
бизнеса; 

6) недостаточно высоки в Беларуси текущие
темпы цифровой трансформации транспортно-
го рынка, требующей дальнейших мер «по внед-
рению электронного документооборота в сфере 
грузоперевозок, в том числе e-CMR и eTIR» [16]. 

ВЫВОДЫ 

1. Проведенный анализ рынка международ-
ных автомобильных грузовых перевозок в Бе-
ларуси отражает проявление следующих по-
следствий мировой пандемии коронавирусной 
инфекции COVID-19: замедление роста выруч-
ки международных перевозчиков и объемов 
международных и транзитных грузоперевозок 
до 1 % в год и переориентация грузовых пото-
ков в регионе актуализируют поиск и исполь-
зование резервов развития логистики междуна-
родных перевозок в республике. 

2. Предложено новое направление для ис-
пользования системно-матричного диагности-
ческого анализа, традиционно применяемого 
в микроэкономическом анализе производствен-
но-хозяйственной деятельности автотранспорт-
ных предприятий. Авторский подход предпола-
гает использование модифицированной версии 
системно-матричного диагностического анали-
за для целей макроэкономического анализа те-
кущего состояния и динамики развития логи-
стики международных автомобильных перево-
зок грузов. Сформирован комплекс исходных 
показателей для проведения указанного вида 
анализа, приведен пример применения его ин-
струментария на основе статистических данных 
из формы государственной отчетности 4-тр 
(международные) (Минтранс) за 2019–2020 гг. 

3. В качестве основных тенденций текущего
этапа развития рынка международных автомо-
бильных перевозок грузов в Беларуси в кратко-
срочной перспективе отмечены рост уровня 
затрат на перевозки, высокая волатильность 
транспортных тарифов, рост финансовых и 
временных рисков, относительно невысокие 
темпы цифровизации транспортно-логистиче- 
ской отрасли. Преодоление указанных барьеров 
призвано стать основным ориентиром в про-
цессе развития логистики международных гру-
зоперевозок в республике. 
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Методология прогнозирования обеспеченности кадрами  
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Реферат. Создание и внедрение во все сферы жизнедеятельности общества инновационных товаров, новых продук-
товых групп, услуг и технологий на фоне глобальной цифровизации экономики требуют повышения квалификации 
имеющихся кадров, а также появления новых специальностей и профессий. В этой связи возникает необходимость 
прогнозирования потребности в кадрах новых специальностей и специализаций, а также изучения возможностей по-
вышения квалификации и переподготовки уже имеющихся специалистов. Проанализирован опыт Комплексного про-
гноза научно-технического прогресса (КП НТП) Республики Беларусь на 2021–2025 гг. и на период до 2040 г. в части 
обеспеченности кадрами для инновационного развития. При формировании КП НТП необходимый кадровый потен-
циал оценивался методом экспертного опроса. Прогнозирование потребности в кадрах в КП НТП имело ряд ограни-
чений, которые представляется возможным частично устранить при разработке следующего КП НТП и других про-
гнозов потребности в кадрах для инновационной экономики. В статье рассмотрены возможные направления совер-
шенствования прогнозирования обеспеченности экономики кадрами для инновационного развития. Обеспеченность 
экономики кадрами целесообразно оценивать с учетом исследования соотношения спроса и предложения на них  
в количественном и качественном аспектах. Предложены алгоритмы оценки: потребности национальной экономики 
в кадрах для инновационного развития; наличия кадров для инновационного развития и их компетенций в организа-
циях реального сектора экономики; возможностей системы образования для подготовки кадров для инновационного 
развития. Совершенствование методологии прогнозирования обеспеченности кадрами позволит выявить наиболее 
перспективные направления подготовки кадров необходимых компетенций и квалификаций, способных заниматься 
разработкой и внедрением технологических инноваций для дальнейшего развития Республики Беларусь. 
Ключевые слова: прогнозирование, потребность в кадрах, подготовка кадров, компетенции, методология прогнози-
рования, форсайт-исследование, инновационное развитие, технологические инновации, высокотехнологичный сектор 
экономики 
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Abstract. Developing and implementing innovative goods, new product groups, services and technologies in all spheres 
of society in terms of «economic» global digitalization requires advanced training of existing personnel, as well as the emer-
gence of new specialties and professions. In this aspect, it is necessary to forecast the need for personnel in new specialties 

Адрес для переписки  
Седнина Марина Александровна  
Белорусский национальный технический университет 
просп. Независимости, 65,  
220013, г. Минск, Республика Беларусь  
Тел.: +375 17 266-26-58  
sednina@bntu.by 

Address for correspondence  
Sednina Marina А.  
Belarusian National Technical University 
65, Nezavisimosty Ave.,  
220013, Minsk, Republic of Belarus  
Tel.: +375 17 266-26-58 
sednina@bntu.by 

https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-
https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-
mailto:sednina@bntu.by
mailto:sednina@bntu.by


Economy in Industry 

        251 Наука 
и техника. Т. 21, № 3 (2022) 
   Science and Technique. V. 21, No 3 (2022) 

and specializations, as well as to study the possibilities for advanced training and retraining of existing specialists. 
The experience of the Comprehensive Forecast of Scientific and Technological Progress (CF STP) of the Republic of Belarus 
for 2021–2025 and for the period up to 2040 is analyzed in terms of staffing for innovative development. The required human 
resources potential has been assessed by the method of  an expert survey in the process of forming the CF STP. Forecasting 
the need for personnel in the CF STP had a number of limitations. These limitations could be partially eliminated when deve- 
loping the next CF STP and other forecasts of the need for personnel in the innovation economy. The paper considers possible 
directions for improving the forecasting of the provision of the economy with personnel for innovative development. 
It is advisable to assess the availability of personnel in the economy, taking into account the study of the ratio of supply 
and demand for them in quantitative and qualitative aspects. Algorithms are proposed for assessing: the needs of the national 
economy in personnel for innovative development; availability of personnel for innovative development and their competen-
cies in organizations of the real sector of the economy; opportunities of the education system for training personnel for inno-
vative development. The improvement of the methodology for forecasting the availability of personnel will allow to identify 
the most promising areas of training personnel with the necessary competencies and qualifications capable of developing  
and implementing technological innovations for the further development of the Republic of Belarus. 
Keywords: forecasting, need for personnel, personnel training, competencies, forecasting methodology, foresight research, 
innovative development, technological innovations, high-tech sector of the economy 
For citation: Saltanova I. V., Sednina M. А. (2022) Methodology for Forecasting Staffing in the Comprehensive Forecast 
of Scientific and Technological Progress and Directions for its Improvement. Science and Technique. 21 (3), 250–256. 
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Введение 

Создание и внедрение во все сферы жизне-
деятельности общества инновационных това-
ров, новых продуктовых групп, услуг и техно-
логий на фоне глобальной цифровизации эко-
номики требуют непрерывного повышения 
квалификации имеющихся кадров, а также по-
явления новых специальностей и профессий. 
В этой связи возникает необходимость прогно-
зирования потребности в кадрах новых специ-
альностей и специализаций, а также изучения 
возможностей повышения квалификации и пе-
реподготовки уже имеющихся специалистов. 

Для прогнозирования потребности в новых 
кадровых компетенциях во многих странах ми-
ра проводят масштабные исследования по ме-
тодологии форсайт-исследования. На ее основе 
разрабатываются долгосрочные (25–30 лет) 
стратегии развития экономики, науки, техноло-
гий, нацеленные на повышение конкурентоспо-
собности и максимально эффективного раз- 
вития социально-экономической сферы [1]. 
В России в 2015 г. был осуществлен подобный 
проект, в результате которого определены 
наиболее востребованные профессии во многих 
отраслях экономики и сформирован «Атлас но-
вых профессий», впоследствии претерпевший 
несколько редакций [2]. 

В нашей стране прогнозирование потребности 
в кадрах для экономики регулируется постанов-
лением Совета Министров Республики Беларусь 
от 28 декабря 2017 г. №  1016 «О некоторых 
вопросах прогнозирования потребности эконо-
мики в кадрах» [3]. В период 2018–2019 гг. 

в стране выполнялись работы по формирова-
нию очередного Комплексного прогноза науч-
но-технического прогресса Республики Бела-
русь на 2021–2025 гг. и на период до 2040 г. 
(далее – КП НТП). В число задач, решавшихся 
в КП НТП, входила оценка обеспеченности 
кадрами по перспективным специальностям, 
связанным с разработкой и внедрением высо-
котехнологических инноваций. С учетом при-
обретенного опыта при разработке следующего 
прогноза научно-технического прогресса целе-
сообразно уточнить методологию прогнозиро-
вания потребности в кадрах необходимой ква-
лификации, способных заниматься разработкой 
и внедрением технологических инноваций. 

Опыт прогнозирования обеспеченности 
кадрами в Комплексном прогнозе  
научно-технического прогресса 

В основу методологии КП НТП положен 
мировой опыт форсайт-исследований, который 
адаптирован с учетом особенностей функцио-
нирования экономики Республики Беларусь [4]. 
Наибольшее влияние на разработку КП НТП 
оказал опыт Прогноза научно-технологиче- 
ского развития России на период до 2030 г. [5]. 

Разработка КП НТП включала в себя сле-
дующие этапы: 

− составление перечня объектов прог- 
нозирования на основе мировых тенденций 
и положений Стратегии «Наука и техноло- 
гии: 2018–2040» (перспективные инновационные 
технологии, продуктовые группы, товары) [6]; 
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− получение значений параметров объектов 
прогнозирования; 

− обработку параметров объектов прогнози-
рования. 

В число параметров, характеризующих реа-
лизуемость каждого из объектов прогнозирова-
ния в условиях Республики Беларусь, были 
включены сведения о кадровом потенциале. 
При формировании КП НТП необходимый 
кадровый потенциал оценивался методом экс- 
пертного опроса. Информация базировалась на 
знаниях конкретных экспертов, которые вно-
сили в прогноз определенный инновационный 
объект [2]. В контексте анализа кадрового 
потенциала экспертам необходимо было дать 
ответы о способности имеющегося в стране 
кадрового потенциала обеспечить производство 
конкретной инновации и о возможности под- 
готовки недостающих кадров. 

По результатам КП НТП наличие кадрового 
потенциала условно разделено на три группы:  

– для освоения некоторых инновационных
объектов кадры имеются; 

– для освоения других – отсутствуют, но
имеется возможность их подготовить в учре-
ждениях высшего образования Республики Бе-
ларусь;  

– группа инновационных объектов прогно-
зирования, по которым как нет кадров, способ-
ных внедрять инновации, так и отсутствует 
возможность их подготовки. 

Необходимо остановиться на некоторых 
ограничениях, присущих методологии прогно-
зирования потребности в кадрах в КП НТП. 

1. Выполненная по каждому объекту про-
гнозирования оценка потребности в кадрах 
носит качественный, но не количественный ха-
рактер. Для каждого объекта прогнозирования 
дан ответ на вопрос: «Имеются ли в стране не-
обходимые кадры или нет и, если нет, то можно 
ли их подготовить?» При этом отсутствуют 
количественная оценка потребности в кадрах, 
количество кадров, имеющихся в наличии, ко-
личественная оценка возможности подготовки 
кадров необходимого профиля.  

2. В КП НТП выполнена оценка кадрового
потенциала по каждому отдельно взятому ин-
новационному объекту. Однако отсутствует 
оценка инновационного кадрового потенциала 
для национальной экономики в целом, которая 
не может быть выполнена в рамках КП НТП, 
поскольку в нем не решена задача, какие кон-

кретно объекты из полученного перечня будут 
реализованы в будущем.  

3. Согласно методологии КП НТП, кадро-
вый потенциал по каждому инновационному 
объекту прогнозирования оценивался теми же 
экспертами, которые определяли перечень этих 
объектов. Эксперты, являясь специалистами 
в своих предметных областях, как правило, мо-
гут не быть специалистами по организации об-
разовательного процесса и подготовке кадров 
и могут не владеть актуальной информацией 
по данным вопросам.   

Оценка обеспеченности  
экономики кадрами  
по перспективным специальностям 

Конъюнктура рынка труда представляет со-
бой различные аспекты его функционирования, 
к важнейшим элементам которой относят спрос 
и предложение на труд, их структуру и соот-
ношение; абсолютные размеры, структуру и 
уровень занятости и безработицы среди трудо-
способного населения. Основным элементом, 
характеризующим конъюнктуру рынка труда, 
является соотношение спроса и предложения 
в количественном (избыток/дефицит кадров) 
и качественном (структурном, в первую оче-
редь профессионально-квалификационном) ас-
пектах [7]. 

Оценку обеспеченности экономики кадрами 
для инновационного развития целесообразно 
проводить в три этапа: 

1) оценка потребности национальной эко-
номики в кадрах для инновационного раз- 
вития; 

2) оценка наличия кадров для инновацион-
ного развития и их компетенций в организаци-
ях реального сектора экономики;  

3) оценка возможностей системы образова-
ния для подготовки кадров для инновационного 
развития. 

Оценка потребности национальной 
экономики в кадрах  
для инновационного развития  

На этапе оценки потребности национальной 
экономики в кадрах для инновационного раз- 
вития нужно обеспечить решение следующих 
задач [8]:  

1) изучение мирового опыта организации
и методологии прогнозирования потребности 
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экономики в кадрах необходимых компетенций 
и квалификаций; 

2) разработку инструментария для проведе-
ния опроса экспертов, т. е. перечня вопросов 
о наличии кадров необходимых компетенций 
и квалификаций для инновационного развития. 
Для проведения экспертного опроса эксперт- 
ное сообщество должно быть сформировано из 
представителей технопарков, институтов НАН 
Беларуси, производственных организаций и 
научно-производственных объединений, высо-
коквалифицированных специалистов республи-
канских органов государственного управле- 
ния, учреждений высшего образования (УВО), 
научной общественности; 

3) опрос экспертов целесообразно прово-
дить с использованием метода Делфи. Анализ 
полученных данных является основанием для 
формирования перечня кадровых компетенций, 
необходимых для освоения объектов прогнози-
рования в разрезе важнейших приоритетных 
направлений научной, научно-технической и 
инновационной деятельности;  

4) сбор и анализ данных по УВО, в которых
организована подготовка кадров по специаль-
ностям для инновационного развития. Данные 
по УВО собираются путем изучения информа-
ции, содержащейся в открытых источниках; 

5) накопление всей полученной информа-
ции в базе данных. Разработка информацион-
ного ресурса с базой данных по кадровому по-
тенциалу проводится в разрезах:  

− приоритетных направлений научно-техно- 
логического развития; 

− организаций, осуществляющих высоко-
технологические инновации по выделенному 
(выбранному) приоритетному направлению; 

− УВО, осуществляющих подготовку спе-
циалистов по выделенному (выбранному) при-
оритетному направлению.  

Кроме того, при формировании базы дан-
ных целесообразно предусмотреть возможность 
дальнейшего наполнения ее информацией по: 

− существующим в настоящее время тре- 
бованиям к специалистам на отечественном 
рынке труда в разрезе высокотехнологичных 
секторов экономики (в соответствии с кодами 
по ОКПД); 

− профессионально значимым компетенци-
ям в разрезе технологических инноваций (ин-
формации, полученной на основании анализа 
зарубежного опыта); 

− соответствию перспективным направле-
ниям научно-технических разработок разделов 
внешнеэкономической деятельности. 

В результате выполнения первого этапа база 
данных должна содержать информацию об: 

– организациях реального сектора экономи-
ки, осуществляющих технологические иннова-
ции по конкретному направлению научно-тех- 
нологического развития; 

– организациях, которые могут осуществ-
лять разработку и внедрение объектов прогно-
зирования (на основе ответов экспертов); 

– отечественных УВО, осуществляющих под-
готовку специалистов для высокотехнологич-
ных секторов экономики. 

Оценка наличия кадров  
для инновационного развития  
и их компетенций в организациях 
реального сектора экономики  
С учетом полученных результатов о по-

требности в кадрах на втором этапе необходи-
мо обеспечить решение следующих задач: 

1) сбор и анализ информации об организа-
циях высокотехнологичных секторов экономи-
ки. С учетом результатов первого этапа и иной 
актуальной информации производится сбор и 
анализ информации об организациях высоко-
технологичных секторов экономики. Перечень 
организаций систематизируется в соответствии 
с их деятельностью по приоритетным направ-
лениям научной, научно-технической, иннова-
ционной деятельности; 

2) сбор данных о кадровом потенциале в ор-
ганизациях высокотехнологичных секторов эко-
номики, научная, научно-техническая, иннова-
ционная деятельность которых осуществляется 
по приоритетным направлениям. Для выпол- 
нения задачи необходимо провести опросы 
топ-менеджеров организаций (работодателей) 
и кадров (работников). Перечень ведущих 
организаций при этом может быть отправной 
точкой для определения мест опроса работода-
телей и работников, занятых в сфере техноло-
гических инноваций. В рамках опроса топ-
менеджерам определенных для опроса органи-
заций следует предложить выбрать из широко-
го списка компетенций те, которые, по их мне-
нию, являются наиболее востребованными для 
специалиста инновационной отрасли экономи-
ки, к которой относится данная организация. 

Общая схема проведения опроса работода-
телей представлена на рис. 1. 
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Общие профессиональные 
компетенции

Специальные 
профессиональные 

компетенции

Универсальные компетенции

Оценка уровня 
компетенций в 

категориях 
«недостаток», 

«баланс», 
«переизбыток»

-управленцы (топ-менеджеры)
-научные сотрудники и 
специалисты (сфера НИР)
-инженерно-технические 
работники (сфера ОКР)
-специалисты и инженерно-
технические работники
(производство)
-рабочие

Рис. 1. Схема проведения опроса работодателей 
Fig. 1. Survey scheme for employers 

По вопросу наличия/отсутствия общих, спе-
циальных и универсальных компетенций необ-
ходимо опросить: представителей администра-
тивно-управленческого аппарата организаций; 
сотрудников, занятых научными исследовани-
ями; инженерно-технических специалистов, 
в том числе занятых в сфере опытно-конструк- 
торских работ; рабочих, занятых непосредст- 
венно на производстве. Показателями для 
оценки будут: 

− востребованность указанной компетенции 
в организации, но отсутствие ее в достаточной 
степени у опрашиваемой категории сотрудников; 

− востребованность указанной компетенции 
в организации, наличие и развитость ее в до-
статочной степени у данной категории работ-
ников; 

− наличие и развитость указанной компе-
тенции в достаточной степени у опрашиваемой 
категории работников, но не востребованность 
в исследуемой организации. 

При этом оценка может быть представлена 
на трехуровневой шкале, где индикаторами бу-
дут являться переизбыток, баланс либо недо-
статок указанных компетенций. 

Проведение опроса в организациях, осваи-
вающих высокотехнологичную продукцию, 
соответствующую направлениям научно-техно- 
логического развития, и анализ результатов 
опроса позволят провести оценку текущего 
и перспективного спроса высокотехнологичных 
предприятий на компетентные кадры. Методом 
экспертных оценок необходимо также провести 
анализ факторов, влияющих на количественные 
показатели этого спроса, под которым понима-
ется востребованность компетенций персонала 
(в настоящее время и в прогнозируемом буду-
щем). Оценить перспективный спрос на компе-

тенции можно методами качественного и коли-
чественного прогнозирования.  

При качественной оценке спроса на компе-
тенции методом экспертного опроса произ- 
водится сравнение текущих характеристик 
имеющегося перечня компетенций, которыми 
обладают работающие в данный момент специ-
алисты, и эталонного перечня компетенций, 
которыми должны были бы обладать соответ-
ствующие специалисты. Спрос на недостающие 
компетенции определяется путем вычитания 
из эталонного объема компетенций имеющего-
ся объема компетенций.  

При количественном прогнозировании ис-
пользуется формальный подход: определяются 
рациональные и физиологические нормы, как, 
например, среднестатистическая норма есте-
ственно-возрастного выбытия, которые пред-
положительно должны действовать в будущем. 
Таким образом, одновременно задается уровень 
явления на далекую и формируются прогнозы 
на ближайшую перспективу.  

Имея общую (выраженную количественно) 
потребность в кадрах для инновационной эконо-
мики, можно оценить потребность в кадрах «на 
замену» и на «развитие производства» [9, 10]. 

Оценка возможностей  
системы образования  
для подготовки кадров  
для инновационного развития 

На данном этапе необходимо оценить, мо-
жет ли отечественная система образования 
обеспечить нужное количество кадров требуе-
мых компетенций. Оценку возможностей оте-
чественной системы образования в этом 
направлении целесообразно осуществлять по 
алгоритму, представленному на рис. 2. 

 Управленцы  
   (топ-менеджеры) 
 Научные сотрудники  
   и специалисты (сфера НИР) 
 Инженерно-технические
   работники (сфера ОКР) 
 Специалисты и инженерно- 
   технические работники  
   (производство) 
 Рабочие
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Объекты 
прогнозирования 

(проекты «будущего»)

Образовательные программы и учебные планы

Перечень 
востребованных 

кадровых компетенций
Предложения по:

-введению новых предметов в 
образовательные программы
-обучению новым компетенциям на базе
существующих предметов

Рис.  2. Алгоритм оценки возможностей системы образования для подготовки кадров для инновационного развития 
Fig. 2. Algorithm for assessing the possibilities of the education system for training personnel for innovative development 

Реализация третьего этапа базируется на ре-
зультатах двух предыдущих этапов. Оценка 
спроса на компетенции в освоении технологи-
ческих инноваций, а также оценка имеющего- 
ся на данный момент уровня развития «иннова-
ционных» кадровых компетенций (на основе 
опроса) может являться основой для возможно-
го пересмотра образовательных программ УВО, 
в результате которых могут быть сформирова-
ны новые компетенции для внедрения техноло-
гических инноваций. 

С учетом полученной ранее информации о 
наличии или отсутствии кадров соответствую-
щих компетенций и возможности их подготов-
ки на третьем этапе необходимо: 

1) провести экспертный опрос по програм-
мам УВО. Целесообразно осуществить опрос 
руководителей и заведующих профильными 
кафедрами УВО в отношении имеющихся об-
разовательных программ, направленных на 
формирование дополнительных профессио-
нальных компетенций кадров для реализации 
инноваций. Кроме того, с учетом полученных 
ранее результатов экспертного опроса для кате-
гории отсутствующих кадров и отсутствия воз-
можности их подготовки, а также информации, 
собранной по УВО, следует сделать оценку по-
требности:  

– в подготовке кадров (открывать новые
специальности, переобучать); 

– в отправке на обучение за границу;
– в приглашении иностранных специали-

стов; 
2) сформировать перечень востребованных

компетенций для реализации прогнозируемых 
инноваций, при этом используются: 

− данные, полученные в результате анализа 
мирового опыта по определению компетенций, 
связанных с внедрением и реализацией техно-
логических инноваций; 

− информация первого этапа, полученная 
в результате опроса экспертов (предваритель-

ный перечень требуемых кадровых компетен-
ций для освоения прогнозируемых инноваций);  

−  данные результатов проведенных опросов 
топ-менеджеров организаций; 

3) разработать рекомендации для республи-
канских органов государственного управления 
по совершенствованию подготовки кадров для 
инновационной экономики. 

ВЫВОДЫ 

1. Одной из ресурсных составляющих инно-
вационного развития Республики Беларусь 
являются квалифицированные кадры, форми-
рование которых осуществляется в сфере обра-
зования, науки и технологий.  

2. Проблемы инновационного развития
страны, вызванные нехваткой кадров, а также 
несоответствием кадровых компетенций и ква-
лификаций требованиям современного и буду-
щего рынка труда, обусловливают необходи-
мость разработки методологии прогнозирова-
ния перспективной потребности в кадрах для 
инновационной экономики. 

3. Оценка обеспеченности кадрами по пер-
спективным специальностям, связанным с раз-
работкой и внедрением высокотехнологических 
инноваций, выполнена в Комплексном прогно-
зе научно-технического прогресса Республики 
Беларусь на 2021–2025 гг. и на период до 2040 г. 
Методология прогнозирования потребности 
в кадрах в КП НТП имела ряд ограничений, 
которые представляется возможным частично 
устранить при разработке следующего Ком-
плексного прогноза научно-технического про-
гресса, а также других прогнозов потребности 
в кадрах для разработки и внедрения техноло-
гических инноваций. 

4. Оценку обеспеченности экономики кад-
рами для инновационного развития целесооб-
разно проводить с учетом исследования основ-
ных элементов конъюнктуры рынка труда, та-
ких как соотношение спроса и предложения 

Предложения по: 
 введению новых предметов
   в образовательные программы; 
 обучению новым компетенциям
   на базе существующих предметов  
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в количественном и качественном аспектах в 
три этапа: оценка потребности национальной 
экономики в кадрах для инновационного разви-
тия; оценка наличия кадров для инновационно-
го развития и их компетенций в организациях 
реального сектора экономики; оценка возмож-
ностей системы образования для подготовки 
кадров для инновационного развития. 

5. Проблема обеспечения соответствия меж-
ду спросом и предложением компетенций 
и квалификаций на рынке труда становится все 
более актуальной. Совершенствование методо-
логии прогнозирования обеспеченности кадра-
ми позволит выявить наиболее перспективные 
направления подготовки кадров необходимых 
компетенций и квалификаций, способных за-
ниматься разработкой и внедрением техноло-
гических инноваций для дальнейшего развития 
Республики Беларусь. 
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Экспертная составляющая как элемент контент-стратегии 
промышленного предприятия  

О. А. Малайчук1) 

1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь)

 Белорусский национальный технический университет, 2022 
    Belarusian National Technical University, 2022 

Реферат. Интернет-маркетинг на промышленном рынке имеет ряд особенностей и отличается от такового на потре-
бительском рынке. Для первого характерны специализированный и персонализированный подходы. Кроме того, 
он должен учитывать длительный цикл сделки и наличие большого числа лиц, принимающих решения. Маркетологи 
на промышленных предприятиях должны обладать рядом знаний о рынке и тенденциях в отрасли, владеть информа-
цией об организации процессов закупок и работе каналов сбыта, уметь выстроить коммуникационный процесс 
с определенным типом покупателя. В статье представлены методы онлайн-продвижения промышленной продук- 
ции и исследование особенностей выбора инструментов интернет-маркетинга для промышленных предприятий. 
Основная цель – выделить экспертную составляющую для таких предприятий как главный инструмент коммуника-
ции с покупателями. Для решения поставленной задачи рассмотрен инструментарий интернет-маркетинга промыш-
ленного предприятия и показана экспертная составляющая в его контент-стратегии, изучены подходы к систематиза-
ции инструментов интернет-маркетинга. В ходе проведения исследования использовали общенаучные методы: ана-
лиз, синтез, обобщение. Результатом проведенной работы стала модель продвижения товара в логике путешествия 
промышленного потребителя, строящаяся на связи карты путешествия потребителя с инструментами интернет-
маркетинга. 

Ключевые слова: продвижение промышленного предприятия, интернет-маркетинг, инструменты интернет-марке- 
тинга, контент-стратегия, экспертные продажи, воронка продаж, карта путешествия потребителя 
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Abstract. Internet marketing in the industrial market has a number of features and differs from that in the consumer market. 
The first is characterized by specialized and personalized approaches, as well as it must take into account the long cycle of the 
transaction, and the presence of a large number of decision makers. Marketers at industrial enterprises must have a range 
of knowledge about the market and industry trends, possess information about the organization of procurement processes 
and the operation of distribution channels, and be able to build a communication process with a certain type of customer. 
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The paper presents methods for online promotion of industrial products and a study of the features of choosing of internet 
marketing tools for industrial enterprises. The main idea of the paper is to highlight the expert component for such enterprises 
as the main tool for communication with customers. To solve this problem, the internet marketing tools of an industrial enter-
prise has been considered and the expert component in its content strategy has been shown, approaches to the systematization 
of internet marketing tools have been studied. In the course of the study, general scientific methods have been used: analysis, 
synthesis, generalization. The result of the research is a model of product promotion in the logic of the industrial consumer's 
journey, which is based on the connection of the consumer's journey map with internet marketing tools. 

Keywords: industrial enterprise promotion, internet marketing, internet marketing tools, content strategy, expert sales, sales 
funnel, consumer journey map 
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Введение 

Сегодня промышленные предприятия для 
продвижения своей продукции на рынке актив-
но используют инструменты традиционного 
маркетинга: выставки, рекламу в средствах 
массовой информации, холодные звонки, поч-
товые рассылки, персональные встречи и т. д. 
Инструменты интернет-маркетинга получили 
широкое распространение для взаимодействия 
с потребителями в секторе В2С и только начи-
нают внедряться в В2В-сектор. Таким образом, 
научные исследования должны быть ориенти-
рованы на разработку эффективного механизма 
продвижения продукции с помощью инстру-
ментов интернет-маркетинга для промышлен-
ных предприятий на стратегическом и тактиче-
ском уровнях. 

Проблемами развития инструментария ин-
тернет-маркетинга занимается ряд ученых, та-
ких как В. О. Сычева и Т. В. Черевичко [1], 
И. В. Успенский [2], В. Холмогоров [3], 
И. В. Алексеев [4], П. Дойль и Ф. Штерн [5], 
К. А. Татаринов [6] и др. Вопросы, связанные 
с особенностями организации интернет-марке- 
тинга на рынках товаров промышленного 
назначения, поднимаются в исследованиях 
К. А. Татаринова [6], О. В. Мартыненко [7], 
И. А. Красюк и М. А. Пашоликова [8], 
И. В. Игнатьева, О. Н. Сараева, И. И. Зедге- 
низова [9] и др. Однако анализ научной литера-
туры показал, что вопросам организации ин-
тернет-маркетинга промышленного предприя-
тия, наряду с проблемами разработки стратегии 
и тактики интернет-маркетинга промышлен- 
ного предприятия, уделяется недостаточное 
внимание. 

Основная часть 
В большинстве случаев учеными интернет-

маркетинг рассматривается как инструмент 

маркетинга на потребительском рынке, однако 
сегодня он начинает завоевывать позиции на 
рынке товаров промышленного назначения. 
По данным Digital-агентства Wpromote, 56 % 
опрошенных маркетологов промышленных 
предприятий планируют увеличить расходы 
на интернет-маркетинг, из них 27 % указали, 
что доля этих расходов в маркетинговом бюд-
жете превышает 40 %. В качестве основной 
цели интернет-маркетинга респонденты отме-
тили рост узнаваемости бренда. Также они вы-
деляют такие приоритетные направления, как 
привлечение качественных лидов и больше- 
го числа потенциальных клиентов на сайт, по-
вышение рентабельности инвестиций в марке-
тинг (рис. 1) [10]. 

Какова цель интернет-маркетинга 
вашего предприятия? 

 

 – привлечение качественных лидов;  – привлечение  
большего числа потенциальных клиентов на сайт;  

 – повышение рентабельности инвестиций в маркетинг;  
 – повышение узнаваемости бренда;  

 – увеличение показателя посещаемости сайта 

Рис. 1. Цели интернет-маркетинга 
промышленных предприятий 

Fig. 1. Goals of internet marketing of industrial enterprises 

Если рассмотреть динамику использования 
инструментов интернет-маркетинга промыш-
ленными предприятиями, можно увидеть рост, 
а также большой перевес в использовании пред-
приятиями таких инструментов, как электронный 
маркетинг и социальные сети (табл. 1).  
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Таблица 1 
Динамика использования инструментов  

интернет-маркетинга промышленными предприятиями 
 

Dynamics of  use of internet marketing tools 
by industrial enterprises 

Инструмент 

Динамика использования 
инструментов 

 интернет-маркетинга, % 
2018 г. 2019 г. 

 Медийная реклама 47 55 
 Контекстная реклама 64 71 
 Органический поиск 88 91 
 Социальные сети 93 95 
 Электронные письма 95 93 

Данные инструменты позволяют предоста-
вить потребителям уникальный и полезный 
контент, сформировать положительный образ 
предприятия, сделать клиентский опыт персо-
нализированным [9].  

Однако инструментарий интернет-марке- 
тинга значительно шире, и сегодня промыш-
ленные предприятия в своей деятельности мо-
гут использовать большой ряд инструментов. 
В табл. 2 представлен инструментарий ин- 
тернет-маркетинга и приведен перечень задач, 
которые позволяют решить данные инстру- 
менты. 

Таблица 2 
Перечень инструментов интернет-маркетинга 

List of internet marketing tools 

Инструмент  
интернет-маркетинга Средство Решаемая задача 

 Веб-сайт Корпоративный сайт; 
landind page и др.  

1. Сообщить пользователям о предприятии и товарах.
2. Сформировать положительный имидж бренда.
3. Вести коммуникации с клиентами и партнерами.
4. Быстро реагировать на запросы пользователей.
5. Отслеживать популярные и непопулярные товары

 Контент-маркетинг Тексты; 
статьи; 
электронный журнал;  
white-paper; 
инфографика; 
вебинары; 
онлайн-конференции; 
фото-, видео-, аудиоконтент; 
корпоративный блог и др. 

1. Повышение значимости сайта для поисковых си-
стем.
2. Рост лояльности клиентов, конкурентов и соиска-
телей.
3. Знакомство аудитории с брендом.
4. Формирование экспертного образа.
5. Информирование о продукции, технических
характеристиках, преимуществах.
6. Снятие возражений

 Поисковый (SEO) маркетинг Комплексный анализ сайта; 
конверсионные цепочки; 
дизайн и юзабилити сайта;  
анализ ключевых показателей 
эффективности по направлениям 
маркетинга;  
семантическое ядро;  
теги и др. 

1. Информирование о компании и продукции.
2. Информирование о деятельности и проектах
компании.
3. Привлечение потенциальных клиентов на сайт.
4. Получение заявок.
5. Продвижение сайта в поисковой системе.
6. Получение органического трафика.
7. Расширение списка ключевых фраз и слов
или его изменение

 Контекстная реклама Текстографическое объявление; 
рекламный баннер; 
видеоролик и др. 

1. Повышение рекламной конкурентоспособности
компании.
2. Привлечение потенциальных клиентов
для совершения целевого действия.
3. Сбор данных потенциальных клиентов
для дальнейшей обработки

 Медийная (баннерная) 
 реклама  

Баннер; 
видеореклама; 
брендирование; 
текстографические блоки и др. 

1. Поддерживать узнаваемость бренда и знание о нем.
2. Поддерживать имидж.
3. Привлекать внимание аудитории.
4. Стимулировать продажи
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Окончание табл. 2 
End of Table 2 

Инструмент  
интернет-маркетинга Средство Решаемая задача 

 Индивидуальная рассылка 
 (E-mail-маркетинг) 

Информационная рассылка; 
дайджесты; 
триггерная рассылка; 
welcome-письмо; 
реанимационная рассылка; 
серийная рассылка и др. 

1. Повышение продаж.
2. Демонстрация экспертности.
3. Повышение лояльности за счет различных бонусов
и помощи клиенту.
4. Проведение исследования потенциальных
клиентов

 Маркетинг в социальных 
 сетях (SMM) 

Ведение профиля в социальных сетях 
(Facebook, Instagram, «ВКонтакте», 
«Одноклассники» и др.); 
постинг тематического контента; 
общение с аудиторией; 
вирусный маркетинг 

1. Повышение узнаваемости бренда.
2. Постоянная коммуникация с клиентами.
3. Создание интереса к рекламируемым продуктам

 Партнерский  
 или аффилиативный 
 маркетинг 

Партнерские сети менеджеров по 
партнерским программам; 
различные типы одиночных партнеров 
(фрилансеров) и др. 

1. Оказание информационных посреднических услуг
по привлечению потенциальных клиентов, их
информированию и вовлечению.
2. Продажа клиенту товаров или услуг силами
посредника

 Формирование общественных  
 мнений  
 (работа с репутацией в сети) 

Публикации о компании  
в интернет-СМИ; 
онлайн пресс-конференции;  
онлайн-управление репутацией и др. 

1. Формирование положительного образа компании.
2. Повышение лояльности потенциальных клиентов.
3. Сбор информации о возможных заказах.
4. Отслеживание отзывов потребителей

Продвижение промышленных товаров в 
Интернете может осуществляться с помощью 
широкого набора инструментов. Выбор того 
или иного инструмента зависит от типа бизне-
са, его размеров и конкретных целей, стоящих 
перед маркетологом. Существует несколько 
подходов к систематизации инструментов ин-
тернет-маркетинга в зависимости от: 

– целей, для достижения которых они ис-
пользуются: увеличение объема и частоты про-
даж, повышение известности [11];  

– выбранной рекламной модели:
непрерывная, пульсирующая [12]; 

– стадии работы с целевой аудито-
рией: привлечение, вовлечение, кон-
вертация, удержание [12]. 

Наиболее часто применяется по-
следний вид систематизации инстру-
ментов интернет-маркетинга. Он ос-
нован на концепции воронки продаж, 
которая выделяет несколько этапов 
на пути трансформации лида в поку-
пателя: осведомленность, интерес, ре- 
шение, действие, удержание. На рис. 2 
изображена связь этапов воронки 
продаж с инструментами интернет-
маркетинга в зависимости от этапа 
вовлеченности клиента в процесс по-
купки. 

Большинство маркетологов ошибочно под-
ходят к организации процесса продвижения 
в Интернете промышленных предприятий, 
делая ставку на ворону продаж и холодные 
звонки. Если рассматривать жизненный путь 
клиента, то этапы воронки продаж – это всего 
лишь небольшая часть клиентского пути, кото-
рый начинается с осознания потребности и по-
иска решения проблемы, и лишь после ее осо-
знания и изучения всей доступной информации 
позволяет перейти к этапам воронки продаж. 

Веб-сайт 

E-mail-рассылки и общества в социальных сетях

Рис. 2. Классификация инструментов интернет-маркетинга 
по этапам работы с аудиторией 

Fig. 2. Classification of internet marketing tools 
by stages of working with audience 
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Международная консалтинговая компания 
McKinsey в 2009 г. провела межотраслевое ис-
следование с целью выявить, на каком этапе во-
ронки клиенты совершают больше всего поку-
пок. Оказалось, что для некоторых отраслей, 
например автомобильного рынка, основные 
сделки происходят после первой покупки, в так 
называемом цикле лояльности. То есть основ-
ную часть прибыли автопроизводители получа-
ют от клиентов после того, как те «провалились» 
по воронке и купили автомобиль. Этим исследо-
ванием McKinsey подтвердила, что воронка не 
подходит для ориентира в сложной и нелиней-
ной среде клиента. Позже маркетологи и разра-
ботчики начали использовать Customer Journey 
Map (CJM – карта путешествия потребителя) 
для проектирования пользовательского опыта. 
Сравнение концепций воронки продаж и CJM 
представлено в табл. 3 [13–15].  

Карта путешествия потребителя позволяет 
составить путь, по которому промышленные 
предприятия могут начать направлять своих 
клиентов к успешному завершению сделки. 
Полностью понимая уникальные потребности 
клиента, можно предложить ему индивидуаль-
ные решения на каждом этапе пути. 

Сегодня промышленные предприятия стал-
киваются с большим количеством задач, 
связанных с улучшением клиентского опы- 
та [16, 17]. Для их решения компаниям необ-
ходимо развивать цифровые точки контакта со 
своими клиентами. В данном случае предпри-
ятия могут использовать корпоративный блог, 
образовательные платформы с видеоматериа-
лами или курсами. Подобные методы взаимо-
действия  помогут  преобразовать   клиентский 

опыт, улучшить позиционирование предприятия 
и выйти на рынок в качестве интеллектуального 
лидера. Например, если какой-то промышлен-
ный бренд чему-то научил клиента, то, скорее 
всего, он сможет довериться этой компании 
в части реализации крупного комплексного про-
екта. Такая стратегия выстраивания коммуника-
ции между предприятием и клиентом называет-
ся экспертной составляющей.  

Выходя на рынок с экспертными продажа-
ми, промышленные предприятия должны при-
держиваться таких целей, как: 

– улучшение клиентского опыта (Customer
Experience); 

– создание имиджа интеллектуального ли-
дера; 

– сопровождение экспертных продаж (Sales
Enablement); 

– цифровая забота (e-Care): через контент-
ные платформы, материал, статьи, видеоуроки 
промышленное предприятие решает проблемы 
клиентов, обучает их и отвечает на вопросы.  

Перечислим задачи, которые ставят перед 
собой промышленные предприятия, выбравшие 
путь экспертных продаж: 

– создание дополнительной точки контакта
с партнерами и клиентами; 

– создание дополнительной ценности;
– управление клиентским опытом через об-

разовательные форматы: если предприятие 
обучает клиентов, оно получает преимущество 
в тендере, а также может конкурировать не 
только по цене. С другой стороны, в перспек-
тиве компания может встроить образователь-
ный продукт в продуктовую линейку; 

Таблица 3 
Сравнение концепций воронки продаж и CJM 

Comparison of sales funnel concepts and CJM 

Критерий сравнения Воронка продаж Customer Journey Map 
Объект внимания Ориентация на нужды и запросы компании Ориентация на нужды и запросы клиента 
Характер процесса принятия 
решения 

Линейный Нелинейный 

Характеристика инструмента Описание процесса продажи товара или услуги Гибкий инструмент проектирования про-
дукта и сервиса 

Структура Графическая модель, отображающая входящий 
поток потенциальных клиентов (лидов) и их 
трансформацию в постоянных клиентов 

Графическая модель, на которой отражены 
условные шаги клиентов во времени  
и точки контакта с компанией от осозна-
ния потребности до повторных покупок 

Уровень информированности 
клиента 

Клиент уже знает о компании или товаре Показывает все пути возможного  
знакомства с компанией и продуктом 

Область применения Работа над улучшением бизнес-процессов Работа с барьерами, которые могут 
помешать клиенту на любом пути  
взаимодействия с продуктом 

https://www.mckinsey.com/business-functions/marketing-and-sales/our-insights/the-consumer-decision-journey
https://www.mckinsey.com/business-functions/marketing-and-sales/our-insights/the-consumer-decision-journey
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– развитие бренд-амбассадоров: контент-
платформа может выступать в качестве разви-
тия бренд-амбассадоров. Как правило, это 
внутренний эксперт со стороны компании, ко-
торый пишет статьи, делает образовательный 
контент, проводит курсы, выступает на конфе-
ренциях. Таким образом, промышленное пред-
приятие сможет использовать человекоцен-
тричный подход к позиционированию ком- 
пании; 

– сбор контактных данных о потенциальных
партнерах и клиентах через инструменты кон-
тент-маркетинга; 

– выстраивание триггерных коммуникаций
с партнерами и клиентами: если у предприятия 
есть контактные данные клиентов и оно знает, 
какой контент читают, смотрят и изучают его 
клиенты на платформе, то имеет возможность 
понять, что для клиентов наиболее актуально. 
Данные о том, какой продукт интересен поль-
зователю, какие тезисы и статьи он читает, ка-

кие видеоуроки смотрит, необходимы для того, 
чтобы в дальнейшем предложить персонализи-
рованное решение. Например, если клиент про-
читал такую-то статью, ее можно обсудить в 
рамках личной встречи. Или если пользователь 
прошел такой-то видеокурс, ему можно пред-
ложить следующий по схожей тематике. Таким 
образом, ценность для предприятия состоит в 
том, что оно данными действиями прогревает 
аудиторию до следующего шага – более кон-
кретных взаимодействий – продажи продукции. 

Разрабатывая контент-стратегию, промыш-
ленные предприятия должны рассмотреть осо-
бенности потребительского путешествия, что-
бы зафиксировать ключевые точки контакта 
и коммуникационные разрывы. Для этих целей 
автор предлагает выстроить модель продвиже-
ния товара в логике путешествия промышлен-
ного потребителя и на каждом этапе следова-
ния отметить возможные методы коммуника-
ции с клиентом (рис. 3). 

Рис. 3. Модель продвижения товара в логике путешествия промышленного потребителя 
Fig. 3. Model of product promotion in the logic of industrial consumer journey 
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Если предприятие понимает, что клиент 
находится на этапе определения проблемы, оно 
должно предоставить ему контент на данную 
тему. В контенте обязательно должен быть 
какой-то материал, связанный с обзором реше-
ний и с формированием требования к выбору 
поставщика. Таким образом, контентная стра-
тегия и расписание публикаций строятся исхо-
дя из того, на каком этапе находится потенци-
альный клиент и какую информацию он должен 
получить исходя из его потребностей. 

ВЫВОД 

Представлена модель продвижения товара 
в логике путешествия промышленного потре-
бителя. Данная модель основана на карте пу-
тешествия потребителя промышленных товаров 
и описывает основные этапы процесса приня-
тия решения на промышленном рынке, а также 
демонстрирует принцип внедрения инструмен-
тов интернет-маркетинга в логику движения 
покупателей. Используя цифровые точки кон-
такта, промышленные предприятия могут быст-
рее наладить коммуникационный процесс 
с клиентами, внедрив в свою коммуникацион-
ную стратегию такие инструменты, как корпо-
ративный блог, образовательные платформы 
с видеоматериалами и курсами, чек-листы 
и т. д. Данные методы взаимодействия помога-
ют улучшить клиентский опыт промышленных 
предприятий, позволяют пересмотреть позици-
онирование компании и выйти на рынок в каче-
стве интеллектуального лидера. 
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