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  МАШИНОСТРОЕНИЕ  И  МАШИНОВЕДЕНИЕ  
 

M E C H A N I C A L  E N G I N E E R I N G   
A N D  E N G I N E E R I N G  S C I E N C E  

  

 
 

https://doi.org/10.21122/2227-1031-2021-20-2-95-100 
 

УДК 621.793.71 
 

Формирование покрытий из самофлюсующегося порошка  
на основе сталей аустенитного класса с добавлением молибдена 
 
Чл.-кор. НАН Беларуси, докт. техн. наук, проф. Ф. И. Пантелеенко1),  
канд. техн. наук В. А. Оковитый1), докт. техн. наук, проф. О. Г. Девойно1), 
инженеры В. В. Оковитый1), А. С. Володько1), 
чл.-кор. НАН Беларуси, докт. физ.-мат. наук, проф. В. М. Асташинский2) 

 
1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь), 
2)Институт тепло- и массообмена имени А. В. Лыкова НАН Беларуси (Минск, Республика Беларусь) 
 
 Белорусский национальный технический университет, 2021 
    Belarusian National Technical University, 2021 
 
Реферат. Определено влияние добавления Мо и МоS2 на микроструктуру и свойства покрытия из порошков на базе 
аустенитных сталей. Покрытия исследовали с помощью рентгеновской дифракции (XRD), оптической микроскопии, 
сканирующей электронной микроскопии (SEM) с использованием твердомера по Виккерсу. Абразивную износостой-
кость определяли по методике Pin on disk. Результаты показывают, что покрытие, не содержащее Mo и МоS2, состоит 
из фаз (Fe), M7(C, B)3 и (Fe, Cr)2B. Добавление Mo и МоS2 приводит к образованию фаз M23(C, B)6, Mo2(B, C)  
и Fe3Mo3(C, B), где M = Fe, Cr, Mo. Цель исследований заключалась в изучении характеристик распределения Мо  
и МоS2 и влияния их добавления на микроструктуру, твердость, абразивную износостойкость покрытия из сплава на 
основе аустенитных сталей. Для напыления использовали композиционные материалы на основе аустенитных сталей, 
полученных методом диффузионного легирования (Aus0Mo), которые имеют близкую к сферической форму частиц 
диаметром 50–100 мкм. В порошок композиционного материала на основе аустенитных сталей (Aus3Mo, Aus5Mo  
и Aus7Mo) добавляли 3–7 мас. % порошка Мо и 1,0–1,5 мас. % порошка МоS2 с частицами диаметром менее 50 мкм. 
Методы наплавки, включая газовую дуговую сварку вольфрамовым электродом, дуговую сварку в защитном газе, 
плазменную наплавку (РТА) и лазерную наплавку, широко применяются в промышленности для повышения износо-
стойкости поверхностей. Наиболее важные различия между этими методами заключаются в скорости осаждения, 
применимости материалов, разбавлении субстрата, микроструктуре и стабильности твердости после воздействия 
высоких температур, а также в стоимости изготовления. Среди методов, описанных выше, плазменное напыление с 
последующим оплавлением представляет собой хорошую альтернативу другим процессам наплавки поверхности. 
Перегревать покрытие до полного расплавления не следует, поскольку в этом случае первичные кристаллы карбидов 
и боридов хрома переходят в жидкий раствор и при последующей кристаллизации образуют более грубую структуру, 
ухудшая качество покрытия. Именно это не происходит при плазменном напылении с последующим оплавлением. 
Кроме того, способ дешев, покрытия обладают достойным качеством, конкурентоспособной износостойкостью  
и стабильностью свойств при высокой температуре. 
 

Ключевые слова: плазменное напыление, оплавление, материалы, порошки, аустенитные стали, молибден, морфо-
логия, структура покрытия, фазовые характеристики, абразивная износостойкость 
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Forming Coatings from Self-Fluxing Powder Based on Steels  
of Austenite Class Adding Molybdenum  
 
F. I. Panteleenko1), V. A. Okovity1), O. G. Devoino1), V. V. Okovity1),  
A. S. Volodko1), V. M. Astashinsky2) 

 

1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus), 
2)A. V. Luikov Heat and Mass Transfer Institute of NAS of Belarus (Minsk, Republic of Belarus) 
 
Abstract. The paper presents a study of the effect of adding Mo and MoS2 on the microstructure and properties of a powder 
coating based on austenitic steels. The coatings have been studied using X-ray diffraction (XRD), optical microscopy,  
scanning electron microscopy (SEM), a Vickers hardness tester, and abrasion wear resistance has been determined by the Pin  
on disk method. The results show that a coating that does not contain Mo and MoS2 consists of the phases (Fe), M7(C, B)3 
and (Fe, Cr)2B. The addition of Mo and MoS2 leads to the formation of phases M23(C, B)6, Mo2(B, C) and Fe3Mo3(C, B), 
where M = Fe, Cr, Mo. The main goal of these studies was to study characteristics of Mo and MoS2 distribution and the effect 
of their addition on the microstructure, hardness, and abrasion wear resistance of an alloy coating based on austenitic steels. 
Composite materials based on austenitic steels obtained by diffusion alloying (Aus0Mo), which has a nearly spherical shape 
with a diameter of 50–100 μm, have been used for deposition. 3–7 wt. % of Mo powder and 1.0–1.5 wt. % of MoS2 powder 
with a diameter  less than 50 μm have been added in the powder of the composite material based on austenitic steels 
(Aus3Mo, Aus5Mo, Aus7Mo). Surfacing methods, including gas arc welding with a tungsten electrode, arc welding in shiel- 
ding gas, plasma surfacing (PTA) and laser surfacing are widely used in industry to increase wear resistance of surfaces.  
The most important differences between these methods are deposition rate, applicability of materials, substrate dilution,  
microstructure and hardness stability after exposure to high temperatures, as well as manufacturing cost. Among the methods 
described above, plasma spraying followed by fusion is a good alternative to other surfacing processes. The coating should not 
be overheated until it is completely  melted, since in this case the primary crystals of chromium carbides and borides pass into 
a liquid solution and upon subsequent crystallization, form a coarser structure, worsening the quality of the coating.  
This is precisely what does not occur during plasma spraying followed by reflow; in addition, the method is cheap, coatings 
are of high quality, competitive wear resistance and high stability of properties at high temperature. 
 

Keywords: plasma spraying, reflow, materials, powders, austenitic steels, molybdenum, morphology, coating structure, phase 
characteristics, abrasive wear resistance 
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Введение 
 
В технологиях напыления существуют два 

вида молибденовых покрытий – из чистого мо-
либдена и из смеси порошков молибдена и са-
мофлюсующегося сплава. Напыление молибде-
новой проволокой при помощи газопламенной 
струи – более дешевый и распространенный 
процесс, но лучшее качество имеют комбини-
рованные плазменно-напыленные покрытия с 
использованием молибдена и самофлюсующе-
гося сплава [1–3]. Рассмотрим механизм фор-
мирования этого комбинированного плазмен-
ного покрытия.  

Известно, что температура плавления само-
флюсующихся сплавов около 1050 °C, тогда 
как порошок молибдена плавится при 2620 °C. 
При нагревании в плазме такой порошковой 
смеси до температуры плавления частиц мо-
либдена образуются сильно перегретые капли 

расплава самофлюсующегося сплава. Когда эти 
капли попадают на поверхность получаемого 
субстрата, у них должно хватать энергии на 
восстановление получаемых оксидных пленок 
и образование достаточной металлургической 
связи с материалом субстрата, а также на рас-
текание по получаемой поверхности до того, 
как они закристаллизуются. Из-за довольно вы-
сокой температуры плавления частицы порош-
ка молибдена кристаллизуются практически 
сразу же, приходя на субстрат, при этом функ-
ция этих получившихся застывших частиц не 
менее важна: остывающие твердые частицы по- 
рошка молибдена сохраняют частицы самофлю-
сующегося сплава длительнее в расплавленном 
состоянии и соответственно создают особые 
механические препятствия для образования 
сплошной пленки получившегося расплава,  
что необходимо для значительного уменьшения 
усадочных напряжений растяжения в получив-
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шемся покрытии. В результате создается прин-
ципиальное преимущество двухфазного покры-
тия из смеси порошков молибдена и самофлю-
сующегося сплава. При плазменном напылении 
на холодный субстрат порошков молибдена 
или самофлюсующегося сплава по отдельности 
нельзя получить плотные покрытия, тогда как 
из смеси данных материалов это возможно. Для 
плазменного напыления самофлюсующийся 
сплав на базе аустенитных сталей ПР-Х18Н9 
обычно используется из-за его высокого соот-
ношения производительности и цены по срав-
нению с другими сплавами. Покрытие из спла-
ва на основе аустенитных сталей обладает вы-
сокой износостойкостью, на которую главным 
образом влияют его микроструктура и фазовый 
состав [4–6].  

Легирование с использованием Мо и МоS2  
в качестве технологии для повышения износо-
стойкости самофлюсующихся покрытий при-
водит к созданию однородной микроструктуры 
матрицы и, следовательно, повышению износо-
стойкости покрытий. К сожалению, мало опуб-
ликовано работ по влиянию добавления Мо и 
МоS2 на термостойкость покрытия на основе 
аустенитных сталей, нанесенного методом 
плазменного напыления. Поэтому в своем ис-
следовании авторы статьи основное внимание 
уделяли влиянию этих добавок на микрострук-
туру, фазовые характеристики, абразивную из-
носостойкость покрытия из сплава на основе 
аустенитных сталей, нанесенного методом 
плазменного напыления с последующим оплав-
лением. Цель исследований заключалась в изу-
чении характеристик распределения Мо и МоS2 
и влияния их добавления на микрострукту- 
ру, твердость и абразивную износостойкость 
покрытия из сплава на основе аустенитных  
сталей.  

 

Формирование плазменных покрытий  
из композиционных материалов  
на основе аустенитных сталей,  
полученных методом диффузионного  
легирования и молибдена 
 

Для напыления использовали композицион-
ные материалы на основе аустенитных сталей, 
полученных методом диффузионного легирова-
ния (Aus0Mo), которые имеют близкую к сфери-
ческой форму частиц диаметром 50–100 мкм.  

В порошок композиционного материала  
на основе аустенитных сталей (Aus3Mo, 
Aus5Mo, Aus7Mo) добавляли 3–7 мас. % по- 
рошка Мо, 1,0–1,5 мас. % порошка МоS2 диа-
метром частиц менее 50 мкм. Покрытия на- 
носились с использованием плазменной уста-
новки УПУ-3Д и разработанного авторами ста-
тьи плазмотрона [7–10]. Параметры плазменно-
го напыления: ток 350 А, дистанция напыления 
100 мм, расход плазмообразующего газа азота 
для ПР-Х18Н9 составляет 55 л/мин, фрак- 
ция порошка 50–100 мкм, толщина покры- 
тия 350 мкм. На рис. 1 приведена микрофото-
графия поперечного шлифа покрытия Aus5Mo 
на стальной подложке, полученного атмосфер-
ным плазменным напылением.  

 

 
 

Рис. 1. Покрытие Aus5Mo (мехсмесь порошков  
самофлюса на базе аустенитных сталей ПР-Х18Н9  
с добавлением 5 мас. % Мо и 1 мас. % МоS2): 

светлая фаза – молибден;  
темная – самофлюсующийся сплав (500) 

 

Fig. 1. Aus5Mo coating (mechanical mixture  
of self-flux powders based on ПР-Х18Н9 [PR-Kh18N9]  

austenitic steels with addition of 5 wt. % Mo  
and 1 wt. % MoS2): light phase – molybdenum;  

darker – self-fluxing alloy (500) 

 
Оплавление проводили на этой же установ-

ке при следующих режимах: ток 450 А, дистан-
ция оплавления 65–80 мм, расход плазмообра-
зующего газа азота 65 л/мин, скорость переме-
щения 108 мм/мин, количество проходов 3. 
Параметры были оптимизированы с точки зре-
ния получения максимальной напыляемости, 
твердости и толщины осаждения после оптими-
зации. На рис. 2 представлены типичные сече-
ния морфологии осажденных образцов. Наблю-
дение показывает, что каждый образец может 
быть в целом разделен на покрытие и подлож-
ку. Тонкий белый слой (линия или зона плавле-
ния) плоской кристаллизации наблюдался меж-
ду двумя частями, показывая хорошую метал-
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лургическую связь. Из рис. 2a, b также видно, 
что типичная гипоэвтектическая (доэвтектоид-
ная) микроструктура, характеризующаяся тем-
ными дендритами, может быть обнаружена в 
покрытиях без Mo и с 3 мас. % Mo. Однако 
очевидная гиперэвтектическая (заэвтектоидная) 
микроструктура, характеризующаяся яркими 
игольчатыми соединениями, видна в покрытиях 
с добавлением 5 и 7 мас. % Мо (рис. 2c, d). Это 
связано с тем, что добавление Мо в покрытие 
аустенитных сплавов уменьшает точку эвтек-
тики, помогая увеличить относительное содер-
жание соединений в напыленных покрытиях. 
Можно предположить, что тип микроструктуры 
покрытия, не содержащего Мо, будет изменен, 
когда добавление Мо достигает определенного 
значения. В нашем исследовании гипоэвтекти-
ческая микроструктура превращается в гипер-
эвтектическую, когда добавка Мо достигает 5  
и 7 мас. %. Сравнивая микроструктуру покры-
тия, не содержащего Мо и МоS2 (рис. 2а),  
с микроструктурой с их добавлением (рис. 2c, d), 
видно, что добавление Мо и МоS2 в покрытие 
из сплава на основе аустенитных сталей улуч-
шает его микроструктуру. И самая тонкая мик-
роструктура может быть получена в 5 мас. % 
покрытия при добавлении Мо и МоS2. Хотя 

влияние добавления компонентов на микро-
структуру покрытия, не содержащего Мо, не-
ясно, оно может быть результатом изменения 
характера зародышеобразования и/или хими- 
ческого состава реакции затвердевания. Мож- 
но предположить, что фазовое превращение и 
осаждение были причиной изменения микро-
структуры после добавления Мо и МоS2 в по-
крытие [10–13]. Твердость (HV) для покры- 
тий без и с добавлением Mo и МоS2 показана  
на рис. 3. Из рис. 3а видно, что покрытия с до-
бавлением имеют более высокие значения 
твердости, чем без Mo и МоS2, а самое высокое 
значение твердости можно получить при до-
бавлении 5 мас. % Мо.  

На рис. 3 показана абразивная износостой-
кость покрытий. Можно видеть, что объем из-
носа покрытий уменьшается с добавлением Мо 
от 0 до 5 мас. %. Это указывает на повышение 
стойкости к абразивному износу вследствие 
добавления Мо и МоS2 в покрытие из сплава на 
основе аустенитных сталей. Однако когда до-
бавка Мо достигает 7 мас. %, объем износа 
снова увеличивается, и в результате он меньше, 
чем у покрытия, не содержащего Мо, но боль-
ше, чем покрытия с добавлением 3 мас. % Мо  
и МоS2.  

 
а b 

  
c d 

  
 

Рис. 2. Микроструктуры в наплавочных покрытиях: а – без Mo; b – с добавлением наплавкой 3 мас. % Mo; с – 5; 
d – 7 мас. % Мо (в покрытиях 1,0–1,5 мас. % порошка МоS2) 

 

Fig. 2. Microstructures in surfacing coatings: а – without Mo; b – with added surfacing of 3 wt. % Mo, с – 5;  
d – 7 wt. % Mo (in coatings 1.0–1.5 wt. % powder MoS2) 



Mechanical Engineering and Engineering Science 
 

 

        99 Наука 
техника. Т. 20, № 2 (2021) 

   Science and Technique. V. 20, No 2 (2021) 
и 

а       b 

 

 

 

Рис. 3. Твердость по Виккерсу (а) и абразивная износостойкость покрытий из сплавов FeCrBSi без Mo  
и с добавлением Mo (b) 

Fig. 3. Vickers hardness (a) and abrasive wear resistance of coatings from FeCrBSi alloys without Mo  
and with the addition of Mo (b) 

 
Как было проанализировано выше, добав-

ление 0–5 мас. % Мо и 1,0–1,5 мас. % МоS2  
в покрытие из сплава на основе аустенитных 
сталей не только улучшает его микроструктуру, 
но и способствует фазовому превращению  
и осаждению, помогая повысить абразивную 
износостойкость напыленных покрытий. Когда 
добавка Мо достигает 7 мас. %, микрострук- 
тура снова становится грубой, снижая износо-
стойкость. Помимо деформации происходило 
хрупкое разрушение из-за ударов дискретных 
твердых частиц по нанесенным покрытиям. 
Очевидно, что увеличение вязкости разруше-
ния полезно для повышения эрозионной изно-
состойкости. В настоящем исследовании уточ-
нение микроструктуры и фазовое превращение 
из твердого M7(C, B)3 в относительно мяг- 
кий M23(C, B)6 после добавления Мо и МоS2  
в покрытие из сплава на основе аустенитных 
сталей помогают повысить износостойкость. 
Кроме того, упрочнение твердого раствора, вы-
званное затвердеванием Мо, ухудшает вязкость 
разрушения из-за увеличения искажения кри-
сталлической решетки. Следовательно, абра-
зивная износостойкость повышается с увели- 
чением добавления Мо от 0 до 5 мас. %, что 
объясняется увеличением размера зерна, упроч- 
нения и размягчения второй фазы выше, чем 
упрочнение твердого раствора. Однако, когда 
добавка Мо достигает 7 мас. %, увеличивающе-
еся упрочнение твердого раствора и уменьша-
ющееся упрочнение размера зерна снижа- 
ют абразивную износостойкость, и резуль- 

тат даже меньше, чем у покрытия с добавлени-
ем 3 мас. % Мо. 

 
ВЫВОДЫ 
 
1. На низкоуглеродистую сталь методом 

плазменного напыления с последующим оплав-
лением плазмой наносили четыре вида покры-
тий из сплава на основе аустенитных сталей без 
или с 3–7 мас. % Мо и 1,0–1,5 мас. % МоS2. 
Изучено влияние добавления Мо на микро-
структуру, механические свойства покрытия из 
сплава на основе аустенитных сталей.  

2. Покрытия на основе аустенитных сталей  
с 0–3 мас. % Мо и 1,0–1,5 мас. % МоS2 имеют 
гипоэвтектическую структуру. При увеличении 
добавления Мо до 5 и 7 мас. % может быть полу-
чена гиперэвтектическая структура. Элемент Мо 
распределяется в основном в (Fe, Cr)-обогащен- 
ных соединениях и карбидах молибдена. 

3. Не содержащее Mo покрытие на основе 
аустенитных сталей состоит из фаз (Fe), M7(C, 
B)3 и (Fe, Cr)2B. Добавление 3–7 мас. % Мо и 1,0–
1,5 мас. % МоS2 способствует образованию фаз 
M23(C, B)6 и Mo2(B, C) и Fe3Mo3(C, B), за ис-
ключением тех, которые существуют в покры-
тии, не содержащем Mo, и улучшает его микро-
структуру. Тончайшая микроструктура может 
быть получена с добавлением 5 мас. % Мо. 

4. При добавлении Мо от 0 до 5 мас. % 
можно получить очевидное увеличение твердо-
сти. Когда добавка Мо достигает 7 мас. %, 
твердость уменьшается.  
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5. Добавление Мо и МоS2 может повысить 
абразивную износостойкость покрытия из спла- 
ва на основе аустенитных сталей. Наивыс- 
шая стойкость к абразивному износу может 
быть достигнута в покрытии с добавлени- 
ем 5 мас. % Мо. 
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Реферат. Одним из наиболее эффективных методов лечения внутрисосудистых образований в настоящее время явля-
ется применение ступенчатых ультразвуковых волноводных систем трубчатого типа (концентраторов-волноводов)  
с полым сферическим наконечником. Его наличие обеспечивает возможность подачи жидких сред в зону дислока- 
ции внутрисосудистого образования с целью дополнительного кавитационного воздействия, а также максимально 
эффективное разрушение внутрисосудистых образований за счет виброударного воздействия. При существующих 
особенностях методов формообразования для получения полого сферического наконечника концентратора-волновода 
целесообразно использовать методы пластического деформирования – раздачу и обжим. В статье представлены  
результаты предварительного расчета, численного моделирования и экспериментальных исследований процессов 
формообразования наконечника концентратора-волновода раздачей и обжимом. На основе метода конечных элемен-
тов в среде программного комплекса ABAQUS выполнено моделирование операций раздачи и обжима трубной заго-
товки, позволившее: оценить напряженно-деформированное состояние деформируемого конического участка заго-
товки, изменение толщины стенки в процессе формоизменения и рассчитать длину заготовки для оформления кони-
ческого участка; установить закономерности влияния геометрических параметров на силовые режимы процесса 
раздачи; установить параметры режимов формообразования наконечника концентратора-волновода методом раздачи 
и обжима, обеспечивающие формирование требуемой геометрии. Полученные результаты предварительного расчета, 
численного моделирования и экспериментальных исследований процессов формообразования наконечника концен-
тратора-волновода раздачей и обжимом имеют схожие значения, что подтверждает корректность использования как 
метода предварительного расчета, так и численного моделирования при разработке технологии изготовления концен-
тратора-волновода. 
 

Ключевые слова: трубчатый концентратор-волновод, внутрисосудистые образования, сферический наконечник, 
пластическая деформация, формообразование раздачей и обжимом 
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Abstract. One of the most effective methods of treating intravascular formations at present is the use of stepped ultrasonic 
waveguide systems of a tubular type (concentrators-waveguides) with a hollow spherical tip, the presence of which makes  
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it possible to supply liquid media to the dislocation zone of an intravascular formation with the aim of additional cavitation 
effect and as efficiently as possible. destroy intravascular formations due to vibration impact. Based on the results of the ana- 
lysis on the features of the existing shaping methods for obtaining a hollow spherical tip of the concentrator-waveguide,  
it is advisable to use methods of plastic deformation – expansion and crimping. The paper presents results of preliminary cal-
culations, numerical modeling and experimental studies of tip shaping processes of the concentrator-waveguide by distribu-
tion and crimping. On the basis of the finite element method in the environment of the ABAQUS software package, modeling 
of the expansion and crimping of a pipe billet was carried out, which has made it possible to: evaluate the stress-strain state  
of the deformable conical section of the billet, the change in wall thickness during the forming process and calculate the 
length of the billet for the design of the conical section; to establish the patterns of the influence of geometric parameters  
on the power modes of the distribution process; to set the parameters of the modes of forming the tip of the concentrator-
waveguide by the method of distribution and crimping, which ensure the formation of the required geometry. The obtained 
results of preliminary calculation, numerical modeling and experimental studies of tip shaping processes of the concentrator-
waveguide by distribution and crimping have similar values, which confirms the correctness of using both the method of  
preliminary calculation and numerical modeling in the development of the technology for manufacturing the concentrator-
waveguide. 
 

Keywords: tubular concentrator-waveguide, intravascular formations, spherical tip, plastic deformation, shaping by distribu-
tion and crimping 
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Введение 
 

Тромбозы кровеносных сосудов являются 
одной из главных причин смертности и инва-
лидизации населения всего мира [1]. От тром-
бозов ежегодно умирает один из 250 человек, 
живущих на земле, несмотря на большое коли-
чество лекарственных препаратов, созданных 
для лечения этого заболевания [2, 3]. В Бело-
русском национальном техническом универ- 
ситете разработана принципиально новая кон-
струкция ультразвуковой волноводно-катетер- 
ной системы для устранения непроходимости 
кровеносных сосудов, основанная на исполь- 
зовании в ней концентратора-волновода ново- 
го поколения, а именно – ступенчатого кон- 
центратора-волновода трубчатого типа (далее – 
концентратора-волновода). Эффект разруше- 
ния тромбов/бляшек осуществляется за счет 
применения кавитационной струи жидко- 
сти, которая формируется путем инфузион- 
ной подачи через внутреннюю полость кон- 
центратора-волновода на его дистальную часть 
одновременно с ультразвуковым воздейст- 
вием [4]. 

Для обеспечения максимального эффекта 
разрушения внутрисосудистых образований пу- 
тем виброударного воздействия при ультра- 
звуковых колебаниях на дистальной части кон- 
центратора-волновода [5] сформирован рабо-
чий сферический наконечник, имеющий три 
поперечных и центральное осевое отвер- 
стия (рис. 1). 

 

Рис. 1. Проксимальная, дистальная части  
и рабочий наконечник концентратора-волновода 

 

Fig. 1. Proximal, distal parts and working tip  
of concentrator-waveguide 

 

Статье посвящена исследованию процесса 
формообразования сферического наконечни- 
ка концентратора-волновода на основе мето- 
дов пластического деформирования: с раздачей 
конца дистальной части трубчатой ступенчатой 
заготовки в форму на длину будущего сфериче-
ского наконечника и дальнейшим обжимом для 
придания ему сферической формы. В [6] прове-
ден анализ существующих методов изготов- 
ления подобных концентраторов-волноводов,  
в том числе и формообразование методами 
пластического деформирования. 

 

Предварительный расчет  
промежуточных диаметров  
при раздаче и обжиме 
 

Раздача – формоизменяющая операция для 
увеличения периметра трубной заготовки рас-
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тяжением изнутри в радиальном направле- 
нии пуансоном. Обжим – сужение поперечного 
сечения концевой части трубной заготовки в 
радиальном направлении в матрице путем об-
жатия материала снаружи и уменьшения диа-
метра (рис. 2). 

 

а b 

  
 

Рис. 2. Схема формообразования рабочего наконечника 
концентратора-волновода: а – раздача трубки  

на требуемые диаметр и длину; b – обжим в сферу 
 

Fig. 2. Scheme of working tip shaping  
of concentrator-waveguide: a – distribution of tube  

to the required diameter and length; b – crimp into a sphere 
 

Возможность деформирования заготовки за 
одну операцию определяется коэффициентом 
раздачи Кр 

 

Dр = КрD,                          (1) 
 

где Dр – наибольший диаметр после раздачи;  
D – исходный диаметр заготовки. 

Предельный коэффициент раздачи регла-
ментируется одним из двух видов потери 
устойчивости – складкообразованием в основа-
нии заготовки или появлением шейки в одном 
или одновременно нескольких участках кром- 
ки деформированной части заготовки, приво-
дящей к образованию трещины [7]. Рекоменду-
емый коэффициент раздачи для стали состав- 
ляет 1,05–1,15 [8].  

Деформированное состояние при раздаче 
неоднородно по очагу деформации и изменяет-
ся в зависимости от соотношения радиального 
и окружного нормальных напряжений. Зона 
утолщения стенки мала по сравнению с зоной 
утонения. Поэтому с некоторым приближением 
можно считать, что в очаге деформации при 
раздаче стенка только утоняется. Наимень- 
шая толщина стенки формируется на ее кромке 
и определяется по формуле [7] 

 

p
р

1
,s s

К
                           (2) 

 

где sр – толщина стенки после раздачи; s – тол-
щина стенки исходной заготовки. 

Для формирования сферического наконеч-
ника из трубки диаметром 1,0 мм требует- 
ся предварительная раздача заготовки до диа-
метра 1,35–1,37 мм (с учетом припуска под по-
следующие операции финишной обработки). 
Для выполнения этой операции необходимо 
использование пуансонов нескольких типораз-
меров. Обжим заготовки после раздачи в вы-
пуклую сферическую форму необходимо про-
изводить в матрице с радиусом закругле- 
ния 0,65–0,70 мм. При этом осевое перемеще-
ние матрицы выполняется с таким условием, 
чтобы в сферическом наконечнике оставалось 
центральное отверстие диаметром 0,5 мм. 

Количество переходов, необходимых для раз-
дачи трубчатой заготовки диаметром 1,00 мм 
до диаметра 1,36 мм, оценивалось с исполь- 
зованием коэффициента раздачи Kp по фор- 
муле (1). Для расчетов принимали значе- 
ния Kp = 1,11–1,12. Расчет толщины стенки вы-
полняли по (2). Диаметры пуансонов опреде- 
ляли как разность диаметра Dр и толщи- 
ны стенки sp. Результаты расчетов приведены  
в табл. 1. 

 

Таблица 1 
Результаты расчета диаметров пуансонов и толщины стенки 

 

Calculation results of  punch diameters and wall thickness 
 

Переход 
Коэффициент 
раздачи Кр 

Диаметр  
Dр, мм 

Толщина  
стенки sp, мм 

Наружный диаметр 
Dнар, мм 

Внутренний диаметр  
(диаметр пуансона) dп, мм 

Исходный – 0,750 0,250 1,000 0,500 
1 1,11 0,833 0,237 1,070 0,596 
2 1,12 0,932 0,224 1,156 0,708 
3 1,11 1,035 0,213 1,248 0,822 
4 1,12 1,159 0,201 1,360 0,958 
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Второй этап формирования сферического 
наконечника заключался в обжиме с помощью 
сферического пуансона. Предельная дефор- 
мация при обжиме труб ограничивается поте-
рей устойчивости заготовки, что имеет место 
при sр/Dр  0,025 [8]. При sр = 0,201 мм и Dр =  
= 1,159 мм – sр/Dр = 0,173; соответственно об-
жим можно проводить за один проход с ис-
пользованием сферического пуансона необ- 
ходимого радиуса закругления. 

 

Моделирование процессов  
формообразования наконечника  
концентратора-волновода 
 

Для оценки размерных параметров трубной 
заготовки при раздаче на разных этапах и при 
формировании сферической части обжимом 
выполнено численное моделирование процес-
сов формообразования. Использована упруго-
пластическая модель деформации материала  
в формулировке конечно-элементной схемы 
решения задачи в виде метода перемещений, 
где искомыми считаются упругие перемещения 
деформированного тела [9]. 

Расчет выполнен с использованием про-
граммного комплекса ABAQUS 6.14 (модуль 
ABAQUS/STANDARD), предназначенного для 
решения инженерных задач конечно-элемент- 

ного анализа (статика, динамика, теплопереда-
ча) в совокупности с контактными взаимодей-
ствиями и нелинейными свойствами материа-
лов, основанного на неявной схеме интегриро-
вания в статической постановке для плоской 
осесимметричной модели (смоделировано про-
дольное сечение концентратора-волновода). 
При моделировании этапов раздачи учтено, что 
трубная заготовка подвергается отжигу перед 
каждым этапом деформирования. Для каждого 
последующего этапа раздачи принята геомет-
рия, полученная при расчете предыдущего эта-
па. Для учета обратного пружинения после эта-
па формообразования пуансон извлекается из 
трубной заготовки, затем проводится фикса- 
ция толщин и диаметров. В качестве примера 
на рис. 3 приведены результаты моделирования 
первого этапа раздачи.  

Изображения продольных сечений загото-
вок после четырех проходов раздачи представ-
лены на рис. 4. На сечениях указаны смоде- 
лированные численные значения толщины 
стенки по длине заготовки. В табл. 2 приведе- 
ны величины толщины стенки и наружного 
диаметра возле кромки заготовки после пере-
ходов раздачи, полученные по результатам мо-
делирования. 

 

 
 

Рис. 3. Результаты моделирования первого этапа раздачи 
 

Fig. 3. Results of modeling the first stage of distribution 
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 а    b c d 

    
 

 

Рис. 4. Изменение размеров заготовки в процессе раздачи для переходов: а – 1; b – 2; c – 3; d – 4 
 

Fig. 4. Changing workpiece size in the process of distribution for the transition: а – 1; b – 2; c – 3; d – 4 

 
Таблица 2 

Толщина стенки и наружный диаметр возле кромки 
заготовки после переходов раздачи, полученные  

по результатам моделирования 
 

Values of wall thickness and outer diameter near the edge 
of the workpiece after transitions of expansion,  

obtained from the results of modeling 
 

Переход 
Толщина  

стенки s, мм 
Наружный  

диаметр Dнар, мм 

Исходный 0,252 1,00 

1 0,224 1,13 

2 0,216 1,15 

3 0,198 1,27 

4 0,185 1,38 

 
Далее представлены результаты численного 

моделирования процесса формирования обжи-
мом сферического наконечника концентратора-
волновода. Расчетная схема с указанием гео-

метрических параметров конструкции показана 
на рис. 5.  

 
 

Рис. 5. Расчетная схема моделирования процесса  
формирования сферического наконечника  

концентратора-волновода с указанием толщины стенки 
 

Fig. 5. Calculation scheme for modeling the process  
of forming a spherical tip of a concentrator-waveguide  

with an indication of wall thickness 
 

В табл. 3 приведены основные параметры 
процесса формирования наконечника трубчато-
го волновода на различных этапах деформации. 

 

Таблица 3 
Основные параметры процесса формирования наконечника трубчатого концентратора-волновода 

 

Main parameters of  the process for forming tip of the tubular concentrator-waveguide 
 

Переход 
Длина, мм Изменение  

длины, мм 
Максимальное 
усилие, Н 

Диаметр, мм 

исходная конечная исходный конечный 

1 8,000 7,872 0,128 35,8 1,00 1,13 

2 7,872 7,830 0,052 40,3 1,13 1,15 

3 7,830 7,676 0,154 78,2 1,15 1,27 

4 7,676 7,506 0,170 98,4 1,27 1,38 

Обжим 7,506 6,496 1,010 311,5 1,38 1,38 
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Материалы, оборудование  
и методы проведения  
экспериментальных исследований 
 

Заготовками для изготовления эксперимен-
тальных образцов раздаточных пуансонов слу-
жили прутки из быстрорежущейся стали Р6М5 
(dп1 = 0,63 мм; dп2 = 0,72 мм; dп3 = 0,86 мм;  
dп4 = 0,99 мм).  

Раздачу и обжим проводили на настольном 
микропрессе MP 120 Proxxon. В качестве смаз-
ки использовали натриевое мыло. Раздача труб- 
чатой заготовки происходила на глубину 3 мм  
с предварительным отжигом при температуре 
нагрева перед каждым переходом до 1100 оС  
с охлаждением на воздухе. Диаметр участка 
раздачи контролировали с помощью микромет-
ра. Для получения сферического наконечника 
выполняли обжим трубчатой заготовки с ис-
пользованием специальной матрицы с закруг-
ленным обжимным отверстием. 

Для контроля формирующегося профиля 
после раздачи трубчатые заготовки ориентиро-
вались в горизонтальной плоскости. Затем об-
разцы запрессовывались в термопластичную 
полимерную форму на электрогидравлическом 
прессе ECOPRESS 100. Запрессованные образ-
цы шлифовались на программируемом шлифо-
вально-полировальном станке. Контроль раз-
меров     продольного  и  поперечного  профилей  

образцов проводили на металлографическом 
микроскопе «Альтами МЕТ 1Т». 

 

Результаты экспериментальных  
исследований 
 

Для измерения диаметра и толщины стенки 
заготовки после каждого из переходов раздачи 
были сделаны микрофотографии сечений ис-
ходного и деформированных образцов (рис. 6), 
а также продольного сечения сферического 
наконечника после обжима (рис. 7). 

В табл. 4 представлены результаты измере-
ний толщины стенки и диаметров полученных 
заготовок после каждого перехода раздачи.  

По результатам измерения толщины стенки 
в зоне обжима установлено уменьшение ее 
толщины с 0,181 до 0,135 мм. 

Для сопоставления данных, полученных в 
результате предварительного расчета, числен-
ного моделирования и экспериментальных ис-
следований процесса раздачи, построены зави-
симости, характеризующие изменение толщи-
ны стенки заготовки от ее наружного диамет- 
ра (рис. 8). Представленные зависимости имеют 
схожий характер, что подтверждает коррект-
ность использования как метода предваритель-
ного расчета, так и численного моделирования 
при разработке технологии изготовления сфе-
рического наконечника концентратора-волно- 
вода методом раздачи и обжима. 

 

а b c d f 

     
 

Рис. 6. Сечения исходного образца и образцов после каждого из переходов (40):  
а – поперечное сечение исходного образца; b, с, d, f – переходы 1, 2, 3, 4 соответственно 

 

Fig. 6. Sections of original sample and samples after each transition (40):  
a – cross section of  original sample; b, с, d, f – transitions 1, 2, 3, 4 respectively 

Таблица 4 
Результаты измерений профиля продольного сечения образцов 

 

Measurements results of  sample longitudinal section profile 
 

Переход 
Внутренний диаметр  

(диаметр пуансона) dп, мм 
Толщина  

стенки sp, мм 
Наружный  

диаметр Dнар, мм 
Коэффициент  
раздачи Кр 

Исходный 0,494 0,248 0,990 – 
1 0,632 0,231 1,094 1,16 
2 0,722 0,224 1,170 1,10 
3 0,863 0,206 1,275 1,13 
4 0,989 0,181 1,351 1,09 
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Рис. 7. Продольное сечение  
сферического наконечника (40) 

 

Fig. 7. Longitudinal section of spherical tip (40) 
 

                   0,8      0,9      1,0       1,1      1,2      1,3  Dнар, мм  1,5     
 

Рис. 8. Зависимости изменения толщины стенки заготовки 
от ее наружного диаметра в процессе раздачи,  
полученные в результате расчета, численного  

моделирования и экспериментальных исследований 
 

Fig. 8. Dependences of change in wall thickness  
of workpiece on its outer diameter in the process  
of expansion, obtained as a result of calculation,  
numerical modeling and experimental research 

 
Результаты экспериментальных  
исследований процессов раздачи  
и обжима с вращением пуансона  
и матрицы 
 

В качестве альтернативного способа получе-
ния наконечника концентратора-волновода рас-
смотрена схема раздачи с вращением пуансона  
и обжима с вращением матрицы. Недостаток та-
кой схемы – невозможность достижения тре- 
буемого класса шероховатости и точности [10]. 
При этом преимуществом является просто- 
та технологической оснастки для его реали- 
зации. 

Исследовали силовые характеристики про-
цесса раздачи и обжима с вращением пуансо- 
на и матрицы. Раздачу и обжим выполняли  
с применением настольного вертикально-свер- 
лильного станка PROMA E-1516B/230. Трубча-
тую заготовку фиксировали в приспособлении, 
которое устанавливали на настольные весы на 
столике вертикально-сверлильного станка. Пу-
ансоны для раздачи и матрицу обжима закреп-
ляли в трехкулачковом патроне станка. Усилие 
раздачи оценивалось по максимальному значе-
нию показания весов в процессе раздачи и об-
жима. Для определения оптимальных режимов 
раздачи и обжима производили контроль уси-
лия раздачи при различных значениях частоты 
вращения шпинделя станка . Частота  регу-

лировалась с помощью коробки скоростей стан-
ка, где изменялось передаточное отношение ре-
дуктора. Результаты измерения усилий раздачи и 
обжима представлены в табл. 5. 

 

Таблица 5 
Результаты измерения усилий раздачи и обжима 

 

Results of measuring forces of distribution and crimping 
 

Режим Усилие, Н, при частоте вращения  
пуансона , об/мин  

580 970 1280 1410 2270 
 Раздача, переход 1 29,02 29,31 20,69 26,72 29,02 
 Раздача, переход 2 27,87 28,16 22,98 31,32 27,29 
 Раздача, переход 3 29,31 29,31 24,13 30,45 25,28 
 Раздача, переход 4 29,59 31,89 28,16 36,20 31,32 
 Обжим 27,58 24,71 24,42 23,85 25,28 

 
При частоте вращения пуансона ме- 

нее 580 об/мин происходит потеря устойчивости 
трубчатой заготовки из-за превышения пре- 
дельного усилия раздачи, более 2270 об/мин –
интенсивный износ и нагрев трубчатой заго-
товки, в результате чего происходят значитель-
ное утонение стенки и разрыв при небольших 
усилиях раздачи. 

На рис. 9 представлены зависимости изме-
нения усилия раздачи трубчатой заготовки от 
частоты вращения пуансона с диаметра 1,00 мм 
на диаметр 1,36 мм при раздаче и дальнейшем 
обжиме. Как видно из зависимости, при раздаче 
трубчатой заготовки наиболее приемлемым явля-
ется режим с частотой вращения 1280 об/мин, 
при котором достигаются наименьшие значе-
ния усилия раздачи на всех переходах. Опти-
мальный режим обжима трубчатой заготовки 
обеспечивается при частоте вращения матри- 
цы 1410 об/мин. 

 

 
          0            500          1000        1500         2000        2500 

      Частота вращения пуансона, об/мин 
    

Рис. 9. Изменение усилия деформирования трубчатой 
заготовки при раздаче (1–4 переходы) и обжиме 

 

Fig. 9. Change in deformation force of tubular billet  
during expansion (1–4 transitions) and crimping 
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ВЫВОДЫ 
 

1. На основе метода конечных элементов  
в среде программного комплекса ABAQUS вы-
полнено моделирование операций раздачи и 
обжима трубной заготовки, позволившее: оце-
нить напряженно-деформированное состояние 
деформируемого конического участка заготов-
ки, изменение толщины стенки в процессе 
формоизменения и рассчитать длину заготовки 
для оформления конического участка; устано-
вить закономерности влияния геометрических 
параметров на силовые режимы процесса раз-
дачи; установить параметры режимов формо-
образования наконечника концентратора-вол- 
новода методом раздачи и обжима, обеспечи-
вающие формирование требуемой геометрии. 

2. Полученные результаты предварительно-
го расчета, численного моделирования и экспе-
риментальных исследований процессов формо-
образования наконечника концентратора-вол- 
новода раздачей и обжимом имеют схожие  
значения, что подтверждает корректность ис-
пользования как метода предварительного рас-
чета, так и численного моделирования при  
разработке технологии изготовления концент- 
ратора-волновода. 
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Эволюция микроструктуры и механических свойств  
наноструктурированных пленок NiFe  
под действием температурной обработки 
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    Belarusian National Technical University, 2021 
 
Реферат. Наноструктурированные пленки NiFe были синтезированы методом импульсного электролитического  
осаждения на кремнии с золотым подслоем, после чего подвергались температурной обработке при 373–673 К  
с целью изучения влияния термообработки на микроструктуру и механические свойства объектов исследования. 
Атомно-силовая микроскопия высокого разрешения позволила проследить этапы эволюции микроструктуры под 
действием термической обработки, включающие процесс нелинейного увеличения роста зерен и двухстадийную аг-
ломерацию. Показано, что с ростом температуры термообработки до 673 К размер зерна увеличивается с 68 до 580 нм 
по сравнению с исходным образцом, претерпевая процессы агломерации при температурах 100 и 300 °C. Механиче-
ские свойства наноструктурированных пленок NiFe изучены методом наноиндентирования. Получены и проанализи-
рованы зависимости твердости модуля Юнга и значений сопротивления упругопластической деформации от глуби-
ны. Данный подход позволил выявить различия в поведении механических свойств поверхностного слоя и внутреннего 
объема пленки под действием различных температур термообработки, а также продемонстрировать противоположную 
реакцию разных слоев материала на повышение температуры. В результате анализа деформационных кривых наноинден-
тирования установлено, что гомогенизация поверхности в сочетании с активацией процессов окисления приводят  
к упрочнению приповерхностного слоя пленок NiFe. В то же время внутренний объем материала характеризуется нели-
нейным уменьшением твердости и модуля Юнга при росте температуры термообработки. Объяснение этого явления 
найдено в комплексном влиянии уменьшения количества межзеренных границ (вследствие увеличения среднего размера 
зерен с повышением температуры) и увеличения концентрации атомов золота, диффундирующих из подслоя более ак-
тивно при росте температуры обработки пленок NiFe. 
 

Ключевые слова: импульсное электроосаждение, термическая обработка, окисление, микроструктура поверхности, 
твердость, модуль Юнга, упругопластическая деформация 
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Evolution of Microstructure and Mechanical Properties  
of Nanostructured NiFe Films under Influence of Heat Treatment 
 
V. M. Fedosyuk1) 
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Abstract. Nanostructured NiFe films were synthesized by pulsed electrolytic deposition on silicon with a gold sublayer, after 
which they have been subjected to to temperature treatment at 373-673 K in order to study the effect of heat treatment on the 
microstructure and mechanical properties of the objects under study. High-resolution atomic force microscopy has made it 
possible  to trace the stages of  microstructure evolution under the  influence of  heat treatment, including the process of  nonlinear 
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increase in grain growth and two-stage agglomeration. It is shown that with an increase in heat treatment temperature to 673 K,  
the grain size increases from 68 to 580 nm in comparison with the initial sample, undergoing agglomeration processes at tem-
peratures of  100 and 300 °C. The mechanical properties of nanostructured NiFe films have been studied by the nanoindenta-
tion method. The dependences of the hardness of Young’s modulus and the values of the resistance to elastoplastic defor-
mation on depth have been obtained and analyzed in the paper. This approach has permitted to reveal differences in the beha- 
vior of the mechanical properties of the surface layer and the internal volume of the film under the action of different heat 
treatment temperatures, as well as to demonstrate the opposite reaction of different material layers to an increase in tempera-
ture. As a result of a thorough analysis of the deformation curves of nanoindentation, it has been found that the homogeniza-
tion of the surface in combination with the activation of oxidation processes leads to the strengthening of near-surface layer of 
NiFe films. At the same time, the internal volume of the material is characterized by a nonlinear decrease in hardness and 
Young’s modulus with an increase in the heat treatment temperature. The explanation for this phenomenon has been found  
in the complex effect of a decrease in the number of grain boundaries (due to an increase in the average grain size with  
increasing temperature) and an increase in the concentration of gold atoms diffusing from the sublayer more actively with an 
increase in the processing temperature of NiFe films. 
 

Keywords: pulse electrodeposition, heat treatment, oxidation, surface microstructure, hardness, Young’s modulus, elasto-
plastic deformation 
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Введение 
 
Магнитомягкие пленки сплава NiFe, или 

пермаллоя, находят широкое применение бла-
годаря оптимальному балансу электрических, 
магнитных и механических свойств [1–3]. Плен-
ки пермаллоя широко используются в качестве 
функциональных магнитных материалов в дат-
чиках магнитного поля (эффекты гигантского  
и аморфного магнитосопротивления) [4, 5],  
устройствах магнитной записи [6], а также ма-
териала для элементов спинтроники и электро-
магнитных экранов для защиты функциональ-
ной электроники от постоянных магнитных по-
лей и электромагнитных излучений [7]. Сплавы 
NiFe также обладают хорошей коррозионной 
стойкостью [8], адгезией к различным типам 
подложек [6, 8] и высокими механическими 
свойствами (твердость в макро- и наномасшта-
бе, модуль упругости, износо- и трещиностой-
кость, сопротивление пластической деформа-
ции) [9]. Благодаря сказанному выше пермал-
лои с высоким содержанием никеля являют- 
ся прекрасным материалом для использования 
в качестве функционального покрытия, обеспе-
чивающего как механическую защиту, так и 
защиту от электромагнитных и магнитных  
полей.  

Метод электролитического осаждения счи-
тается привлекательным по ряду причин: невы-
сокая стоимость оборудования и расходных 
материалов, простота управления структурой  

и составом в процессе синтеза, возможность 
нанесения на детали сложной формы (что осо-
бенно актуально при необходимости наносить 
защитные покрытия на деталь без усложнения 
конструкции). Однако все еще не до конца ре-
шенной задачей для осажденных электроли- 
тически пленок являются высокие внутренние 
напряжения, которые тем больше, чем толще 
пленка и сложнее форма подложки. Внутрен-
ние напряжения могут ухудшить не только ме-
ханические характеристики, но и магнитные и 
электрические свойства.  

Существует ряд способов уменьшения внут- 
ренних напряжений в электроосажденных 
пленках. Например, уменьшение плотности то-
ка уменьшает напряжения в системе NiFe [10], 
однако одновременно изменяется структура, 
падает скорость роста пленки и содержание 
железа в сплаве. Имеются специально разрабо-
танные добавки к электролиту, которые спо-
собны влиять на структуру сплава в процессе 
синтеза, снижая внутренние напряжения [11]. 
Изменение концентрации основных компонен-
тов также используется для снятия напряжения. 
Например, для увеличения подвижности ионов 
металла во время осаждения сплава NiFe и в  
то же время скорости роста пленки в состав 
электролита может быть добавлен NiCl. Авто-
ры [12] показали, что чрезмерная концентрация 
ионов хлора в растворе приводит к образова-
нию сплава с низкой коэрцитивной силой и вы-
сокими внутренними напряжениями.  
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Наиболее перспективным способом умень-
шения внутренних напряжений остается терми-
ческая обработка [13–15], но на воздухе она 
активирует поверхностное окисление метал- 
лов. Считается, что слой естественного оксида 
не влияет на механические свойства [16, 17]. 
Однако в отдельных работах показано, что спе-
циально созданный оксидный слой может не 
только упрочнять, но даже выполнять функцию 
износостойкого квазипокрытия [18]. Анализ 
литературы выявил, что нет глубоких исследо-
ваний в области влияния оксидного слоя, полу-
чаемого в процессе термической обработки, на 
механические свойства пленок NiFe. Кроме то-
го, отсутствуют исследования, позволяющие 
разделить влияние термообработки на поверх-
ностный слой и внутренний объем покры- 
тий NiFe. 

Цель исследований – изучение влияния 
термической обработки на микроструктуру и 
механические свойства пленок NiFe, нанесен-
ных на Si с подслоем Au. Был выбран темпера-
турный диапазон от 373 до 673 К, поскольку, 
согласно [18, 19], в этом диапазоне происхо- 
дят критические изменения механических и 
магнитных свойств. Термическая обработка 
при более высоких температурах приводит к 
изменениям кристаллической решетки [13–15] 
и полиморфным превращениям. Даже относи-
тельно низкие температуры могут положитель-
но влиять на твердость, модуль Юнга и сопро-
тивление упругопластической деформации. 
Кроме того, изучены различия в поведении по-
верхностного слоя и внутреннего объема мате-
риала, объяснена их противоположная реакция 
на температурную обработку. 

 
Материалы и методы исследований 
 
Пленки NiFe были получены методом элек-

тролитического осаждения. В качестве подлож-
ки для осаждения пленок NiFe использовался 
монокристаллический кремний кристаллогра-
фической ориентации (100). Для обеспечения 
проводимости подложки, требуемой для элек-
троосаждения, на кремний магнетронным ме-
тодом наносили слой золота толщиной 100 нм. 
Состав электролита, используемого для получе-

ния пленок, представлен в табл. 1. Уровень pH 
раствора поддерживался в диапазоне 2,3–2,5,  
а температура – в пределах (32  1) °С. 

 
Таблица 1 

Состав электролита для получения пленки NiFe 
 

Electrolyte composition for NiFe film production 
 

Компонент Концентрация, г/л 

NiSO4 210 

MgSO4 60 

FeSO4 15 

NiCl2 20 

H3BO3 30 

C7H5NO3S 1 

 
Для формирования зеренной структуры плен- 

ки использовалось импульсное электроосажде-
ние. Малая длительность импульса (10–3 с) при-
водит к образованию материала с мелким раз-
мером зерна [20, 21]. Это связано с тем, что 
зерна зарождаются и растут в течение времени 
импульса (10−3 с), и процесс роста останавлива-
ется после окончания подачи тока. Плотность 
тока при осаждении 25 мА/см2, время осажде-
ния 300 с (150 с без учета пауз). Общая толщи-
на пленки NiFe 600 нм. Все образцы получали 
на одной Si-пластине за один цикл осаждения. 
Перед термообработкой пластину разделяли на 
отдельные образцы. Термообработку проводили 
при температурах 373, 473, 573, 673 К на воз- 
духе. Образцы нагревали со скоростью 100 К/ч, 
выдерживали при максимальной температуре  
в течение 1 ч, и затем естественным образом 
они охлаждались до комнатной температуры. 

Состав полученной пленки оценивали мето-
дом рентгеновского энергодисперсионного мик-
роанализа на анализаторе AZtecLive Advanced 
with Ultim Max 40 (Oxford Instruments), явля- 
ющемся дополнительным детектором на скани-
рующем электронном микроскопе. Микрострук-
туру исходного образца исследовали с помощью 
сканирующей электронной микроскопии на при-
боре Zeiss EVO 10 в режиме вторичных электро-
нов при ускоряющем напряжении 20 кВ.  
Изменение микроструктуры пленок после тем-
пературной обработки проводили с использо-
ванием режима атомно-силовой микроскопии 
на наноинденторе Triboindenter TI 950 Hysitron. 
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Исследования кристаллической структуры  
выполняли методом рентгеноструктурного ана- 
лиза на порошковом дифрактометре Empy- 
rean (PANalytical) на Cu-K-излучении в фоку-
сировке Брэгга – Брентано в диапазоне углов 2 =  
= (40о–100). Значения размеров областей ко- 
герентного рассеяния оценивали методом  
Вильямсона – Холла по всем присутствую- 
щим на рентгенограмме пикам от ГЦК твердого 
раствора.  

Исследование механических характеристик 
проводили с помощью наноиндентора Triboin- 
denter TI 950 Hysitron путем внедрения алмаз-
ной пирамиды Берковича с одновременной ре-
гистрацией кривых деформации. Глубина внед-
рения индентора варьировалась от 5 до 50 нм. 
Нагружение материалов осуществляли по схе-
ме «10–10» (нагружение 10 с, разгрузка 10 с). 
Калибровку наноиндентора выполняли непо-
средственно перед экспериментом, для чего 
использовали стандартный образец полирован-
ного плавленого кварца с известными постоян-
ными значениями твердости и модуля Юнга. 
Калибровку проводили в диапазоне глубин 
внедрения от 2 до 100 нм. Микромеханические 
свойства рассчитывали по методу Оливера – 
Фарра [22]. 

 

Результаты исследований  
и их обсуждение  
 

Изображение микроструктуры поверхности 
исходного образца NiFe представлено на рис. 1.  
Поверхность пленки имеет явно выраженную 
зеренную  структуру  со  склонностью к агломе- 

рации. Размеры зерен варьируются в диапазоне 
от 50 до 80 нм. Соотношение никеля и железа  
в составе полученной пленки исследовали  
с помощью энергодисперсионной рентгенов-
ской спектроскопии. Спектр, соответствую- 
щий исходному образцу, представлен на рис. 2. 
Установлено, что сплав содержит 75,9 ат. % ни- 
келя и 24,1 ат. % железа. 

С помощью метода рентгеновской дифрак-
ции установлено, что пленка NiFe представля- 
ет собой однофазный изоструктурный сплав, 
описывающийся кубической пространственной 
группой Fm3m (№ 225); параметр элементар-
ной ячейки а составил 3,567 Å, а размер обла-
сти когерентного рассеяния рентгеновских  
лучей 5 нм. Оценки, проведенные методом  
Уильямсона – Холла, показали, что основным 
фактором, обусловливающим сильные ушире-
ния рентгеновских пиков, является малый раз-
мер областей когерентного рассеяния.  

 

 
 

Рис. 1. Микроструктура исходной пленки NiFe,  
полученная с помощью сканирующей  

электронной микроскопии 
 

Fig. 1. Microstructure of initial NiFe film  
obtained using scanning electron microscopy 

 

 
 

Рис. 2. Рентгеновский энергодисперсионный спектр исходной пленки NiFe 
 

Fig. 2. X-ray energy dispersive spectrum of initial NiFe film 

      Спектр 48 
        Ат, % 
  Ni  75,9 
  Fe  24,1 
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Соответствующая рентгенограмма пред-
ставлена на рис. 3.  
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Рис. 3. Рентгенограмма исходной пленки NiFe 
 

Fig. 3. X-ray diffraction pattern of initial NiFe film 

 
Изображения микроструктуры поверхности 

исходной пленки NiFe и пленок после термооб-
работки при различных температурах показаны 
на рис. 4. Размер изображений – 1010 мкм2. 
Для каждого образца ниже добавлено увели-
ченное изображение характерного участка раз-
мером 33 мкм2. Изображения были получены 
сразу после синтеза или термообработки без 
удаления оксида. Анализ показал, что структу-
ра поверхности исходного образца наиболее 
однородна. Размеры зерен от 40 до 100 нм,  
средний – 67 нм. Следует также отметить, что 

нанометровые зерна формируют агломераты с 
характерными латеральными размерами поряд-
ка 200–600 нм, что, вероятно, является след-
ствием высокой поверхностной энергии нано-
размерных частиц.  

Агломерация становится более выражен- 
ной после температурной обработки при 373 К. 
Агломераты имеют размеры от 300 нм до 1 
мкм; каждый из них содержит несколько десят-
ков нанометровых зерен, что хорошо видно на 
верхнем увеличенном фрагменте рис. 4. На ниж-
нем фрагменте изображен очаг гомогенизации. 
Кроме агломерации зерен наблюдается увели-
чение их размеров. Так, средний размер зерна 
для пленки NiFe после температурной обработ-
ки при 373 К составил 93 нм. Динамика изме-
нения размера зерна и их агломерация схема-
тично показаны в нижней части рис. 4.  

При температуре термической обработ- 
ки 473 К процесс агломерации завершился  
и поверхность состоит из зерен со средним 
размером 131 нм, не демонстрирующих склон-
ности к объединению, т. е. они равномерно 
распределены по поверхности. 

При дальнейшем повышении температуры 
до 573 К начинается вторая стадия агломера-
ции, которая выглядит завершенной для образ-
ца после термообработки при 673 К. 

 
 

                           Исходный                                    

 
 

Рис. 4. Изображения микроструктуры поверхности исходной пленки NiFe и пленок после термической обработки  
при температурах 373, 473, 573 и 673 К 

 

Fig. 4. Images of surface microstructure of initial NiFe film and films after heat treatment  
at temperatures of  373, 473, 573 and 673 К 
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Пленка после термической обработки при 
температуре 573 К характеризуется большим 
разбросом размеров зерен (от 100 нм до 2 мкм), 
при этом средний размер составил 195 нм.  
Повышение температуры до 673 К приводит  
к значительному увеличению размера зерен  
до 580 нм. Таким образом, эволюция микро-
структуры пленок NiFe в процессе повышения 
температуры термической обработки до 673 К 
приводит к увеличению среднего размера зерна 
от 67 до 580 нм и включает двухстадийную агло-
мерацию.  

Результаты исследования механических 
свойств пленок NiFe с помощью метода наноин-
дентирования в виде зависимостей от глубины 
внедрения индентора представлены на рис. 5. 
Каждая точка на графиках изменения твердости 
и модуля Юнга является усредненным значени-
ем для трех-пяти измерений. Относительно вы-
сокая погрешность измерения (в некоторых 
случаях около 10 %) связана со значительным 
различием механического отклика материа- 
ла при прохождении индентора через границу  
и центр зерна. Твердость (рис. 5а) и модуль 
Юнга (рис. 5b) – два основных параметра, ко-
торые характеризуют механические свойства ма-
териалов.  А  улучшение  этих  свойств  остается  

актуальной задачей материаловедения. Однако 
следует отметить, что важно не столько увели-
чение отдельных показателей, сколько оптималь-
ный баланс твердости и упругости. По этой  
причине широко используется соотношение 
твердости и модуля Юнга (H/E) (рис. 5с), кото-
рое характеризует устойчивость материала при 
упругопластической деформации. Максималь-
но возможное значение сопротивления упруго-
пластической деформации (H/E = 0,1) пока не 
было достигнуто для реальных материалов. 

Результаты наноиндентирования показыва-
ют, что термическая обработка может оказы-
вать противоположное влияние на поверх- 
ностный слой и внутренний объем материала. 
Анализ графиков подтверждает, что твердость 
и модуль Юнга исходного образца на поверх-
ности и в объеме достаточно близки: H =  
= (8,64  0,63) ГПа и E = (183,6  8,0) ГПа  
на глубине 10 нм и H = (7,51  0,52) ГПа  
и E = (196,8  74,0) ГПа на глубине 50 нм.  
Повышение температуры термообработки  
до 673 К приводит к нелинейному увеличению 
модуля Юнга до (256,1  9,3) ГПа и твердости 
до (11,1  0,68) ГПа на поверхности (10 нм)  
и одновременному уменьшению этих парамет-
ров в объеме пленки: на глубине 50 нм  
E = (165,1  9,3) ГПа и H = (5,88  0,58) ГПа.  
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Рис. 5. Механические свойства пленок NiFe в зависимости  
от глубины внедрения и температуры термообработки с учетом:  

а – твердости; b – модуля Юнга;  
с – сопротивления пластической деформации 

 

Fig. 5. Mechanical properties of NiFe films depending  
on the penetration depth and heat treatment temperature  
taking into account: а – hardness; b – Young's modulus;  

с – plastic deformation resistance 
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Отношение H/E (рис. 5с), или сопротивле-
ние упругопластической деформации, проде-
монстрировало тенденцию к уменьшению для 
всех пленок NiFe. При этом следует отметить, 
что максимальное значение H/E на поверхности 
наблюдается для пленки, прошедшей термооб-
работку при 373 К (0,057), а минимальное –  
у пленки после самой высокотемпературной тер-
мообработки (0,042). Рассматривая полученные 
на глубине 50 нм значения соотношения Н/Е, 
можно отметить, что температурная обработка 
при Т  475 K не приводит к изменению сопро-
тивления пластической деформации в объеме 
материала: H/E = 0,037–0,038. Повышение темпе-
ратуры до 573 К уменьшает величину соотноше-
ния твердости и модуля Юнга до 0,035.  

Описанное выше сложное поведение меха-
нических характеристик пленок NiFe может 
быть объяснено комплексным конкурирующим 
влиянием трех различных процессов, активиру-
емых температурной обработкой как в объеме 
материала, так и на поверхности, а именно: 

– увеличением размера зерна, сопровожда-
ющимся уменьшением количества межзерен-
ных границ; 

– формированием поверхностного оксидно-
го слоя; 

– термически активированной диффузией 
атомов золота из подслоя в пленку NiFe. 

Традиционно считается, что границы зерен 
являются барьером для распространения дис-
локаций и препятствуют упругопластической 
деформации. Однако также показано, что гра-
ницы могут играть альтернативную роль и быть 

источниками дислокаций [23]. Следует отме-
тить, что второй случай, когда границы – это 
источник дислокаций, как правило, справедлив 
для хорошо отожженных кристаллов с малым 
количеством дефектов. Для настоящей работы 
более применим первый случай, когда границы 
являются преградами на пути распространения 
дефектов. Таким образом, твердость и модуль 
упругости должны уменьшаться по мере увели-
чения размера зерна, т. е. с повышением темпе-
ратуры обработки, что наблюдается в объеме 
материала. На поверхности пленок отмечена 
противоположная тенденция – изменение раз-
мера зерен не является лимитирующим факто-
ром на поверхности. 

Очевидно, что термообработка на возду- 
хе активирует образование оксидного слоя.  
Как правило, оксидный слой металлов характе-
ризуется большей твердостью и хрупкостью  
по сравнению с неокисленным материалом.  
На рис. 6 изображены типичные кривые нано-
индентирования исходной пленки NiFe, пред-
ставляющие собой зависимость глубины внед-
рения индентора от приложенной к нему 
нагрузки. В первом приближении твердость 
зависит от угла наклона кривой нагружения. 
Увеличенный фрагмент нагрузочной части 
кривых (рис. 6с) позволяет заметить изменение 
наклона графика. Наклон соответствует пере-
ходу индентора из более «твердого» слоя в 
«мягкий». Таким образом, можно предполо-
жить, что толщина слоя оксида составляет око-
ло 6 нм для пленки NiFe, не подвергавшейся 
температурной обработке.  
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Рис. 6. Типичные деформационные кривые, полученные  

при наноиндентировании исходной пленки NiFe  
при глубине внедрения: а – 50 нм; b – 10 нм; с – увеличенный 

фрагмент обеих кривых на глубине 0–12 нм  
 

Fig. 6. Typical deformation curves obtained by nanoindentation  
of the initial NiFe film at the depth of penetration:  

а – 50 nm; b – 10 nm; с – enlarged fragment of both curves  
at a depth of 0–12 nm 
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После термообработки при температуре 373 К 
на кривых наноиндентирования появляется «сту- 
пенька» на глубине 5–7 нм (рис. 7). Подобное 
поведение (разрывы в виде «ступеньки» в кривой 
нагружения) также характерно для процесса об-
разования трещин при внедрении индентора.  
Но в данном случае кроме ступеньки наблюда- 
ется визуально различимое изменение угла 
наклона кривой нагружения до и после разрыва. 
Поэтому можно считать, что толщина оксидного 
слоя после термообработки при 373 К составля- 
ет 5–7 нм. Подобное явление описано в [14]. 

Аналогичное изменение наклона кривой  
после так называемой ступеньки наблюдается 

на глубине примерно 8–10 нм на кривых 
нагружения пленки после термообработки  
при 473 К (рис. 8). На рис. 9 изображены ти-
пичные кривые наноиндентирования для плен-
ки NiFe, подвергавшейся термообработке  
при 573 К, для которой положение «ступеньки» 
сместилось на глубину 14–18 нм. То есть мож-
но считать, что при термообработке при 573 К  
в течение 1 ч формируется оксидный слой тол-
щиной 14–18 нм. Таким образом, детальный 
анализ кривых наноиндентирования позволит 
косвенным методом, но с высокой точностью 
определить толщину образованного в результа-
те термообработки слоя оксида.  
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Рис. 7. Типичные деформационные кривые, полученные  
при наноиндентировании пленки NiFe после температурной  
обработки при 373 К для глубины внедрения: а – 50 нм;  

b – 10 нм; с – увеличенный фрагмент обеих кривых  
на глубине 5–12 нм  

 

Fig. 7. Typical deformation curves obtained by nanoindentation  
of the NiFe film after heat treatment at 373 K for depth  

of implementation: а – 50 nm; b – 10 nm; с – enlarged fragment  
of both curves at a depth of 5–12 nm 
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Рис. 8. Типичные деформационные кривые, полученные  
при наноиндентировании пленки NiFe после температурной 

 обработки при 473 К для глубины внедрения: а – 50 нм;  
b – 10 нм; с – увеличенный фрагмент обеих кривых  

на глубине 5–12 нм  
 

Fig. 8. Typical deformation curves obtained by nanoindentation 
of NiFe film after temperature treatment at 473 K  
for the penetration depth: а – 50 nm; b – 10 nm;  

с – enlarged fragment of both curves at a depth of 5–12 nm 
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Типичные деформационные кривые для 

пленки NiFe после термообработки при темпе-
ратуре 673 К представлены на рис. 10. На всех 
проанализированных графиках рис. 10 отсут-
ствуют разрывы, хотя на рис. 10с заметно по-
этапное изменение наклона. Вероятно, это ука-
зывает на отсутствие четкой границы раздела 
между оксидным слоем и пленкой.  

По результатам анализа кривых наноинден-
тирования можно сделать вывод, что твердость 
приповерхностного слоя сильно зависит от 
толщины оксида. Так, на глубине 10 нм твер-
дость исходного образца составляет 8,6 ГПа 
при толщине оксида около 5,0 нм, а пленка по-
сле термообработки при 373 К характеризуется 
твердостью 9,8 ГПа при толщине 5–7 нм. 
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Рис. 9. Типичные деформационные кривые, полученные  
при наноиндентировании пленки NiFe после температурной  
обработки при 573 К для глубины внедрения: а – 50 нм;  

b – 10 нм; с – увеличенный фрагмент обеих кривых  
на глубине 8–20 нм  

 

Fig. 9. Typical deformation curves obtained by nanoindentation  
of NiFe film after temperature treatment at 573 K  
for the penetration depth: а – 50 nm; b – 10 nm;  

с – enlarged fragment of both curves at a depth of 8–20 nm 

 
Рис. 10. Типичные деформационные кривые, полученные  

при наноиндентировании пленки NiFe после температурной  
обработки при 673 К для глубины внедрения: а – 50 нм;  

b – 10 нм; с – увеличенный фрагмент обеих кривых  
на глубине 20–26 нм  

 

Fig. 10. Typical deformation curves obtained by nanoindentation  
of NiFe film after temperature treatment at 673 K  

for penetration depth: а – 50 nm; b – 10 nm;  
с – enlarged fragment of both curves at a depth of 20–26 nm 
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Термообработка при температуре 473 К и 
выше вызвала образование оксидного слоя 
толщиной, равной и превышающей 10 нм, по-
этому при наноиндентировании на эту глуби- 
ну получены очень близкие значения твердо- 
сти 11,0–11,1 ГПа, поскольку внедрение огра-
ничивается оксидным слоем. Тем не менее по-
лученное значение твердости нельзя рассмат-
ривать как твердость оксида, поскольку реко-
мендуемая глубина индентирования для по- 
лучения достоверного значения не должна  
превышать 10 % от толщины исследуемого ма-
териала для исключения влияния подслоя. 
Причина увеличения модуля Юнга при повы-
шении температуры заключается в том, что ок-
сид представляет собой сплошную тонкую 
пленку на мягком подслое NiFe. 

Очевидно, что высокая температура увели-
чивает подвижность атомов и активирует про-
цессы диффузии внутри материала и на грани-
це разделов слоев. Повышение температуры 
термообработки может приводить также к уве-
личению диффундирующих из подслоя атомов 
золота, которые будут являться дефектами  
и способствовать распространению дислокаций 
при пластической деформации. На основе оце-
нок, сделанных в [24], можно предположить, 
что концентрация примесных атомов может 
приближаться к нескольким процентам после 
термообработки при T  573 К. Высокая кон-
центрация дефектов (или примесных атомов)  
в сочетании с увеличением размера зерна при-
водит к снижению механических свойств в 
объеме NiFe. Кроме того, атомы примесей мо-
гут уменьшать твердость поверхности, ограни- 
чивая упрочняющий эффект оксидного слоя. 
Это может служить причиной прекращения 
увеличения твердости пленок NiFe, подверг-
шихся температурной обработке при T > 473 К. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Наноструктурированные пленки NiFe 

(75,9 ат. % Ni и 24,1 ат. % Fe) получены на мо-
нокристаллическом кремнии с подслоем золота 
методом импульсного электроосаждения. Уль-
тракороткая длительность импульса (10–3 с) 
приводила к формированию пленки с составом 
зерна размером 58 нм. Пленки подвергались 

термообработке на воздухе в диапазоне темпе-
ратур от 373 до 637 К.  

2. Методом атомно-силовой микроскопии 
изучены этапы эволюции микроструктуры, 
включающие двухстадийную агломерацию. 
Установлено, что размер зерна под действи- 
ем температуры нелинейно увеличивался  
до 580 нм.  

3. Механические свойства исследовали с 
помощью наноиндентирования на глубине  
от 5 до 50 нм. Показано, что термообработка 
оказывает противоположное влияние на твер-
дость и модуль Юнга поверхностного слоя  
и внутреннего объема пленок NiFe. Повыше- 
ние температуры термообработки до 673 К 
приводит к увеличению твердости от 8,64  
до 11,1 ГПа и модуля Юнга от 183,6 до 256,1 ГПа 
на глубине 10 нм. Во внутреннем объеме мате-
риала (глубина 50 нм) наблюдалось умень- 
шение твердости от 7,51 до 5,4 ГПа и модуля 
упругости от 198,0 до 160,0 ГПа.  

4. Комплексный анализ деформационных 
кривых наноиндентирования позволил устано-
вить и разграничить влияние термоактивируе-
мых процессов на механические свойства пле-
нок. Показано, что увеличение размера зерен  
с одновременным уменьшением количества 
межзеренных границ приводит к уменьшению 
количества барьеров для распределения дисло-
каций при механической деформации и ухуд-
шению механических характеристик внутрен-
него объема материала.  

4. Косвенно определена толщина формиру-
емого в процессе термообработки оксидного 
слоя и продемонстрировано его упрочняю- 
щее влияние на поверхность пленки. Экспери-
ментально установлено, что термообработ- 
ка наноструктурированных пленок NiFe при 
температуре 473 К приводит к увеличению  
сопротивления упругопластической деформа-
ции поверхностного слоя без ухудшения меха-
нических характеристик внутреннего объема 
материала за счет умеренного окисления по-
верхности и уменьшения внутренних напряже-
ний наноразмерных зерен. 
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Реферат. Приведен сравнительный анализ влияния формы кольцевых концентраторов ультразвуковых систем на их 
амплитудно-частотные характеристики. Известны устройства, в которых упругие элементы используются либо в 
качестве резонаторов, либо как рабочие инструменты ультразвуковых технологических систем. Однако использова-
ние упругих элементов в качестве концентраторов ультразвуковых колебаний недостаточно изучено и требует прове-
дения комплексных исследований и разработки рекомендаций для их практического применения. С этой целью  
в статье с помощью компьютерной программы ANSYS проведен теоретический анализ, позволивший выполнить 
модальный и гармонический анализ моделей кольца с различной формой. Кольцо круглой формы имеет номиналь-
ный наружный диаметр 50 мм и переменное сечение. Анализировались три модели колец: одно круглое и два оваль-
ной формы. Для осуществления сравнения и выявления частот, при которых возникает резонанс, характеристики 
колебаний колец рассматривались в диапазоне частот от 1 до 26 кГц. Результаты анализа показывают, что в зависи-
мости от частоты вынужденных колебаний в кольцах образуются изгибные колебания, которые действуют в различ-
ных координатных плоскостях. При этом изменение формы колец сопровождается изменением амплитуды изгибных 
колебаний. Наиболее интенсивные колебания вдоль вертикальной оси были достигнуты в кольцах круглой формы. 
Установлено, что с повышением частоты вынужденных колебаний наблюдается увеличение числа периодов колеба-
ний. Если в области низких частот колебаний в кольце образуется только однопериодная мода колебаний,  
то в области ультразвуковых колебаний число периодов колебаний увеличивается до двух и трех. Все рассматривае-
мые модели колец имеют несколько собственных частот колебаний с определенной периодичностью в разных коор-
динатных плоскостях в зависимости от формы колец. Интенсивность колебаний различна в разных направлениях  
и зависит от формы и частоты вынужденных колебаний. Демонстрируются примеры разновидностей моды колебаний 
для всяких форм колец. 
 

Ключевые слова: геометрическая форма колец, концентратор колебаний, ультразвуковые системы, модальный  
и гармонический анализ, колебание колец 
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Comparative Analysis of Vibrations of Ring-Shaped Ultrasonic Concentrators 
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Abstract. The paper provides a comparative analysis of the influence of ring concentrator shape in ultrasonic systems on their 
amplitude-frequency characteristics. Devices are known in which elastic elements are used either as resonators or as working 
tools of ultrasonic technological systems. However, the use of elastic elements as concentrators of ultrasonic vibrations  
is insufficiently studied and requires comprehensive research and development of recommendations for their practical applica-
tion. For this purpose, a theoretical analysis has been carried out in the paper while using the ANSYS computer program, 
which made it possible to perform modal and harmonic analysis of ring models with various shapes. The round ring has  
a nominal outer diameter of  50 mm and a variable cross-section. Three ring  models  have  been  analyzed:  one  round  model 
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and two models of oval shape. To conduct a comparative analysis and identify frequencies at which resonance occurs,  
the vibration characteristics of the rings have been considered in the frequency range from 1 to 26 kHz. Results of the analysis 
show that, depending on the frequency of  forced vibrations, bending vibrations are formed in the rings, which act in different 
coordinate planes. In this case, a change in the shape of the rings is accompanied by a change in the amplitude of the bending 
vibrations. The most intense ring vibrations along the vertical axis have been achieved in circular rings. It has been found that 
with an increase in the frequency of forced oscillations, an increase in the number of oscillation periods is observed. If in the 
region of low vibration frequencies only a one-period vibration mode is formed in the ring, then in the region of ultrasonic 
vibrations the number of vibration periods increases to two and three. All the considered ring models have several natural 
vibration frequencies with a certain periodicity in different coordinate planes depending on the shape of the rings. The inten- 
sity of the vibrations is different in different directions and depends on the shape and frequency of the forced vibrations.  
Examples of vibration mode variations for various ring shapes are demonstrated in the paper. 
 

Keywords: geometric shape of rings, vibration concentrator, ultrasonic systems, modal and harmonic analysis, rings vibrations 
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Введение 
 
Упругие элементы обладают рядом механи-

ческих свойств, которые позволяют эффектив-
но применять их в различных устройствах, ме-
ханизмах и приборах [1, 2]. К числу таких 
свойств относится способность усиливать или, 
наоборот, демпфировать колебания. В области 
ультразвуковой технологии их применяют в 
качестве резонаторов, рабочих инструментов 
или концентраторов колебаний для осуществ-
ления всевозможных технологических опера-
ций: для обработки резанием и пластическо- 
го деформирования материалов, в качестве  
чувствительных элементов в измерительных 
приборах и т. д. Теоретическое обоснование 
применения упругих элементов дано в [1, 3]. 
Однако их практическое использование в уль-
тразвуковой технике ограничено из-за недоста-
точности сведений о влиянии колебаний раз-
ных частот на их акустические характеристики, 
влиянии геометрической формы и размеров, 
что требует дальнейшего изучения с целью вы-
работки практических рекомендаций.  

Важнейшее свойство упругих элементов – 
способность накопления потенциальной энер-
гии и передачи ее рабочему инструменту, вы-
полняющему механическую работу. Эти воз-
можности использованы, например, в акустиче-
ских системах, содержащих упругие элементы 
в виде кольца с переменной жесткостью [4–8]. 
Показано, что упругое кольцо является при 
этом и резонатором ультразвуковой систе- 
мы, согласовывая частоты колебаний источни-
ка с элементами акустической системы. Мож- 
но привести другие технические решения по 
совершенствованию ультразвуковых систем,  
в которых использованы упругие свойства та-
ких элементов, как проволока, металлическая 

лента, пружина и пр. Более полные исследова-
ния по кольцам переменного сечения представ-
лены в [9, 10], где их применяли в качестве 
концентраторов ультразвуковых систем для 
прошивания отверстий в хрупких материалах, 
что дало положительный результат.  

Очевидно, дальнейшее исследование данно-
го вопроса открывает новые возможности и в 
области ультразвуковой технологии. В связи  
с этим авторами выполнены теоретические 
обоснования геометрической формы упругих 
колец с переменным сечением, которые позво-
лят повысить эффективность работы ультра-
звуковых систем.  

 

Анализ влияния формы  
кольцевых волноводов  
на их частотные характеристики 
 

Для сравнения результатов исследований за 
основу были приняты модели колец круглой и 
овальной форм, имеющих переменную и рав-
ную для всех форм толщину сечения (рис. 1). 

Номинальный наружный диаметр кольца, при-
нятого в качестве основной модели (рис. 1а),  
50 мм, толщина в поперечном сечении 10 мм. 
Геометрическая форма профиля двух осталь-
ных моделей колец представляла собой овалы, 
образованные из основной модели путем изме-
нения соотношения размеров полуосей овала. 
При этом соблюдалась обратная пропорцио-
нальность в соотношении размеров полуосей 
вдоль осей координат. Их соотношение состав-
ляло соответственно 75/37 и 37/75 мм. 

В качестве материала для моделей колец 
была принята сталь 45. Переменная жесткость 
колец достигалась изменением толщины сече-
ния в плоскости чертежа в самой верхней и са-
мой нижней точках в направлении вертикаль-
ной оси. 
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Рис. 1. Варианты геометрической формы и размеры моделей колец 

 

Fig. 1. Options for geometric shapes and sizes of ring models 
 

Все модели колец имели одинаковое соот-
ношение толщин в этих точках, определяемое 
коэффициентом  
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где h1, h2 – толщина сечения в верхней и ниж-
ней частях кольца.  

Полученные результаты численных расче-
тов для всех трех вариантов колец, выполнен-
ных с использованием компьютерной програм-
мы ANSYS, представлены на рис. 2. Результаты 
расчетов показали, что при изменении частоты 
вынужденных колебаний в кольцах попеременно 
возбуждаются резонансные колебания в одном из 
координатных направлений: Y, Х, Z (Y – верти-
кальная ось симметрии кольца; Х – горизонталь- 
ная ось кольца; Z – горизонтальная ось, направ-
ленная перпендикулярно плоскости кольца).  

Гармонический анализ исследуемых моде-
лей колец показал, что существуют несколько 
повторяющихся пиков частот собственных ко-
лебаний, при которых возникают резонансные 
явления по направлению одной из осей коор-
динат. При этом в условиях резонанса возбуж-
дается наибольшая амплитуда колебаний в 
направлении одной из осей координат. В про-
межутках между пиковыми значениями в коль-
це образуются сложные колебания, действую-
щие по двум или трем координатам, представ-
ляющие изгибные или крутильные колебания.  

При совпадении частот вынужденных коле-
баний с частотами собственных колебаний в 
кольце образуется резонанс всей системы, ко-
торый на графиках выражен характерным  
пиком, отображенным на рисунках цветными 
линиями. Анализ полученных результатов, 
представленных в диаграмме, позволил сделать 
следующие выводы: 

– наибольшие значения амплитуды колеба-
ний возникают в кольцах всех форм в области 
низких частот в пределах 2–4 кГц; 

– в кольцах первой и третьей форм (круглом 
и удлиненного овала) наблюдается законо- 
мерная периодичность пиков резонансных ко-
лебаний по всем координатным направлениям. 
Кольцо второго типа не имеет явной выражен-
ной закономерности периодичности образова-
ния резонансных колебаний; 

– интенсивность колебаний в моделях пер-
вой и третьей форм понижается по мере повы-
шения частоты вынужденных колебаний. Вторая 
модель кольца позволяет получить существен- 
ное возрастание амплитуды боковых колебаний 
в направлении оси Х на частоте 13 кГц. При этом 
боковые колебания по направлению оси Х в 
диапазоне частот 8–16 кГц убывают до мини-
мума, а затем образуются вновь в области ультра-
звуковых частот (16,8 кГц); 

– у модели третьей формы наблюдается на- 
растающий характер амплитуды продольных 
колебаний вдоль оси Y до частоты 11 кГц, при 
которой достигаются наибольшие значения, 
после чего происходит постепенное уменьше-
ние интенсивности колебаний; 

– в области ультразвуковых колебаний (с час-
тотой более 16 кГц) наиболее интенсивные ко-
лебания достигаются: в кольце круглой фор- 
мы – в продольном направлении вдоль оси Y;  
в кольце второй формы – поперечные колеба-
ния вдоль оси Z; в кольце третьей формы – бо-
ковые колебания в направлении Х. 

Анализ колебаний исследуемых колец до-
полняет модальный анализ, который позволяет 
качественно оценить вид моды колебаний и 
визуально рассмотреть и представить харак- 
тер колебаний в каждом интервале частот.  
При проведении гармонического и модального 
анализа цветовая окраска модели помогает  
выявить и рассмотреть области с различной 
интенсивностью колебаний. 

7
5
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c 
Частота в сравнении с действительным коэффициентом насосного участия (ЕМPF) 

     
 

Рис. 2. Диаграммы частотных характеристик упругих колец 
 

Fig. 2. Frequency response diagrams of elastic rings 

 
Модальный анализ  
кольцевых волноводов  
ультразвуковых колебательных систем 
 

Результаты численных расчетов частот и 
амплитуды колебаний, а также моды колебаний 
при различных значениях частоты вынужден-
ных колебаний, полученных для разных вари-
антов моделей кольцевых концентраторов, 
представлены на рис. 3.   

Сравнение результатов модального анализа 
показывает, что общим свойством колец неза-
висимо от геометрической формы является из-
менение в сторону увеличения числа узловых 
линий при повышении частоты вынужден- 
ных колебаний и изменение формы колебаний. 
В области низкочастотных колебаний все коль-
ца имеют один полупериод колебаний и визу-
ально идентифицируются как упруго сжатые 
кольца при действии статической силы. 
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Рис. 3. Форма колебаний различных моделей колец  
 

Fig. 3. Vibration form of  various ring models 
 
Колебания в области высоких частот, в том 

числе в области ультразвуковых колебаний, 
сопровождаются образованием в кольцах двух 
и более узловых линий, что характеризует  
появление в кольцах изгибных колебаний, 
направленных по образующей линии. Участок  
с наибольшей амплитудой колебаний в этих 
случаях может располагаться в различных зо-
нах в зависимости от формы колец. В кольцах 
круглой формы (первый тип модели) наиболее 
интенсивные колебания возникают в самой уз-
кой части переменного профиля. При этом в 
условиях резонанса образуется симметричная  
форма колебаний относительно продольной  
оси Y (рис. 3). В промежуточных областях 
между пиками резонансов возникают комбини-

рованные колебания или колебания с модой 
асимметричной формы (рис. 4) относительно 
других осей координат. 

На рис. 4а показана мода асимметричных 
колебаний кольца круглой формы, при которой 
зона наиболее интенсивных колебаний смеща-
ется попеременно, в результате чего одна поло-
вина кольца находится в области сжатия, а вто-
рая – в области растяжения. На рис. 4b демон-
стрируется другой пример периодических 
колебаний, когда кольцо колеблется вокруг 
вертикальной оси.   

Дальнейший анализ для моделей второго и 
третьего типов показал, что наиболее интен-
сивные колебания в этих случаях возникают у 
боковых стенок. 

 
                                                           а                                                                        b 

                                    
 

Рис. 4. Примеры действия асимметричных и комбинированных колебаний кольца круглой формы  
 

Fig. 4. Examples of the action of asymmetric and combined oscillations of a ring having a round shape 
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ВЫВОДЫ 
 

1. Сравнительный анализ полученных тео-
ретических расчетов дает возможность устано-
вить моды колебаний кольцевых волноводов, 
определить направления их действия, количе-
ственно оценить их величину и обосновать оп-
тимальную форму для ультразвуковых систем.    

2. Проведен сравнительный гармонический 
и модальный анализ кольцевых волноводов 
круглых и овальных форм в диапазоне колеба-
ний частотой от 1 до 16 кГц, позволивший 
установить области образования резонансов в 
направлении трех осей координат. 

3. Кольцевые волноводы обладают перио-
дичностью образования резонансных колеба-
ний в широком диапазоне частот колебаний.  
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Abstract. The paper presents the results of research on the dynamics of end milling of thin-walled work-pieces having com-
plex geometric shapes. Since the milling process with shallow depths of cut is characterized by high intermittent cutting,  
the proportion of regenerative vibrations decreases, and the effect of forced vibrations on the dynamics of the process, on the 
contrary, increases. The influence of  axial depth of cut on the vibrations arising during processing, and roughness of the pro-
cessed surface have been studied in paper.  The experiments have been carried out in a wide range of changes in the spindle 
speed at different axial cutting depths.  Vibrations of a thin-walled work-piece  have been recorded with an inductive sensor 
and recorded in digital form. Then an oscillogram has been used to estimate the amplitude and frequency of oscillations.  
The profilograms of the machined surface have been analysed. Roughness has been evaluated by the parameter Ra. The re-
sults have shown similar relationships for each of the investigated axial cutting depths. The worst cutting conditions  have 
been observed when the natural vibration frequency coincided with the tooth frequency or its harmonics. It is shown that the 
main cause of vibrations in high-speed milling  is forced rather than regenerative vibrations. Increasing the axial depth of cut 
at the same spindle speed increases the vibration amplitude. However, this does not significantly affect the roughness  
of the processed surface in cases when it comes to vibration-resistant processing. 
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Реферат. В статье представлены результаты исследований динамики концевого фрезерования тонкостенных деталей 
сложной геометрической формы. Поскольку процесс фрезерования с малыми глубинами резания характеризуется 
высокой прерывистостью резания, доля регенеративных колебаний уменьшается, а влияние вынужденных колебаний 
на динамику процесса, напротив, увеличивается. Изучено влияние осевой глубины резания на колебания, возникающие 
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при обработке, и шероховатость обработанной поверхности. Опыты проводили на специально сконструированном 
стенде, позволяющем раздельно исследовать влияние режимов резания и динамических характеристик тонкостенной 
детали на динамику фрезерования. Эксперименты выполнены в широком диапазоне изменений скорости вращения 
шпинделя при различных осевых глубинах резания. Колебания тонкостенной детали регистрировали индуктив- 
ным датчиком и записывали в цифровом виде. Затем по осциллограмме оценивали амплитуду и частоту колебаний. 
Проанализированы профилограммы обработанной поверхности. Шероховатость оценивали по параметру Ra. Резуль-
таты показали схожие зависимости для каждой из исследованных осевых глубин резания. Наихудшие условия реза-
ния наблюдались в случаях, когда собственная частота колебаний совпадала с зубцовой частотой или ее гармони- 
ками. Показано, что основной причиной вибраций при высокоскоростном фрезеровании являются вынужденные,  
а не регенеративные колебания. Увеличение осевой глубины резания при одинаковых частотах вращения шпинделя 
повышает амплитуду колебаний. Однако это несущественно влияет на шероховатость обработанной поверхности  
в случаях, когда речь идет о виброустойчивой обработке. 
 

Ключевые слова: фрезерование, тонкостенная деталь, высокоскоростное фрезерование, вынужденные колебания, 
вибрации, автоколебания, частота вращения шпинделя 
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Introduction 
 
The key factor in thin wall machining is the 

dynamic behaviour of the work-piece. Thin-walled 
milling case covers many parts of the aerospace 
sector, including structural and engine parts. Thus, 
operating conducted under 5 axes milling which is 
widely used in manufacturing blisk or impel- 
lers [1]. Biermann et al. [2] presented a general 
approach to simulate work-piece vibrations du- 
ring 5 axes milling of turbine blades. Budak  
et al. [3] included the effect of work-piece dyna- 
mics on chatter stability in milling of turbine 
blades, taking into account constant changes of the 
part characteristic. Thin-walled parts behavior  
is highly dependent from tool position due to con-
tinuously changeable structural dynamics. Path 
dependent 3D stability diagrams was developed  
to determine dynamic of the part along tool path 
and reaching free of chatter machining of thin-
walled work-pieces [4], [5]. Munoa at al. [6] con-
cluded that the main tendency in chatter avoidance 
during thin-walled machining is the use FEM 
models to predict the modal parameters and vibra-
tion modes, considering the variations due to mate-
rial removal. One of the first study of thin-walled 
milling with FEM model was carried out by Kline 
et al. [7]. Further improving of this model was 
made by Budak and Altintas [8] considering the 
plate surface finish. 

One of the important specifics of thin-walled 
milling of engine parts is highly interrupted nature 
and high spindle speed, where influence of chatter 
becomes lower due to low fraction of the wave [9]. 

In such case the surface location error regularities 
take place, that was noticed by Kline et al. [10], 
[11], Tlusty [12], Montgomery and Altintas [13, 14], 
Smith et al. [15], Tarng et al. [16], Schmitz  
et al. [17–21], and others. Therefore, even under 
seemly stable cutting conditions, the thin-walled 
structures experience forced vibrations, which de-
pend on the work-piece / tool natural frequency and 
excitation frequency (or tooth passing frequency), 
causing big fluctuations of the flexible workpiece. 

As at highly interrupted machining chatter has 
low influence on the state of milling process while 
poliresonance cause high oscillation at certain 
spindle speed ranges, primary goal of the paper 
showing that generally accepted parameter of axial 
depth of cut has low influence on the state of ma-
chining if good spindle speed range is reached. For 
validation of proposed assumption experimental 
study is proposed.  

 

Experimental setup 
 

Data acquisition for thin-walled end milling 
process has some features related to the specifics 
of this process. Due to the high intermittency of 
thin-walled end milling process it consists of con-
secutive alternation of cutting and free movement 
of the part. Part behaviour during milling process 
affects quality of surface finish, dimensional accu-
racy, manufacturing tool wear, etc. By the time 
free movement of the part is not so important, be-
cause of tool-work-piece system break. Moreover, 
free oscillations of the part might have bigger  
amplitude than part deflection during milling. 
However, data acquisition records all machining 
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process. So, to evaluate thin-walled milling process 
accurately, it becomes significantly important to 
separate cutting process from the entire processing 
signal. Such procedure is carried out by measu- 
ring contact system of experimental setup, which 
allows recording a contact signal simultaneously 
with the displacement sensor that measures oscilla-
tion of thin plate during processing (Fig 1).  

 

 
 

Fig. 1. Experiment setup 

 
Results 
 

For investigating the axial depth of cut influ-
ence on the state of machining at milling of thin-
walled components, two series of experimental 
tests were conducted with parameter ae = 0.5 mm 
and ae = 1.5 mm. Maximal amplitude of the part 
oscillation was measured during the tests.  

In Fig. 2 it is shown part’s amplitude oscilla-
tion changes at different spindle speeds. For both 
series of experimental tests it was observed the 
same regularities and spindle speed ranges with 
low and high amplitudes. The biggest amplitude 
was observed at spindle speed n = 2700–3000 rpm, 
n = 3500–4500 rpm, n = 7700–8500 rpm, while 
low amplitude was noticed at n = 3100–3500 rpm, 
n = 5300–6900 rpm, n = 9500–10000 rpm. 

As poliresonance has a dominant influence  
at highly interrupted machining of thin-walled 
components it is proposed to observe this chart  
in terms of tooth passing and natural frequency 
ratio (Fig. 3). From this chart it is easy to notice 
that maximum amplitude was observed at the  
ratio 1.0, 0.5, 0.33 and close to them regions. The lo-
west amplitude was seen at 0.75, 0.44 and lower  
then 0.3. It should be noticed that if time of cutting 
becomes more than period of chatter conditions are 

conductive to appearance of chatter. For this and 
other reasons, the polyresonance does not have  
a dominant influence on the cutting process at low 
passing and natural frequency ratio. 

The surface quality is presented in the Fig. 4. 
Curves have similar trends as in the figure of the 
part oscillation (Fig. 2). Such regularities are  
described in authors’ work [9]. This chart shows 
sensitivity of thin-walled components to cutting 
conditions. Taking into account observed spindle 
speed range the surface roughness changes more than  
in 20 times for certain spindle speeds (for example  
at n = 3700 rpm). In some cases spindle speed diffe-
rence is less than 5 % (for example at n = 3500 rpm). 

 

 
 

Fig. 2. Dependence of oscillation amplitude  
on spindle speed chart 

 

 
 

Fig. 3. Dependence of oscillation amplitude  
on tooth passing and natural frequency ratio 

 

 
 

Fig. 4. Dependence of surface roughness  
on spindle speed chart: –●–  – 0.5; –●–  – 1.5 
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In the Fig. 5 profilograms of machined surface 
after experimental tests is shown. For the compa- 
rison milling condition with the max and min part 
oscillation level is chosen. These profiles shows 
that in case of small oscillation increasing of axial 
depth of cut does not significantly influence on the 
cutting process. Amplitude of the work-piece oscil-
lation and surface roughness rise less than 30 %. 

In the same time in case of bad state of machi- 
ning bigger axial depth of cut causes much more 
higher oscillation level (more than in 2 times) and 
damage of the surface. Such results allows to no-
tice that at highly interrupted  milling poliresonance  
regularities usage allows to increase axial depth of 
cut and save good quality of the machining. 

 

  

  

  

  

  
 

Fig. 5. Profile of the machined surface at max and min oscillation level of the workpiece 
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CONCLUSION 
 
Paper proposes experimental investigations of 

the influence axial depth of cut on the state of thin-
walled milling and quality of surface finish. Based 
on the results it should be concluded, that thin-
walled parts are extremely sensitive to spindle 
speed variation as their behavior during processing 
depends on excitation frequency. Analyses of the 
part oscillation and surface roughness show that 
spindle speed determines the influence of the axial 
depth of cut. If spindle speed range with good state  
of cut is reached, increasing of axial depth of cut does 
not provide significant changes in the cutting process 
and machining quality. In either case, if oscillation 
with high amplitude is observed, an axial depth of cut 
plays an essential role in increasing vibration level. 
And furthermore, a high vibration level may lead to 
damage surface and tool breaking. 
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Abstract. The widespread use of green public transport is a priority strategy to reduce a congestion and pollution from road 
traffic in many cities. The trolleybus is a type of urban public electric transport, which is considered as a promising tool for  
increasing the efficiency of public transport and achieving the goals of sustainable development and quality of life in the city. 
The operation control of service brake system and secondary brake system (braking torque of traction electric motor) is rea- 
lized with the help of one pedal in the trolleybus. Thus, there are modes of joint operation for these systems during the braking 
process. The author has focused his main attention on the development of an algorithm for blending control of the traction 
electric motor and the anti-lock braking system to enhance the overall braking efficiency of a vehicle. For this purpose,  
a mathematical model of the trolleybus braking dynamics has been developed. Bench and road tests have been carried out  
on various road surfaces to determine parameters of vehicle braking efficiency and to validate the developed mathematical 
model. The corresponding experimental data were used to analyse the efficiency of the proposed strategy for combining  
the blending control of traction electric motor and anti-lock braking system of the trolleybus. As a result, the efficiency of the 
proposed control algorithm has been confirmed, which provides the required braking efficiency and high braking stability  
of the vehicle.  
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Совместное управление тяговым и тормозным приводами троллейбуса  
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управления тяговым электродвигателем и антиблокировочной тормозной системой для повышения общей эффектив-
ности торможения транспортного средства. С этой целью разработана математическая модель динамики торможения 
троллейбуса. Для определения параметров эффективности торможения автомобиля и проверки математической мо-
дели проведены стендовые и дорожные испытания на различных дорожных покрытиях. Соответствующие экспери-
ментальные данные использовались для анализа эффективности предложенной стратегии совмещения управления 
тяговым электродвигателем и антиблокировочной тормозной системой троллейбуса. В результате подтверждена дее-
способность предложенного алгоритма управления, обеспечивающего требуемую эффективность торможения и вы-
сокую тормозную устойчивость автомобиля. 
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Introduction 
 
Due to the present politics caused by alarming 

reports all over the world, environmentally friendly 
transport systems are called for in order to reduce 
emissions in urban areas partly caused by heavy-
duty traffic. The heavy-duty traffic is not only 
causing long term damages to the global eco sys-
tem but is also polluting an air in cities with smog 
and causing noise which is affecting citizens nega-
tively [1]. Environmental conditions in densely 
populated cities and also operating costs for vehi-
cles with internal combustion engine demand a 
development of new conception of urban public 
transport as evidenced by European Сommission 
activity which supports financially scientific pro-
jects in this area [2, 3]. 

The main strategy of EU cities related to rea- 
ching goals of sustainable development and quality 
of life with respect to transport systems is imple-
mented by pursuing the policy based on population 
mobility realization principle in addition to limited 
use of passenger cars. A state-of-the-art trolleybus, 
as kind of the urban public transport, is an efficient 
tool for attaining goals of sustainable development 
and quality of life, especially in areas of small and 
mid-sized cities. The trolleybus subsystem has a 
set of technical and technological, ecological, and 
economical advantages over other passenger 
transport subsystems [4–8]. 

Public transport as a whole should correspond 
to requirements of normative regulating documents 
[9–12] and should secure: 

 high reliability and traffic safety; 
 provision of maximum comfort for passen-

gers on retention of minimal freight charges; 
 demanded rate, traffic interval and passenger 

turnover; 

 high manoeuvrability, towing performance 
and dynamic characteristics during operating in 
urban road traffic; 

 minimal noise and maintenance of ecological 
demands. 

It is obvious that the adequacy to such require-
ments is closely associated with the efficiency of 
traction and brake drives, which in turn depend on 
the correct scheme and design of these vehicle sys-
tems and the corresponding control algorithms. 

As is well known, the operation control of a ser-
vice brake system and secondary brake system (mo-
tor braking) is realized in trolleybus with the help of 
one pedal. Consequently, there are modes of their 
joint operation during the braking of a vehicle.  

The results of road tests of low-floor trolleybus 
produced at OJSC “BELKOMMUNMASH”, Bela-
rus, confirm that the control algorithm is demanded 
for the blending control of these vehicle systems 
during a braking to achieve the high braking effi-
ciency of a vehicle (Fig. 1). 

 

r 

 
          1.0        1.6        2.2       2.8        3.4       4.0        4.6   t, s 

 

Fig. 1. Relative angular velocities of the driving wheels  
during emergency braking of articulated trolleybus  

on a wet asphalt surface using common algorithm to control 
the traction and brake drives: 1, 2 – wheels of front  

driven axle; 3, 4 – wheels of driving axle;  
5, 6 – wheels of trolleybus semitrailer 

 
Referring to Fig. 1, the sharp decrease in angu-

lar velocity of one driving wheel of trolleybus is 
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evident after 2.1 s from the beginning of braking 
on a wet asphalt surface in case of joint operation 
of service and secondary brake systems. There is 
such process in spite of the operation of common 
anti-lock braking system (ABS) until the complete 
stop of a trolleybus. 

The literature survey confirms the advisability 
and urgency of the research activity aimed to de-
velop the control algorithm for a blending control 
of the traction and brake drives to achieve high bra- 
king efficiency of the trolleybus. The corresponding 
information analysis also shows that the blending 
control of vehicle traction and brake drives will pro-
vide a possibility for the regenerative braking func-
tion and unloading wheel brakes [13]. 

The paper is organized as follows. The first 
section of the paper is devoted to developed ma- 
thematical model of trolleybus braking dynamics. 
This model is used to create the control algorithm 
for the blending control of the trolleybus traction 
and brake drives. The scheme and detailed descrip-
tion of the proposed control algorithm is presented 
further.  

Third issue of the paper contains description of 
the test procedure and results of experimental tests 
aimed to analyse the trolleybus braking dynamics 
in case of usage of the developed control algorithm 
for the blending control of trolleybus traction and 
brake drives. 

 

Mathematical model  
of trolleybus braking dynamics 
 

The mathematical model of the braking dyna- 
mics of articulated trolleybus is used to develop the 
control algorithm for the blending control of trol-
leybus traction and brake drives (Fig. 2). 

The developed model is based on following 
hypotheses:  

 tractor and trailer have symmetrical weight 
distribution and don't accomplish lateral oscilla-
tions;  

 vehicle axles are considered as point masses 
which have one degree of freedom and move 
around the vertical axle; 

 tractor and trailer move in straight lines;  
 stiffness characteristics of tires and suspen-

sions are linear. 
In accordance with the scheme shown in Fig. 2 

the tractor moving is described by following dif-
ferential equations: 
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Fig. 2. Scheme of vehicle model 

(2) 
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The trailer motion is described by correspon- 
ding simultaneous equations: 

 

3;tr tr htrm x Q F                        (6) 
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The correlation between simultaneous equa-
tions is realized by means of Nht, Nhtr and Qht, Qhtr. 
These parameters are calculated:  
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Parameters x, z are defined as: 
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Accordingly, the rate of deformation is calcu- 
lated as: 

 

sin( ) sin( );x t t tr trx b x b          
   (14) 

 

cos( ) cos( ).z t t tr trz b z b          
   (15) 

 

The developed model allows tо investigate the 
dynamics of the straight line moving of a road train 
in case of tractor and semitrailer under different 
road conditions taking into account the distribution 
of vertical loads acting on vehicle axles. The model 

is usable also for the investigation of braking  
dynamics of the ordinary vehicle.  

 
Control algorithm for blending  
control of trolleybus traction  
and brake drives 
 
One of the possible ways for a blending control 

of trolleybus traction and brake drives can be either 
complete switch-off of the electric motor (motor 
braking) in case of instant emergency braking.  
Another way is the creation of the corresponding 
braking torque by the electric traction motor of 
trolleybus, which can be completely compensated 
by the steadying effect from the electric motor and 
transmission units.  

In the former case the torque input from the 
electric motor to driving wheels is close to zero, 
and the service brake system will fulfil the corre-
sponding demands for the effective braking together 
with ABS. Passing of the emergency braking of the 
trolleybus with switched-off electric motor and 
characteristics of this process are shown in Fig. 3. 
These data have been resulted from the road tests 
of low-floor trolleybus. 

 

 
 

Fig. 3. Characteristics of  trolleybus emergency braking  
with switched-off electric motor 

 
The braking process in such situation is atten- 

ded with the sharp drop of the braking torque of 
electric motor to 120 Nm (8.1 % of maximal value) 
when the deceleration of driving wheels becomes 
more than a set threshold which is equal to 3 m/s2. 
Further ABS operation is accompanied by the typi-
cal control using corresponding pneumatic modu-
lators of the service brake system. The slippage  
of driving  wheels  does not exceed 20 % on asphalt  
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surface in this case. Evidently, such control algo-
rithm is not adaptive while the deceleration value 
depends on a road surface which is used as a set 
threshold. In case of low friction coefficient in the 
contact zone between road surface and wheels, 
wheel deceleration will be less than 3 m/s2 and  
a system will not reduce the braking torque of elec-
tric motor during the period of critical slippage.  
If a set threshold is lowered, the electric motor  
operation would be poorer on the roads with high 
friction coefficient.  

In the latter case, keeping the electric motor  
in action during the emergency braking of a trol-
leybus will definitely enable the unloading wheel 
brakes and will also guarantee the possibility of 
regenerative braking in modern trolleybuses. 

Thus, the limit value of the braking torque is 
bounded by the brake characteristic of electric mo-
tor and depends on the brake pedal displacement 
stup and the current angular velocity of electric 
motor shaft ωm. Hence, the braking torque of the 
electric traction motor is described as follow 

 

( )* , .mbr mM f stup= ω                   (16) 
 

The slippage value S of driving wheels is used 
as the control parameter in proposed control algo-
rithm for the blending control of trolleybus traction 
and brake drives. This algorithm secures the maxi- 
mal using of the braking torque of the electric trac-
tion motor during the braking process of trol- 
leybus. It should be underscored, that the choice  
of optimal method for the estimation of real vehi-
cle longitudinal velocity is not in the scope of the 
current research activity. The main aim is to deve- 
lop the control algorithm for the blending control 
of trolleybus traction and brake drives. The scheme  
of algorithm is depicted in Fig. 4.  

Values of Sal and ∆S are determined in depen- 
dence of the maximal and minimal value of driving 
wheels slippage: 

 

( )max min 2;alS S S= +                 (17) 
 

( )max min 2.S S S∆ = −                  (18) 
 

During the blending control of the trolleybus 
traction and brake drives a current value of driving 

wheels slippage is also determined. The braking 
torque of the electric motor and the pressure value 
at brake chambers of the driving wheels pbrc is re-
duced, increased or stabilized in dependence of the 
slippage value.  
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Fig. 4. Control algorithm for joint operation  
of trolleybus traction and brake drives 

 
The next order is retained in doing so: 
1) pbrc is reduced primarily when S is more than 

Smax. Pressure release phase proceeds as long as S 
is set to a range of allowed values. If pbrc becomes 
atmospheric and S isn't set to a range of allowed 
values then the second phase comes and the bra- 
king torque of electric motor is reduced at that; 

2) if S is insignificant the operating order is  
inverse. Mmbr is increased firstly. If it is not enough,  
i. e. slippage value is still not recover the demanded 
level, then pbrc is increased further; 

3) if S is in a range of allowed values so values 
of Mmbr and pbrc are stabilized. 
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Consequently, the control algorithm should 
supply next interconnected characteristics during 
the blending control of trolleybus traction and 
brake drives as: 
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          (19) 

 

The control of braking forces values for driven 
wheels is realized based on the common principles 
and algorithms.  

Fig. 5 shows the simulation results of trol- 
leybus braking on different road surfaces using the 
developed mathematical model of braking dyna- 
mics of trolleybus and the control algorithm for 
blending control of its traction and brake drives.  

According to [9] one of the main parameters of 
a vehicle brake system efficiency as well as ABS 
operation is the mean value of limiting decelera-
tion j which is determined during the braking  
on road surfaces with a high friction coefficient. 
The next main parameter is the coefficient of rea- 
lized friction k on different road surfaces. Authors 
mean that this parameter is determined as 

 

.
j

k
g  

                          (20) 

 

It follows from the Fig. 5a that the decelera- 
tion value j is equal to 6.4 m/s2 during the braking 
on the asphalt road surface. It should be men-
tioned, that the deceleration value should be no less 

than 4 m/s2 for such vehicle type in this case [9]. 
And the required value of the coefficient of rea- 
lized friction k should be no less than 0.75 [9]. 
Accordingly, k equals 0.77 on the asphalt road 
surface and is equal to 0.8 on a rolled snow road.  

Consequently, the correspondent results of 
computer simulation show: 

 availability of the proposed control algorithm 
for blending control of the trolleybus traction and 
brake drives. It secures the required efficiency of 
the trolleybus brake system; 

 high braking efficiency of the trolleybus  
is retained on different road surfaces; 

 good operation consistency of the traction 
and brake drives and the possibility for integration 
of these systems in uniform one for the trolleybus 
braking control. 

 
Experimental investigation  
of trolleybus braking dynamics 

 

Road tests of low-floor trolleybus have been 
aimed to determine the parameters of braking effi-
ciency during the blending control of trolleybus 
traction and brake drives using proposed control 
algorithm. Validation of developed mathematical 
model of the trolleybus braking dynamics also was 
evaluated during these tests. The scheme of the 
trolleybus brake system is presented in Fig. 6. 

The arrangement of measuring equipment on 
trolleybus during the carrying out of road tests and 
its scheme is depicted in Fig. 7.  

 
                                              а                                                                                                           b 
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Fig. 5. Results of trolleybus braking process on different road surfaces using developed mathematical model  

and control algorithm: a – snow-covered road; b – asphalt road surface 
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Fig. 6. Scheme of  trolleybus brake system: a–l – input and output signals; 1, 6, 12, 15 – brake chambers; 2, 18 – reservoirs;  
3 – two-sectional brake valve; 4 – sensor of brake pedal displacement; 5, 10 – ABS modulators; 7, 11, 16, 19 – wheel speed sensors;  
8 – traction electric motor; 9 – acceleration valve; 13 – ECU of ABS; 14 – ECU of electric motor; 17 – two-circuit protective valve 

 

 
 

Fig. 7. Scheme and arrangement of measuring equipment:  
1 – air pressure sensor at brake chamber; 2 – optical sensor  

of trolleybus displacement, velocity and deceleration;  
3 – brake pedal sensor; 4 – digital display showing current 
values of measurable quantities; 5 – ECU of the trolleybus 
ABS; 6 – wheel speed sensor; 7 – ECU of the trolleybus  

electric motor 
 

The measuring complex contained the set of 
Datron ЕЕР-3 measuring equipment, inbuilt diag-
nostics and control system of the trolleybus, which 
is connected with on-board computer and ABS 
units, and allows measuring a travelled distan- 
ce, velocity, deceleration, time of process acqui- 
sition, air pressure at brake chambers of driving 
wheels (Fig. 8).  

 

  
 

Fig. 8. Measuring tooling Datron  
and its arrangement on trolleybus 

The process of the trolleybus emergency bra- 
king on the roads with a different value of friction 
coefficient was investigated during the carried out 
road tests.  

As a result it was found out that the trolleybus 
driving and driven wheels are locked after 0.5 s 
since the braking start without ABS operation on  
a wet asphalt road surface. Driven wheels of the 
trolleybus are not locked in case of common ABS 
operation during the emergency braking on a 
snow-covered road surface (Fig. 9a). As this takes 
place, the driving wheels are locked after 0.5 s 
since the braking start for a long periods while the 
braking torque of electric motor is out of control.  

As shown in Fig. 9b, the proposed control algo-
rithm for the blending control of trolleybus traction 
and brake drives provides ABS operation in a cy-
clic mode without locking the wheels even during 
the emergency braking on a snow road surface  
until the reaching of the minimal trolleybus velo- 
city (approx. 6 km/h) when ABS stops operating. 

Fig. 10 illustrates some characteristics of the 
trolleybus acceleration dynamics and allows esti-
mate the efficiency of the proposed control algo-
rithm during the operation of vehicle anti-slip regu-
lation system (ASR). The efficiency is estimated 
using values of the driving wheels slippage of trol-
leybus equipped with ASR and without it. Refer-
ring to Fig. 10, the slippage value of each driving 
wheel reaches 65 % without ASR. And this value 
does not exceed 15 % during ASR operation. 
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Fig. 9. Velocities of trolleybus driving and driven wheels during emergency braking on a snow-covered road with conventional ABS 
control algorithm (a) and developed algorithm for joint operation of trolleybus traction and brake drives (b) 
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Fig. 10. Velocities of trolleybus driving and driven wheels during acceleration mode without ASR operation (a)  
and during ASR operation using developed control algorithm (b) 

 
CONCLUSIONS 

 
1. The developed mathematical model of the 

braking dynamics of articulated trolleybus de-
scribed in the first section of the paper is usable for 
the investigation of braking and traction dynamics 
as well as of articulated trolleybus and ordinary 
vehicle.  

2. The second problem investigated in the pa-
per (section “Control algorithm for the blending 
control of trolleybus traction and brake drives”) is 
concerned with the development of the control al-
gorithm for the blending control of trolleybus trac-
tion and brake drives to achieve high braking effi-
ciency of a vehicle.  

3. Computer simulation of the trolleybus bra- 
king were carried out on an asphalt surface and 
snow-covered road. It was estimated that the de-
celeration value is equal to 6.4 m/s2 during the 
braking on an asphalt road surface. And the value of 
coefficient of realized friction equals 0.77 on an 
asphalt road surface and is equal to 0.8 on a rolled 
snow road. 

4. The parameters of the trolleybus braking ef-
ficiency were estimated during the blending con-
trol of its traction and brake drives using the de-
veloped control algorithm during the carrying out 
road tests of low-floor trolleybus. Validation of the 
developed mathematical model of trolleybus bra- 
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king dynamics was evaluated during these tests. 
The efficiency of trolleybus brake system was ana-
lysed in accordance to [9]. It was indicated, that 
the proposed control algorithm provides ABS  
operation in a cyclic mode without locking the 
wheels even during the emergency braking on  
a snow road surface. 

5. As a consequence, the availability of the 
proposed control algorithm was confirmed for the 
blending control of trolleybus traction and brake 

drives. It secures the required efficiency of the trol-
leybus brake system. Enhancement of braking pro-
cess quality was shown, which is passed under op-
timal values of wheel slippage – 8–10 %. As a re-
sult, high braking stability is retained on different 
road surfaces. Good operation consistency of the 
traction and brake drives and the possibility for 
integration of these systems in uniform one was 
demonstrated for the trolleybus braking and trac-
tion control. 

 
Notation: 
 

ABS – anti-lock braking system; 
ASR – anti-slip regulation system; 
bt, btr – distance between hitch point and the tractor and trailer centre of gravity respectively; 
chh, chv – hitch stiffness in horizontal and vertical direction respectively; 
cti, csi – longitudinal tire and suspension stiffness respectively of trolleybus axle; 
eM – deadband for the braking torque of the electric motor; 
ep – deadband for the pressure in a brake chamber; 
FA – longitudinal aerodynamic resistance force; 
Fi – tire rolling resistance force; 
Ft2 – traction force of trolleybus driving axle; 
g – free-fall acceleration; 
hA – height of aerodynamic centre; 
hh – height of trailer hitch; 

hi, ih  – height of road roughness’s and a rate of its change respectively; 

ht, htr – height of tractor and trailer centre of gravity respectively; 
k – coefficient depending on trolleybus capacity rate; 
Imr – inertia moment of rotating parts of electric motor and transmission units; 
j – vehicle deceleration; 
Jt, Jtr – inertia moment of tractor and trailer body respectively; 
khh, khv – hitch damping in horizontal and vertical direction respectively; 
kti, ksi – longitudinal tire damping and suspension damping of trolleybus axle respectively; 
k – coefficient of realized friction; 
lht, lhtr, li – geometrical parameters of trolleybus; 
Mm – traction torque of electric motor; 
Mmbr – braking torque of electric motor; 
M*

mbr – limit braking torque of electric motor depending on displacement of brake pedal and angular velocity
   of electric motor shaft; 

mi – unsprung mass of trolleybus axle; 
mt, m

s
t – total and sprung tractor mass respectively; 

mtr, m
s
tr – total and sprung trailer mass respectively; 

Nht, Nhtr – the component of vertical force acting on tractor and trailer respectively from hitch; 
pbrc – current value of pressure at brake chambers of driving wheels; 
pa – atmospheric pressure at brake chambers of driving wheels; 
Qht, Qhtr – the component of horizontal force acting on tractor and trailer respectively from hitch; 
S – current value of driving wheels slippage; 
Sal – allowed mean value of driving wheels slippage; 
Smax – maximal value of driving wheels slippage; 
Smin – minimal value of driving wheels slippage; 
stup – displacement of brake pedal; 
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t – time; 
vx – trolleybus longitudinal velocity; 
xt,  xtr – horizontal displacement of tractor and trailer centre of gravity respectively; 
yi – vertical displacement of trolleybus axle; 
zn – sign in dependence on slippage level (zn = 1 at high slippage value, zn = –1 at low slippage value 

   and zn = 0 – slippage value is normal); 
zt, ztr – vertical displacement of tractor and trailer centre of gravity respectively; 
,  – rotation angles of tractor body around an axis passing through its centre of gravity; 
,  – rotation angles of trailer body around an axis passing through its centre of gravity; 
h, v – horizontal and vertical component respectively of hitch gap; 
m – angular deceleration of electric motor shaft; 
 – friction coefficient in a contact between road surface and tire; 
 – angular velocity of driving wheel; 
r – relative angular velocity of driving wheel; 
m – angular velocity of electric motor shaft; 
x, z – horizontal and vertical component respectively of hitch compressive deformation; 
S – range of allowed values of driving wheels slippage. 
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Реферат. Образование коммунально-бытовых компонентов жизнедеятельности человека и производственных пред-
приятий неизбежно, уровень их использования в Беларуси в среднем увеличился до 23 %. В статье дана оценка суще-
ствующих систем сбора и удаления отработанных твердых бытовых элементов исходя из технологических этапов 
(подготовка компонентов к погрузке в мусороуборочный транспорт; организация их временного хранения в домовла-
дениях, на предприятиях; сбор и вывоз с территорий домовладений, организаций и предприятий; обезвреживание, 
переработка, утилизация). Рассмотрены последствия несвоевременного сбора твердых бытовых и производственных 
отходов. Приведены факторы, оказывающие негативное влияние на среду обитания человека и экологию территорий 
населенных пунктов, предприятий. Представлен анализ эффективности своевременного удаления таких компонентов 
в системах коммунального хозяйства городов и предприятий как важной составляющей, обеспечивающей социаль-
ную, экономическую и экологическую значимость. На современном этапе развития техники и доступных технологий 
один из наиболее рациональных и экономически оправданных способов доставки отработанных элементов к участ-
кам их сортировки и переработки – вакуумная транспортировка с помощью трубопроводного транспорта. Его приме-
нение обосновано в промышленных зонах, населенных пунктах с высокой и средней плотностью заселения, причем 
прокладывать такой трубопровод можно рядом с существующими трубопроводными и иными транспортными ком-
муникациями. 
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systems for the collection and disposal of waste solid household items based on  technological stages (preparation of waste for 
loading into a garbage collection vehicle; organization of temporary storage of waste in households, at enterprises; collection 
and removal of waste from the territories of households, organizations and enterprises; neutralization, processing and recy-
cling of waste). The consequences of untimely collection of solid household and industrial waste are considered in the paper. 
The paper presents the factors that have a harmful effect on the human environment and the ecology of the territories of set-
tlements and enterprises. An analysis of the effectiveness of the timely removal of such components in the systems of munici-
pal services of cities and enterprises as an important component providing social, economic and environmental significance  
is given in the paper. At the present stage of the development of technology and available technologies, one of the most  
rational and economically justified ways of delivering waste to the areas for their sorting and processing is vacuum transporta- 
tion using pipeline transport. Its application is justified for industrial zones and settlements with high and medium population 
density. Moreover, such a pipeline can be laid next to existing pipeline and other transport communications. 
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Введение 
 

Особенностью процесса сбора отработан-
ных коммунально-бытовых компонентов явля-
ется то, что в работе транспортных средств 
значительное время (25–40 % и более) занимает 
продолжительность погрузоразгрузочных опе-
раций, в связи с чем актуальными остаются 
проблемы безопасности их движения и эколо-
гической обстановки в различных районах, 
расхода топливно-энергетических ресурсов. 

Один из способов решения перечисленных 
проблем – внедрение вакуумных систем с при-
менением трубопроводного пневмотранспорта. 
Пневматический сбор и транспортировка вто-
ричных компонентов реализуются во многих 
странах. Это эффективный метод транспорти-
ровки и обработки коммунально-бытовых от-
ходов. Трубопроводы для их перемещения 
можно использовать независимо от расстояния. 
При этом автоматизированная система сбора и 
удаления компонентов обладает широким по-
тенциалом технических возможностей для сбо-
ра и перемещения компонентов различных 
фракций [1].  

Среди проблем в системах сбора компонен-
тов можно выделить:  

– антисанитарное состояние территории 
(особенно в теплое время года); 

– наличие диффузионных потоков от транс-
портных объектов до пунктов приема (сорти-
ровки); 

– выделение вредных веществ в окружаю-
щую среду при движении мусоровозов от мест 
их сбора до пункта приема (сортировки). 

Основная часть 
 

Пневматические системы транспортирова-
ния многообразных компонентов с использова-
нием трубопроводов могут способствовать ре-
шению перечисленных задач. Для их функцио-
нирования необходимо создать групповые 
системы сортировки, представленные в виде 
технических элементов: 

– селитебные территории, группы населен-
ных территорий с крупными сооружениями для 
сортировки многофазных материалов к месту 
переработки; 

– районы с установками малой производи-
тельности для сортировки и подготовки к до-
ставке к узлам переработки отходов; 

– группы объектов, коммунальных соору-
жений, производственных предприятий с эле-
ментами для сортировки и подготовки к до-
ставке к участкам реабилитации вторичных 
компонентов;  

– группы объектов, коммунальных соору-
жений, производственных предприятий с уста-
новками для транспортировки специальных 
видов отходов. 

Технология вакуумной транспортировки от-
ходов появилась еще в середине прошлого века 
и используется для транспортирования различ-
ных, в первую очередь сыпучих, материалов. 
Ее применение обосновано для промышленных 
зон, населенных пунктов с высокой и средней 
плотностью заселения, поскольку у пневмати-
ческой установки закрытая система трубопро-
водов. Кроме того, есть и такие преимущества, 
как, например, отсутствие запахов, поступаю-
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щих из нее в атмосферу. Благодаря постоянно 
поддерживаемому отрицательному давлению  
в системе не возникают утечки жидких компо-
нентов. Высокая скорость (3,5–5,0 м/с) транс-
портирования смеси «твердые частицы – воз- 
дух – жидкость» в трубах предотвращает образо-
вание отложений [2]. Внедрение этой технологии 
в масштабах Республики Беларусь несложно 
осуществить, учитывая наличие пластиковых 
трубопроводов, производимых белорусскими 
предприятиями, а также промышленных вакуум-
ных установок компаний Roediger, Airvac, ISEKI 
и их российских аналогов. 

Пневматические системы транспортировки 
компонентов к участкам сортировки и пере- 
работки наиболее рациональны и экономиче- 
ски оправданы. Технологическую схему работы 
установки отходоотведения можно представить 
следующим образом. На поверхности в участках 
сбора коммунальных компонентов устанавлива-
ются приемные контейнеры, возвышающиеся над 
землей на высоту до 1 м. Приемная часть марки-
руется расцветками с дополнительным размеще-
нием надписей, символов (рис. 1).  

Система может функционировать следую-
щим образом. На участке сбора расположе- 
ны три люка – для сбора бумаги, картона и сме- 
шанных  компонентов.  Жители  опускают  туда 

рассортированные коммунально-бытовые отхо-
ды в полиэтиленовых или бумажных пакетах 
объемом до 30 л. Опыт эксплуатации показыва-
ет, что наилучшее качество транспортиров- 
ки – при заполнении пакета на 2/3. Под контей-
нерами располагается сеть подземных трубо-
проводов, оборудованная централизованной 
управляемой системой клапанов с автоматизи-
рованным открытием.  

Работа системы осуществляется по опреде-
ленным алгоритмам – согласно времени, степе-
ни наполнения и др. При открытии клапанов 
посредством поступления в магистраль воз-
душной фазы за счет работающей вакуумной 
установки в магистрали создается разрежение, 
и компоненты поступают в основной трубопро-
вод, а затем – к участкам сбора, переработки, 
складирования. Отходы, доставленные к месту 
их сбора, сортируются и поступают либо не- 
посредственно на переработку, либо на обо- 
рудование, обеспечивающее их уплотнение, 
для осуществления дальнейшего перемещения 
с применением наземных видов транспорта.  
По мере накопления они транспортируются на 
специализированные перерабатывающие пред- 
приятия [3]. На рис. 2 представлена упрощен-
ная схема транспортировки компонентов из 
жилого микрорайона к месту их переработки.  

 

 
 

Рис. 1. Схема пневматической системы транспортировки неоднородных элементов в городском районе 
 

Fig. 1. Diagram of pneumatic system for transporting heterogeneous elements in urban area  
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Рис. 2. Схема транспортировки компонентов из жилого микрорайона к месту их переработки:  
1 – здания и сооружения микрорайона города; 2 – место сбора отходов; 3 – пневматический трубопровод;  

4 – место приема отходов, подготовка материала (сырья, отходов) к многокомпонентному брикетированию;  
5 – цех переработки отходов (дробление, измельчение) и изготовления брикетов; 6 – микрорайон города 

 

Fig. 2. Schematic diagram of component transportation from residential area to the place of their processing:  
1 – buildings and structures of city micro-district; 2 – waste collection point; 3 – pneumatic pipeline;  

4 – waste collection point, preparation of material (raw materials, waste) for multicomponent briquetting; 
5 – waste processing shop (crushing, grinding) and production of briquettes; 6 – micro-district of the city 

 
В период эксплуатации протяженность сети 

транспортных трубопроводов может значи-
тельно увеличиться за счет подключения новых 
объектов. При этом также изменяется масса 
транспортируемых отходов, что, конечно, вы-
зовет определенную нагрузку на работающую 
вакуумную установку. С целью бесперебойной 
работы системы на определенных участках су-
ществует сверхвысокое техническое разреже-
ние. Ступенчатое разрежение можно создавать 
за счет включения в систему резервного ваку-
умного насоса, автоматически подключаемого 
в последовательную схему работы двух насосов. 
Один из них создает форвакуум (предваритель-
ное разрежение), а второй – из низкого более 
высокий вакуум. Минимальное давление, кото-
рого можно достичь с помощью современных 
вакуумных установок, достигает 10–16 мм рт. ст. 
Таким образом, применение комбинирован- 
ных систем создания различных уровней раз-
режения позволяет транспортировать компо-
ненты в широком диапазоне морфологического 
состава, разной плотности и с наличием жид-
ких фаз. 

На промышленных предприятиях всевоз-
можных компонентов образуется достаточно 
много. Например, в ОАО «Белшина» их только 

в одном цеху может быть до 23 видов. Они 
складируются и накапливаются в отдельных 
контейнерах, где находятся до соответствую-
щих технологических операций. Чаще всего 
при вывозе с территории предприятия отходов 
мусоровозами невозможно укомплектовать их 
только однородными компонентами. Поэтому 
они сгружаются совместно, что в дальнейшем 
увеличивает объем работ по их сортировке для 
применения в доступных технологиях перера-
ботки. При трубопроводной транспортировке 
компонентов, как правило, исключается воз-
можность их смешивания или засорения ими 
трубопровода. Отходы транспортируются к ме-
стам утилизации или вторичной обработки по 
мере их накопления в соответствии с принятым 
алгоритмом. 

Упрощенная схема утилизации различных 
видов отходов промышленного предприятия 
представлена на рис. 3 [4–9]. Данная система 
позволяет с наименьшими затратами транспор-
тировать компоненты к участкам их переработ-
ки, что актуально при создании производств  
по переработке смесей, например в многоком-
понентное твердое топливо (RDF- и MSF-топ- 
ливо). Эта система уже получила широкое рас-
пространение благодаря ряду преимуществ.  
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Рис. 3. Схема утилизации различных видов отходов промышленного предприятия 
 

Fig. 3. Schematic diagram for disposal of various types of industrial waste 

 
Сдерживающим фактором широкого рас-

пространения такой системы является отсут-
ствие теоретически обоснованного алгоритма 
расчета. Недостаток существующей теоретиче-
ской базы обусловил тот факт, что для опреде-
ления диаметра труб вакуумной сети служат 
фиксированные решения в таблицах с ориенти-
ровочными значениями [10]. Сложность созда-
ния расчетных формул заключается в особен-
ностях транспортирования отходов под дей-
ствием вакуума, а именно – транспортировки 
многофазной среды «жидкость – воздух – твер-
дые частицы» в трубопроводах с уклоном к го-
ризонту. Пренебрегать расчетами, учитывающи-
ми поправки к характеристикам в зависимости от 
изменения уклона, нельзя, так как уклон неиз-
бежно образуется при строительно-монтажных 
работах на застроенных территориях и проклад-
ке трубопроводных вакуумных систем вбли- 
зи существующих инженерных коммуникаций. 
Однако на примере математического описания 
движения водовоздушной смеси [11–13] можно 
создать алгоритм расчета вакуумной трубопро-
водной системы транспортировки компонентов, 
учитывая верифицированную теоретическую 
базу расчета пневматического движения твердых 
фракций частиц, применяемых в системах тру-
бопроводного транспорта сыпучих материалов. 

 

 

Исследование и его результаты 
 

С целью решения задачи создания и приме-
нения на практике алгоритма расчета вакуум-
ных систем транспортировки отходов, а также 

сравнения полученных результатов с уже име-
ющимися проведен ряд исследований с исполь-
зованием экспериментальной установки, обес-
печивающей транспортировку отходов под  
вакуумметрическим давлением в трубопрово-
дах наружной канализации (диаметр 110 мм, 
толщина 3,2 мм, вакуумметрическое давле- 
ние 20–40 кПа) производства УП «СТС-Белпо- 
липластик» НПВХ SN4. В результате исследова-
ний определено, что максимальная скорость 
транспортирования отходов vs достигается при 
объемном расходном воздухосодержании  =  
= 0,71–0,74, при котором соотношение «твер- 
дые частицы – воздух – жидкость» QG/QL =  
= 0,3–0,4 [13]. 

На плотность смеси отходов также влияет 
распределение фаз по длине трубопровода, что, 
в свою очередь, зависит от структуры потока. 
Для определения режима движения газожид-
костной смеси под действием вакуума выпол-
нен ряд экспериментов на лабораторной уста-
новке. Определено, что режим движения в си-
стеме изменяется по длине трубопровода, что, 
скорее всего, связано с особенностью устрой-
ства системы вакуумной транспортировки от-
ходов. Поэтому расчет системы необходимо 
выполнять для каждого участка, на котором 
происходит изменение структуры движения.  

Общие потери давления в системе Δр опре-
деляются для каждого участка отдельно с уче-
том гидропневматических параметров, влияю-
щих на величину градиента давления именно 
на нем в зависимости от длины участка l [13] 
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При анализе результатов эксперименталь-
ных исследований с использованием теории 
подобия известны соотношения отдельных 
геометрических и технологических параметров 
функционирования реальных, эксперименталь-
ных вакуумных систем. В общем виде зависи-
мость потерь давления в системе при вакуум-
ном транспортировании можно представить 
следующим образом: 

 

 , ,  ,  , , s s sр f v d l                    (2) 
 

где р – потеря давления, Па; s – плотность 
компонентов, кг/м3; vs – скорость транспорти-
рования смеси коммунальных компонентов, 
м/с; d –диаметр канала, м; l – длина коммуни-
каций, м; s – коэффициент динамической вяз-
кости системы, Пас. 

При решении системы уравнений, состав-
ленной с использованием матрицы степени 
размерности величин представленной зависи-
мости, получен критерий подобия, включаю-
щий аэро- и гидродинамические, а также гео-
метрические параметры движения компонентов 
в цилиндрических коммуникациях 
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рd
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                          (3) 

 

Аэродинамический расчет системы должен 
быть представлен таким образом, чтобы в то 
время, когда в ней отсутствует транспортиров-
ка, обеспечивался минимальный уровень ваку-
ума, а время на его восстановление в системе 
не превышало требуемого значения. При 
нахождении диаметра не следует увеличивать 
скорость потока более чем на 5 м/с, поскольку 
это значение оптимальное для его функциони-
рования, а большая скорость вызывает избы-
точное трение и потери при ускорении. Уста-
новлено, что: 

– увеличение соотношения воздуха в систе-
ме «твердые частицы – воздух – жидкость»  
с использованием вакуумного воздуховпускно-
го клапана, интегрированного в систему авто-
матического поддержания давления и загрузки, 

может повысить производительность вакуум-
ной системы; 

– благодаря увеличению притока воздуха  
в систему подается больше энергии, что позво-
ляет повысить скорость движения смеси, но это 
неприемлемо для некоторых видов производ-
ственных отходов и многокомпонентных сме-
сей, поскольку приводит к снижению скорости 
и производительности вследствие увеличения 
потерь давления на трение и адгезию. Поэтому 
в аэро- и гидродинамических расчетах необхо-
димо учитывать как статические, так и динами-
ческие факторы трубопроводной системы. 

Основным параметром, характеризующим 
эффективную работу системы и выбор обору-
дования при транспортировании, является ве-
личина создаваемого в трубопроводной сети 
вакуума, который зависит от аэро- и гидро- 
динамических потерь энергии на трение и 
местные сопротивления на участках трубопро-
вода. Это значит, что расчет системы в первую 
очередь должен быть направлен на учет всех  
потерь энергии в системе, в результате чего 
можно определить расчетную величину ваку-
умметрического давления. При расчете техно-
логических многокомпонентных систем для 
транспортировки многофазных смесей необ- 
ходимо корректно определить их плотность. 
Отдельно с помощью (1) следует вычислить 
потери давления на участке Δр. Алгоритм рас-
чета вакуумных систем показан на рис. 4. 

 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4. Алгоритм расчета вакуумных систем 
 

Fig. 4. Algorithm for vacuum systems calculating 

 

Исходные данные: QL, vs,  
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Корректировка значений  
vs и  (при необходимости) 

путем изменения L 
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Представленный метод расчета систем ваку-
умного транспортирования позволит подобрать 
диаметр трубопровода, определить объем транс-
портирования твердых бытовых отходов (ТБО)  
и воздуха, вакуумметрическое давление, необ-
ходимое для транспортировки отходов, длины 
расчетных участков, вычислить скорость воз-
душной смеси на расчетном участке вакуумной 
системы. Согласно полученным данным, при 
одинаковых диаметрах трубопровода с увели-
чением длины расчетного участка потери дав-
ления возрастают. Из этого можно сделать вы-
вод, что для соблюдения заданных параметров 
работы системы вакуумного транспортирова-
ния ТБО (скорость транспортировки отходов, 
воздухосодержание, потери давления) при по-
добранном диаметре трубопровода главный 
регулируемый фактор – длина расчетного 
участка. 

Средняя плотность транспортируемых ком-
понентов 

 

1 1 2 2

1 2
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где 1, 2, …, i – плотность 120, 220, …, i20 ком-
понентов, кг/м3 (неорганических, полимерных, 

древесных, стеклянных); 1
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1

;
m
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m
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   m1, m2, …, mi – масса 120, 220, …, i20 

компонентов, кг; V1, V2, …, Vi – объем 120,  
220, …, i20 компонентов, м3. 

Линейную плотность теплопередачи qе от 
транспортируемых компонентов в однослойной 
цилиндрической коммуникации к атмосферно-
му воздуху в зимний и переходные периоды 
года, к пограничному воздушному слою у 
внешней поверхности трубопровода при стаци-
онарных теплоаэродинамических расчетах 
можно найти из уравнения 
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где ,1t  – средняя температура воздуха внутри 

цилиндрической коммуникации, C; ,2t  – 

средняя температура наружного воздуха, C; 

0,1,a  0,2a  – средний коэффициент теплоотдачи  

у внутренней и внешней поверхностей цилин-
дрической коммуникации, Bт/(м2K); d1, d2 – 
внутренний и внешний диаметры цилиндриче-
ской коммуникации, м;  – коэффициент теп-
лопроводности цилиндрической стенки трубо-
провода, Вт/(мК). 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Введение при строительстве и модерни-

зации предприятий современной технологиче-
ской системы сбора и транспортировки отходов 
позволит в два и более раз сократить расстоя-
ние их транспортирования по сравнению с вы-
возом автотранспортом. Дополнительно сни- 
жается транспортная загрузка дорог общего 
пользования и обеспечивается безопасность 
дорожного движения. 

2. Работа вакуумной установки обеспечива-
ется электроэнергией, использование которой 
сегодня – приоритетная задача. Постепенный 
отказ от мусоровозов при увеличении уровня 
использования трубопроводного способа сбора 
отработанных коммунально-бытовых компо-
нентов сократит расходы на топливо для пред-
приятий. А это в свою очередь улучшит состо-
яние окружающей среды городов и промыш-
ленных зон. 

3. Установки вакуумной транспортировки 
отходов компактны, просты в наладке, легко 
вписываются в архитектурно-строительный 
ландшафт и технологический процесс предпри-
ятия, соответствуют высоким санитарно-гигие- 
ническим требованиям по условиям перемеще-
ния отходов, могут быть полностью автомати-
зированы. К достоинствам установок также 
можно отнести возможность совмещения про-
цесса транспортирования отдельных отходов 
или их смеси с различными массообменными  
и технологическими операциями, например  
с сушкой и охлаждением отдельных компонен-
тов, разломом и сепарацией.  
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Часть 1 
 

Докт. техн. наук, проф. В. А. Седнин1), магистр техн. наук Т. В. Бубырь1) 
 
1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь) 
 
 Белорусский национальный технический университет, 2021 
    Belarusian National Technical University, 2021 
 
Реферат. Для повышения эффективности эксплуатации тепловых сетей, размещенных в непроходных каналах, ранее 
предложено схемно-структурное решение регенеративно-утилизационного теплоиспользования и одновременно по-
казана проблематичность создания приемлемой натурной экспериментальной установки или сложность проведения 
пассивного эксперимента на существующих теплотрассах в непроходных каналах. В качестве альтернативного реше-
ния для выполнения исследований предлагается создать и использовать виртуальную экспериментальную установку, 
разработанную на базе программного комплекса ANSYS, получившего широкое признание в мире. Начальные ре-
зультаты верификации модели показали перспективность изучения теплообмена и аэродинамики в продуваемых не-
проходных каналах теплотрасс с использованием такого решения. Выполнено исследование с помощью виртуальной 
экспериментальной установки на базе шестифакторного ротатабельного плана второго порядка, содержащего 46 точек  
на гипершаре с шестью звездными точками. Показано отсутствие необходимости рандомизации порядка проведения 
и повторения исследования в точках плана проведения вычислительного эксперимента. Получены уравнения регрес-
сии второго порядка для расчета комплекса целевых функций: требуемого напора воздуха для достижения заданной 
скорости потока, интенсивности теплоотдачи непосредственно от труб теплотрассы, а также от стенок канала к про-
дуваемому воздуху. В качестве влияющих факторов при вычислениях приняты: геометрия каналов типовых размеров 
теплотрасс, длина участков, температуры наружного воздуха и грунта, скорость потока воздуха в канале. Для полу-
ченных уравнений регрессии установлены значимые коэффициенты и осуществлен переход от безразмерных факто-
ров к натуральным. С использованием стандартных статистических методов оценок на базе рассчитанных значений 
критериев Фишера, Стьюдента и других определена адекватность полученных уравнений регрессии.  
 

Ключевые слова: теплоснабжение, непроходные каналы, теплотрасса, теплообмен, аэродинамическое сопротивле-
ние канала, ANSYS, математическое моделирование, верификация, использование теплоты грунта, виртуальная мо-
дель, уравнение регрессии, шестифакторный эксперимент   
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Abstract. To increase the efficiency of operation of heating networks located in non-passable channels, a schematic  
and structural solution of regenerative-utilization heat use was previously proposed and at the same time it is shown that it is 
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difficult to create an acceptable full-scale experimental installation or the difficulty of conducting a passive experiment on 
existing heating mains in non-passable channels. As an alternative solution for performing research, it is proposed to create 
and use a virtual experimental setup developed on the basis of the ANSYS software package, which has received wide recog-
nition in the world. The initial results of  model verification showed that the study of heat transfer and aerodynamics in blown-
through non-passable heating mains using such a solution is promising. A study has been carried out using a virtual expe- 
rimental setup based on a six-factor second-order rotatble plan containing 46 points on a hypersphere with six star points.  
It is shown that there is no need to randomize the order of conducting and repeating the study at the points of computatio- 
nal experiment plan. Second-order regression equations have obtained for calculating a complex of objective functions:  
the required air pressure to achieve a given flow rate, the intensity of heat transfer directly from the pipes of the heating main,  
as well as from the walls of the channel to the blown air. The geometry of the channels of typical standard sizes of heating 
mains, the length of the sections, the temperature of the outside air and soil, and the air flow rate in the channel have been 
taken as the influencing factors in the calculations.  For the obtained regression equations, significant coefficients have been 
established and the transition from dimensionless to natural factors has been carried out. The adequacy of the obtained reg- 
ression equations has been determined using standard statistical estimation methods based on the calculated values of the 
Fisher’s, Student’s and other criteria.   
 

Keywords: heat supply, nonpassable channels, heating main, heat exchange, aerodynamic channel drag, ANSYS, math mode- 
ling, verification, utilization of soil heat, virtual model, regression equation, six factor experiment 
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Введение 
 
Ранее в [1, 2] для повышения эффективно-

сти эксплуатации тепловых сетей, размещен-
ных в непроходных каналах, предложено схем-
но-структурное решение регенеративно-утили- 
зационного теплоиспользования, что позволило 
определить актуальность соответствующих 
экспериментальных исследований. Определена 
проблематичность создания приемлемой натур- 
ной экспериментальной установки или слож-
ность проведения пассивного эксперимента на 
существующих теплотрассах в непроходных 
каналах. В качестве альтернативного решения 
для выполнения исследований предложено со-
здать и использовать виртуальную эксперимен-
тальную установку, разработанную на базе 
программного комплекса ANSYS, широко при-
знанного в мире. Начальные результаты вери-
фикации полученной с помощью ANSYS вир-
туальной модели показали перспективность 
предложенного решения по исследованию теп-
лообмена и аэродинамики в продуваемых не-
проходных каналах теплотрасс. 

Экспериментальные исследования в боль-
шинстве случаев удобно осуществлять с при-
влечением методов математического планиро-
вания и обработки получаемых данных. К со-
жалению, методик выбора плана проведения 

эксперимента для реализации метода матема-
тического планирования нет. Определение чис-
ла факторов, их ранжирование, обоснование 
диапазонов изменения факторов для выбран-
ных исследуемых функций цели проводятся на 
основании: 

 экспертных оценок самих участников, 
связанных с проведением эксперимента; 

 сторонних исследователей; 
 имеющихся литературных данных в кон-

кретной области знаний [3–6]. 
Такой подход необходим для лучшего по-

нимания роли тех или иных физических вели-
чин в протекании рассматриваемых процессов 
и особенностей их осуществления под воздей-
ствием каждого фактора. Наконец, факторы, 
принятые для проведения исследования, не 
должны зависеть друг от друга. Выбор факто-
ров, обоснование диапазона их изменения и 
ранжирование отражены в [1, 2]. 

 
Выбор плана проведения эксперимента  
и влияющих факторов 
 

Используя таблицы планов проведения ак-
тивного эксперимента [3, 4], рекомендации по 
выбору определенного плана [5–7], к реализа-
ции принят шестифакторный, ротатабельный 
план второго порядка (табл. 1). 
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Таблица 1 
План проведения эксперимента 

 

Experiment plan 
 

№
 т
оч
ки

 
пл
ан
а Фактор 

№
 т
оч
ки

 
пл
ан
а Фактор 

№
 т
оч
ки

 
пл
ан
а Фактор 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X1 X2 X3 X4 X5 X6 

1       17 +     + 33 * 0 0 0 0 0 
2     + + 18 +    +  34 * 0 0 0 0 0 
3    +  + 19 +   +   35 0 * 0 0 0 0 
4    + +  20 +   + + + 36 0 * 0 0 0 0 
5   +   + 21 +  +    37 0 0 * 0 0 0 
6   + – + – 22 +  + – + + 38 0 0 * 0 0 0 
7   + + – – 23 +  + +  + 39 0 0 0 * 0 0 
8   + + + + 24 +  + + +  40 0 0 0 * 0 0 
9  +    + 25 + +     41 0 0 0 0 * 0 

10  +   +  26 + + – - + + 42 0 0 0 0 * 0 
11  +  + –  27 + +  +  + 43 0 0 0 0 0 * 
12  +  + + + 28 + +  + +  44 0 0 0 0 0 * 
13  + +    29 + + +   + 45 0 0 0 0 0 0 
14  + +  + + 30 + + +  +  46 0 0 0 0 0 0 
15  + + +  + 31 + + + +          
16  + + + +  32 + + + + + +        

 
Функции отклика исследовались в зависи-

мости от следующих факторов:  
– характерного размера, определяюще- 

го геометрию канала в поперечном сечении, 
Xпопр (Х1), м;  

– характерного размера, определяющего  
геометрию канала в продольном сечении,  
Xпрод  (Х2), м; 

– скорости потока воздуха в канале  (Х3), м/с; 
– температуры сетевой воды: прямой tПСВ  

и обратной tОСВ (Х4), °С; 
– температуры наружного воздуха tн.вз  (Х5), °С; 
– температуры грунта на глубине залегания 

канала tгр (Х6), °С. 
В вычислительных экспериментах опыты 

выполнены в соответствии с матрицей пла- 
на. Кроме того, в рассматриваемом варианте 
исследований предполагается отсутствие сис- 
тематических ошибок, что исключает необхо-
димость в рандомизации последовательности 
проведения опытов [7]. 

В расчетах поток воздуха движется в одном 
направлении с прямой сетевой водой (ПСВ) от 
начала участка, где задаются температуры по-
токов воздуха и ПСВ, к окончанию участка, где 
указанные температуры рассчитываются в про-
граммном комплексе ANSYS. Для обратной 
сетевой воды (ОСВ) имеет место противоток 
потоку воздуха, и температура ОСВ задается  
в выходном сечении участка и рассчитывается 
во входном. Температуры потоков сетевой во-

ды задаются предельными для конкретного 
графика с учетом парного соответствия соот-
ношения температур прямой и обратной воды. 
В практических расчетах, естественно, темпе-
ратуры сетевой воды могут отличаться за счет 
теплопотерь в канале и отвода теплоты у по-
требителя. Но поскольку они будут находиться 
внутри диапазона предельных значений темпе-
ратур потоков, уравнения регрессии дадут ре-
зультат, учитывающий отклонения температур 
от предельных. 

 

Этапы работы  
с программным комплексом ANSYS 
 

Построение расчетной сетки конечных 
элементов. Первый, и весьма важный, этап свя-
зан с построением расчетной сетки для выпол-
нения вычислений в ANSYS. Для построения 
сетки предлагаются различные сеточные моду-
ли в составе ANSYS: ANSYS Meshing, ANSYS 
ICEM CFD, ANSYS Fluent Meshing. Модуль 
ICEM CFD применим для сложных геометрий, 
позволяет строить сетку по плохо связанному 
набору геометрических данных, что невозмож-
но сделать при помощи других инструмен- 
тов [8]. ANSYS Fluent Meshing применяется для 
построения больших неструктурированных тет-
раэдрических, ортогональных, полиэдрических 
и сеток с преобладанием гексаэдров для очень 
сложных геометрических моделей, широко ис-
пользуется в аэрокосмической и автомобильной 
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отраслях, например при моделировании под- 
капотного пространства карьерных самосва- 
лов или для конструирования болидов F1 [9]. 
ANSYS Meshing является универсальным, мно-
гофункциональным, автоматизированным и вы-
сокопроизводительным продуктом, создающим 
сеточную модель для точных эффективных мно-
годисциплинарных расчетов [10, 11]. Данный 
модуль генерирует сетку с учетом области фи-
зики, к которой относится задача, и типа реша-
теля, используемого в работе ANSYS. В своем 
исследовании авторы для генерации сетки при-
меняли модуль ANSYS Meshing. 

Важный фактор построения сетки – соот-
ветствие канонической формы элементов  
разбиения сложности конструкции канала.  
При построении сетки использовались эле- 
менты в форме тетраэдра, пирамиды, призмы. 
Однако для получения структурированной сет-
ки большая часть элементов была простроена 
шестигранниками. Определяющий максималь-
ный размер элемента разбиения и его канони-
ческая форма – следующие по важности фак- 
торы при выборе сетки, от которых в том чис- 
ле зависит выполнение сходимости процесса  
численного решения. Другое условие выбора 
сетки – обеспечение требуемой точности реше-
ния. Общее число элементов в расчетах рас-
сматриваемой экспериментальной модели ко-
лебалось от 5 до 15 млн единиц – это связано 
как с максимальной длиной участка (100 м), так 
и с максимальным поперечным сечением кана-
ла (1,72,5 м). Кроме того, расчетное сече- 
ние включало грунт вокруг канала на толщину 
до 0,5 м. При этом минимальная длина кана- 
ла сечением 1,52,0 м составляла 20 м. Вблизи 
поверхностей рассматриваемой геометрии 
укладывался тонкий слой призматических эле-
ментов толщиной, обеспечивающей безразмер-
ный параметр y+ в диапазоне 30–100. Сходи-
мость процесса определялась по достиже- 
нии совпадения соседних значений итераций 
температуры, напора, массового расхода, ха-
рактеризующихся величиной менее 10–3, что 
достигалось после 2 тыс. итераций. Процесс 
построения сетки производился для девяти 
конфигураций канала экспериментальной уста-
новки, время построения сетки для каждой 
конфигурации в среднем занимало от 2 до 6 ч. 
Для решения использовался принадлежащий 
ИТМО НАН Беларуси компьютер с 26 ядрами и 
128 Гб ОЗУ, на котором был установлен лицен-
зионный пакет ANSYS.  

Расчетные пакеты ANSYS. Следующий 
этап исследования связан с расчетами непо-
средственно в точках матрицы плана проведе-
ния эксперимента (табл. 1). Для этого из соста-
ва ANSYS был выбран пакет CFX, который, 
согласно рекомендациям, при минимальных 
временных затратах дает ожидаемый резуль- 
тат [11]. При этом для различных точек плана 
время расчета изменяется от 3 до 24 ч. Оконча-
ния итераций определялись из выполне- 
ния таких условий, как: стабилизация при пе-
реходе от одной итерации к другой таких пара-
метров, как температура, массовый расход теп-
лоносителя, давление, плотность теплового по-
тока. Погрешность получаемых результатов 
оценивалась в 5–10 %. 

Очевидно, что громоздкость процесса полу-
чения результатов с использованием програм- 
много комплекса ANSYS мало приемлема в 
инженерной практике. Это подтверждает необ-
ходимость получения на основе эксперимен-
тального исследования с помощью данного па-
кета более простых соотношений, например 
уравнений регрессии, отвечающих требованиям 
практического применения. 

Таким образом, с помощью программного 
комплекса ANSYS в зависимости от перечис-
ленных факторов в каждой точке плана рассчи-
тывались: потери напора продуваемого потока 
воздуха на участке канала, температуры на вы-
ходе потока воздуха и сетевой воды в прямом и 
обратном трубопроводах. Достижением сходи-
мости итерационных процессов указанных рас-
четов считался выход на плато графиков урав-
нений импульса, баланса масс, энергий, турбу-
лентности. Время расчетов каждой точки плана 
находилось в диапазоне 16–24 ч. В качестве 
примера сходимости для одной из точек плана 
показаны на рис. 1–4. 

Анализируя рис. 1, 2, можно отметить, что 
для потока сетевой воды при движении в тру-
бопроводе не возникает проблем со сходимо-
стью решения, в то же время для воздуха 
вследствие наличия ряда местных сопротивле-
ний имеют место пульсации потока воздуха, 
что осложняет сходимость процесса решения.  

Данные рис. 3 позволяют считать, что вы-
бранная модель турбулентности k– SST хоро-
шо описывает протекающие в канале процессы. 
Из рис. 4 видно, что дисбалансы решаемых 
уравнений достигают нулевых значений, и это 
указывает на окончание процесса решения. 

Результаты работы программного комплекса 
ANSYS для всех точек плана приведены в табл. 2. 
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Рис. 1. Сходимость уравнений сохранения импульса  
и баланса масс для потока сетевой воды 

 

Fig. 1. Convergence of momentum conservation equations  
and mass balance for flow of network water 

 

 
 

Рис. 2. Сходимость уравнений сохранения импульса  
и баланса масс для потока воздуха 

 

Fig. 2. Convergence of momentum conservation equations  
and mass balance for air flow 

 

 

Рис. 3. Сходимость решений для уравнений  
выбранной модели турбулентности 

 

Fig. 3. Convergence of solutions for equations  
of selected turbulence model 

 

 
 

Рис. 4. Дисбалансы решаемых уравнений  
для всех теплоносителей 

 

Fig. 4. Imbalances of equations being solved  
for all heat carriers 

 

Таблица 2 
Результаты работы программного комплекса ANSYS для всех точек плана 

 

Results of ANSYS software package for all points of the plan 
 

№
 т
оч
ки

 
пл
ан
а 

Температура выхода t, °С 
Δp, 
Па 

№
 т
оч
ки

 
пл
ан
а 

Температура выхода t, °С 
Δp, 
Па 

№
 т
оч
ки

 
пл
ан
а 

Температура выхода t,°С 
Δp, 
Па ПСВ ОСВ Воздух ПСВ ОСВ Воздух ПСВ ОСВ Воздух 

1 79,4960 44,9980 –10,88 40,4 17 79,4940 44,9960 –7,64 72 33 89,9990 49,4994 –7,28 27,1 
2 79,4960 44,9980 1,05 38,6 18 79,4940 44,9970 1,57 69 34 89,9949 49,4971 –4,81 122 
3 100 52,9970 –10,14 40,4 19 100,4920 52,9950 –8,23 72,6 35 89,9990 49,4990 –6,57 71,6 
4 100 52,9980 0,65 38,7 20 100,4920 52,9960 2,79 69,1 36 89,9610 49,4780 –3,84 163 
5 79,4960 44,9970 –12,50 195 21 79,4930 44,9960 –11,49 341 37 89,9972 49,4984 3,01 0,95 
6 79,4970 44,9980 –0,42 185 22 79,4940 44,9970 0,67 324, 38 89,9968 49,4981 –6,84 277 
7 100,4950 52,9970 –12,70 195 23 100,4910 52,9950 –10,86 342 39 65,0277 38,9985 –6,14 80,5 
8 100,4960 52,9980 –0,04 185 24 100,4920 52,9960 0,30 324 40 114,9660 57,9979 –5,83 78,4 
9 79,4984 44,9990 –12,38 11,5 25 79,4972 44,9983 –11,67 19,2 41 89,9963 49,4976 –20,53 86,9 
10 79,4986 44,9992 –0,27 10,9 26 79,4976 44,9986 0,72 17,4 42 89,9973 49,4986 8,41 75,3 
11 100,498 52,9988 –12,55 11,5 27 100,4970 52,9980 –11,17 19,3 43 89,9968 49,4982 –6,37 78,6 
12 100,498 52,9990 0,12 10,9 28 100,4970 52,9984 0,50 17,4 44 89,9968 49,4982 –5,56 79,5 
13 79,4984 44,9989 –13,67 54,4 29 79,4970 44,9980 –12,69 85,1 45 89,9968 49,4982 –5,94 77,8 
14 79,4986 44,9992 –0,65 51,5 30 79,4976 44,9986 –0,44 80,7 46 89,9968 49,4982 –7,28 80,5 
15 100,4980 52,9988 –13,47 54,4 31 100,4960 52,9980 –12,85 85,1      
16 100,4980 52,9990 –0,74 51,6 32 100,4970 52,9984 –0,11 80,7      
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Непосредственно по результатам работы 
программного комплекса ANSYS не выводятся 
требуемые функции отклика, указанные выше. 
В этой связи значения требуемых функций от-
клика рассчитываются на базе полученных ре-
зультатов работы упомянутого программного 
комплекса по зависимостям, приведенным в [2]. 

 
Регрессионные уравнения 
 

Функциями отклика определены:  
 потери напора при продувке канала воз-

духом; 
 удельные тепловые потоки к воздуху: 
суммарный от трубопроводов сетевой воды; 
раздельные от трубопроводов прямой и об-
ратной сетевой воды; 
от ограждающих конструкций канала. 
Для определения удельного теплового пото-

ка необходимо знать интегральный поток теп-
лоты к воздуху, который определяется извест-
ным соотношением с использованием расхода 
потока воздуха (Gвх, кг/с), температур потока в 
начальном и конечном сечениях и теплоемко-
стей влажного воздуха изобарных, удельных 
массовых, средних в соответствующих интер-
валах температур при обобщенном влагосо-
держании 10 г/кг 

 
 

 2

1
вх вх ,вх 2 1 ,

t

p t
Q G с t t                 (1) 

 
 

где 2

1
,вх

t

p t
с  – изобарная удельная массовая, 

средняя в интервале температур t1–t2 тепло- 

емкость воздуха, Дж/(кг°С); t2, t1 – темература 
воздуха на выходе и входе участка, °С. 

На базе приведенных результатов использо-
вания программного комплекса ANSYS по из-
вестным расходу и температурам сетевой воды 
не представляет проблем балансовым методом 
определить тепловой поток от трубопроводов к 
продуваемому воздуху. Это можно сделать от-
дельно для потока прямой и обратной сетевой 
воды 

 

 св св 2 1 ,pQ G c t t                  (2) 
 

где Gсв – массовый расход сетевой воды через 
трубопровод, кг/с; ср – изобарная удельная 
массовая теплоемкость воды, Дж/(кг°С); t2, t1 – 
темература сетевой воды на выходе и входе 
участка, °С. 

Разность интегрального потока теплоты к 
воздуху и тепловых потоков от трубопроводов 
сетевой воды позволяет установить теплоту, 
передаваемую потоку воздуха от ограждающих 
конструкций канала: 

 

кан вх св .Q Q Q                       (3) 
 

Удельный тепловой поток определялся как 
отношение полного интегрального потока теп-
лоты к соответствующей площади поверхности 
теплоотдачи.  

Результаты обработки данных табл. 2 по со-
отношениям (1)–(3) приведены в табл. 3.  

На основании данных табл. 1, 3 аппрокси-
мировались коэффициенты уравнений регрес-
сии с использованием современных пакетов 
прикладных программ [12, 13]. 

 

Таблица 3 
Результаты обработки данных табл. 2 по соотношениям (1)–(3) 

 

Results of processing data of Table 2 by relations (1)–(3) 
 

№
 т
оч
ки

 п
ла
на

 

Мощность удельных потоков  
теплоты «поверхность – воздух» q, 

Вт/м² 

№
 т
оч
ки

 п
ла
на

 

Мощность удельных потоков  
теплоты «поверхность – воздух» q, 

Вт/м² 

№
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на

 

Мощность удельных потоков  
теплоты «поверхность – воздух» q, 

Вт/м² 
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С
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1 26,6 16,4 51,5 41,4 17 26,1 15,9 57,0 43,1 33 28,6 16,3 39,7 35,4 

2 23,0 12,8 26,6 24,2 18 22,8 12,7 15,2 16,6 34 28,4 15,9 36,0 31,2 

3 33,4 18,6 61,1 49,3 19 33,1 18,3 47,6 39,4 35 28,7 16,1 33,6 54,9 

4 30,0 15,1 16,7 20,1 20 29,6 14,8 24,1 23,7 36 29,2 16,4 44,5 13,5 

5 27,0 16,8 71,3 53,3 21 27,0 16,6 57,7 44,2 37 26,0 14,0 14,5 17,1 

6 23,4 13,1 20,0 20,3 22 23,2 12,9 29,9 25,8 38 29,8 16,9 41,2 36,2 

7 34,1 19,1 59,9 48,3 23 33,8 18,8 68,5 52,7 39 21,3 13,6 37,9 30,4 
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Окончание табл. 3 
End of Table 3 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

8 30,3 15,3 31,1 29,1 24 30,2 15,3 18,8 21,1 40 38,1 19,2 37,5 35,3 

9 29,3 18,2 49,8 50,3 25 28,2 17,4 40,3 37,0 41 34,0 21,1 78,2 59,4 

10 25,3 14,2 13,8 21,1 26 24,2 13,4 20,2 23,4 42 24,9 12,1 –1,66 7,07 

11 37,0 20,7 41,8 46,7 27 35,3 19,7 48,1 43,1 43 29,5 16,7 26,5 26,6 

12 32,8 16,6 21,5 29,3 28 31,2 15,8 12,6 20,9 44 29,4 16,6 48,7 39,8 

13 30,0 18,6 48,0 50,0 29 28,7 17,7 55,4 54,7 45 29,4 16,6 37,6 33,6 

14 25,8 14,4 25,0 29,9 30 24,8 13,8 15,4 22,2 46 29,4 16,7 37,7 33,0 

15 37,6 21,4 57,0 59,6 31 35,9 20,1 46,4 50,3      

16 33,4 17,0 16,0 25,8 32 31,8 16,1 24,0 30,8      

* На 1 м² поверхности изоляции трубопровода. 
** На 1 м² поверхности канала. 
*** Суммарный поток теплоты к воздуху на 1 м² обдуваемых поверхностей теплоотдачи теплотрассы сетевой воды 

и канала. 
 

В общем виде уравнение для поверхности 
отклика второго порядка запишется 

 

Yi = b0 + b1X1 + b2X1
2 + b3X2 + b4X2

2 + b5X3 +  
+ b6X3

2 + b7X4 + b8X4
2 + b9X5 + b10X5

2 + b11X5 +  
b12X6

2 + b13X1X₂ + b14X1X3 + b15X1X4 + b16X1X5 +  
b17X1X6 + b18X2X3 + b19X2X4 + b20X2X5 + b21X2X6 +  

+ b22X3X4 + b23X3X5 + b24X3X6 + b25X4X5 + 
+ b25X4X6 + b27X5X6. 

 

Вычисление коэффициентов регрессии для 
принятых функций отклика осуществлялось по 
формулам [7]. Полученные значения коэффи-
циентов уравнений регрессии приведены в 
табл. 4. 

В табл. 5 отражены результаты оценки адек- 
ватности и работоспособности полученных 
уравнений регрессии. 

 

Таблица 4 
Значения коэффициентов уравнений регрессии 

 

Regression equation coefficients 
 

Коэффициент  
уравнения  
регрессии 

Функция отклика для расчета 

теплового потока к воздуху Yi = f(X)i = 1, 2, 3, 4, Вт/м² потерь напора 
Y5, Па/м Суммарный поток Y1 От ПСВ Y2 От ОСВ Y3 От грунта Y4 

1 2 3 4 5 6 

b0 32,400 29,30000 16,600000 37,400 0,133000 

b1 –1,380 –0,31000 –0,212000 –0,890 –0,002900 

b2 0,610 –0,07600 –0,055400 0,192 0,000553 

b3 –1,290 0,91000 0,525000 –2,220 –0,065000 

b4 0,770 –0,00161 –0,028100 0,411 0,012500 

b5 3,100 0,41800 0,297000 3,700 0,108000 

b6 –0,560 –0,17700 –0,170000 –1,580 0,019000 

b7 1,030 3,55000 1,180000 –0,068 –0,000131 

b8 0,536 0,13800 –0,000411 0,166 0,001160 

b9 –11,600 –1,92000 –1,890000 –16,600 –0,004380 

b10 0,600 0,09600 0,037900 0,273 0,001660 

b11 2,970 –0,02170 –0,019600 4,660 0,000114 

b12 0,610 0,09800 0,039200 0,163 0,001050 

b13 –0,352 –0,29400 –0,153000 0,280 –0,001350 

b14 0,650 0,01970 0,020800 0,178 –0,002530 
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Окончание табл. 4 
End of  Table 4 

 

1 2 3 4 5 6 

b15 –0,0790 –0,07100 –0,01650 –0,0112 –1,32E-05 

b16 0,6100 0,03240 0,03990 0,2850 0,0000191 

b17 –0,1820 –0,00525 –0,00830 –0,0860 –0,0000170 

b18 0,4570 0,000078 –0,01200 –0,5770 –0,0650000 

b19 0,0930 0,10300 0,04550 0,0274 –0,0000590 

b20 0,0780 –0,12800 –0,10700 1,6900 0,0024200 

b21 –0,0800 0,00950 0,00970 –0,4820 –5,35E-05 

b22 0,0590 0,02670 0,00980 0,0081 0,0000332 

b23 –1,1600 –0,02640 –0,03020 –1,1700 –0,0029200 

b24 0,3280 0,00358 0,00630 0,3420 0,0000577 

b25 0,0568 –0,02180 –0,00129 –0,0169 0,0000133 

b26 –0,2220 0,01010 0,01140 0,0710 0,0000790 

b27 
 

–0,0228 –0,00307 –0,00083 –0,0270 0,0000236 

 
Таблица 5 

Оценка адекватности и работоспособности уравнений регрессии 
 

Assessment of adequacy and performance of regression equations 
 

Функция  
отклика 

Статистическая характеристика 
Оценка уравнения  

регрессии Дисперсия Критерий 

Sy
2 Sост

2 F Fт R2 

Y1 177,9300 54,6600 3,26 2,3423 0,877 

Адекватно  
и работоспособно 

Y2 17,2900 0,8800 19,67 2,3423 0,980 

Y3 5,3800 0,3200 16,75 2,3423 0,976 

Y4 321,9500 21,0500 15,30 2,3423 0,974 

Y5 0,0220 0,0082 2,70 2,3423 0,852 

 
Условие F > Fт выполняется. Это означает, 

что уравнение регрессии описывает результаты 
эксперимента в Fт раз лучше модели среднего. 
Регрессионная модель адекватна. Коэффициент 
детерминации R2 > 0,75, т. е. полученная мо-
дель работоспособна. 

Переход к размерным характеристикам 
осуществлялся по известным соотношениям, 
приведенным, например, в [5]: 

– для свободного члена: 
 

6 6

0 0
1 1, 1

;ij i ji
i

i i ji i j

b c cc
b b

  

   
           (4) 

 

– для коэффициентов линейных членов 
 

6

2
1, 1

2 ;ij ji i
i ii

i ji i ji

b cb c
b

 

   
             (5) 

 

– для коэффициентов нелинейных членов 

,ij
ij

i j

b
 

 
                         (6) 

 

где b0, bi, bii, bij – коэффициенты уравнения ре-
грессии (табл. 4); i – номер фактора; j – индекс 
коэффициента, 1  i  j  6; ci, cj – натуральные 
значения фактора на нулевом уровне; i – на- 
туральное значение интервала варьирования 
фактора. 

Результаты расчета значений размерных ко-
эффициентов регрессионных уравнений будут 
показаны во второй части статьи. 

Значимость коэффициентов полученных 
уравнений регрессии подтверждалась после 
проверки с использованием t-критерия Стью-
дента [7]. Для наглядности построены карты 
Парето (рис. 5–7), показывающие значимость 
коэффициентов уравнений регрессии. 
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Рис. 5. Карта Парето значимости коэффициентов регрессии для уравнения:  
а – суммарного потока теплоты Y1; b – удельного потока теплоты от грунта Y4 

 

Fig. 5. Pareto map of regression coefficient significance for equation:  
а – total heat flow Y1; b – specific heat flow fromsoil Y4 
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Рис. 6. Карта Парето значимости коэффициентов регрессии для удельного потока теплоты:  

а – от прямой сетевой воды Y2; b – от обратной сетевой воды Y3 
 

Fig. 6. Pareto map of regression coefficient significance for specific heat flow:  
а – from direct network water Y2; b – from return network water Y3 
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Рис. 7. Карта Парето значимости коэффициентов  
регрессии для уравнения удельных потерь напора Y5 

 

Fig. 7. Pareto map of regression coefficient  
significance for equation of specific pressure losses Y5 

 
 

 

Красной линией на рис. 5–7 обозначен кри-
тический уровень p-значения, соответствую-
щий р = 0,05, который принимается во многих 
областях исследований. Таким образом, p-зна- 
чение 0,05 здесь рассматривается как «гранич-
ный приемлемый» уровень ошибки. Вместе  
с тем известно, что в математических экспери-
ментах, имеющих место в рассматриваемом 
случае, не следует игнорировать менее значи-
мые коэффициенты регрессионных зависи- 
мостей [7]. 

Согласно анализу полученных значений 
карт Парето и функций отклика, можно отме-
тить следующее: 

 аэродинамическое сопротивление проходу 
потока воздуха участков канала находится в 
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и 

диапазоне до 4,6 Па/м, что хорошо соотносится 
с имеющимися данными [14]. Наибольшее вли-
яние на потери напора оказывают, как и следу-
ет ожидать, скорость потока и длина участка; 

 удельная теплоотдача от поверхности 
трубопроводов сетевой воды к потоку воздуха 
имеет значение до 0,04 кВт/м2, что отвечает 
данным [15]. Наиболее значимые факторы – 
температуры потоков и характерный размер 
поперечного сечения; 

 удельная теплоотдача от стенок канала 
к воздуху оценивается величиной 0,08 кВт/м2, 
что соответствует данным по теплообмену  
в грунтовых скважинах и каналах [16]. Наибо-
лее значимые факторы – температуры потоков, 
скорость воздуха, характерный размер попе-
речного сечения; 

 мощность суммарных удельных на едини-
цу площади омываемых воздухом поверхно-
стей потока теплоты к воздуху 0,06 кВт/м2. 
Наибольшее воздействие на удельный тепловой 
поток к воздуху оказывают скорость и темпера-
тура воздуха в канале, а также температура 
грунта. Геометрические характеристики канала 
менее значимы. При этом длина канала более 
воздействует на удельный тепловой поток на 
единицу площади, что можно объяснить с по-
зиций теплоотдачи при продольном омыва- 
нии поверхностей. Температура сетевой воды 
оказывает наименьшее значение, и это связано 
с наличием изоляции трубопроводов, которая 
нивелирует изменение температуры наружной 
поверхности изоляции теплотрасс при измене-
нии температуры сетевой воды в них. Погреш-
ность расчетов удельных потоков теплоты  
с помощью полученных регрессионных соот-
ношений находится в пределах 20–30 %; 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. На базе программного комплекса ANSYS 

проведено численное исследование с примене-
нием методов планирования активного экспе-
римента. 

2. Получены регрессионные зависимости 
для безразмерных факторов, позволяющие оп- 

ределить тепловые потоки от поверхностей, 
омываемых потоком воздуха, к названному по-
току. Подтверждена их адекватность общепри-
нятыми статистическими методами. 

3. Осуществлен переход к регрессионным 
соотношениям для значимых факторов, и с по-
мощью карт Парето выявлены значимые коэф-
фициенты. Показано соответствие их значимо-
сти физическим представлениям о протекаю-
щих процессах. 

4. Верификация результатов определила 
пригодность регрессионных соотношений для 
практического применения. 
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Реферат. В соответствии с законом сохранения энергии полная энергия замкнутой физической системы должна оста-
ваться постоянной в любой момент времени. Энергия бегущей упругой волны состоит из кинетической энергии ко-
леблющихся частиц среды и потенциальной энергии ее упругой деформации. В существующей теории упругих волн 
считается, что плотности кинетической и потенциальной энергий бегущей волны без потерь одинаковы в любой мо-
мент времени и меняются по одинаковому закону. Соответственно плотность полной энергии такой волны разная  
в различные моменты времени, а постоянным сохраняется только ее усредненное по времени значение. Таким обра-
зом, в существующей теории упругих волн закон сохранения энергии не выполняется. Цель настоящей работы – дать 
физически корректное описание этих волн. Предложено новое описание звуковой волны в идеальном газе, основан-
ное на использовании системы волновых уравнений для возмущения скорости колебаний частиц газа, определяюще-
го их кинетическую энергию, и для упругой деформации, определяющей их потенциальную энергию. Показано, что 
физически корректными решениями такой системы уравнений для бегущей звуковой волны являются гармонические 
решения, описывающие колебания возмущения скорости частиц газа и упругой деформации, которые сдвинуты по 
фазе на /2. Получено, что положения максимумов кинетической и потенциальной энергий упругой волны, описыва-
емых такими решениями, чередуются в пространстве через каждые четверть длины волны. Установлено, что через 
каждые четверть периода в волне без потерь происходит полное преобразование кинетической энергии в потенци-
альную и обратно, при этом в каждой пространственной точке волны ее полная плотность энергии одинакова в лю-
бой момент времени, что согласуется с законом сохранения энергии. Плотность потока энергии такой бегущей упру-
гой волны описывается выражением для вектора Умова. Сделан вывод, что бегущую звуковую волну без потерь в 
идеальном газе можно рассматривать как гармонический осциллятор.  

 

Ключевые слова: упругие волны, закон сохранения энергии, волновое уравнение, возмущение скорости колебаний 
частиц, упругая деформация, вектор Умова 
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Abstract. In accordance with the energy conservation law, the total energy of a closed physical system must remain constant 
at any moment of time. The energy of a traveling elastic wave consists of the kinetic energy in the oscillating particles of the 
medium and the potential energy of  its elastic deformation. In the existing theory of elastic waves, it is believed that the kinetic 
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and potential energy densities of a traveling wave without losses  are the same at any moment of time and vary according to 
the same law. Accordingly, the total energy density of such wave is different at various moment of time, and only its time-
averaged value remains constant. Thus, in the existing theory of elastic waves, the energy conservation law is not fulfilled. 
The purpose of this work is to give a physically correct description of these waves. A new description of a sound wave in an 
ideal gas has been proposed and it is based on the use of a wave equation system for perturbing the oscillation velocity of gas 
particles, which determines their kinetic energy, and for elastic deformation, which determines their potential energy. It has 
been shown that harmonic solutions describing the oscillations of the gas particles velocity perturbation and their elastic  
deformation, which are phase shifted by /2, are considered as physically correct solutions of such equations system for  
a traveling sound wave. It has been found that the positions of the kinetic and potential energy maxima in the elastic wave, 
described by such solutions, alternate in space every quarter of the wavelength. It has been established that every quarter of a 
period in a wave without losses, the kinetic energy is completely converted to potential and vice versa, while at each spatial 
point of the wave its total energy density is the same at any time, which is consistent with the energy conservation law.  
The energy flux density of such traveling elastic wave is described by the expression for the Umov vector. It has been con-
cluded that such traveling sound wave without losses  in an ideal gas can be considered as a harmonic oscillator.  
 

Keywords: elastic waves, energy conservation law, wave equation, perturbation of particle velocity, elastic deformation, 
Umov vector 
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Введение 
 

Один из фундаментальных законов приро- 
ды – закон сохранения энергии, который может 
быть сформулирован в общем виде так: пока 
физическая система является замкнутой, ее 
полная энергия остается неизменной (постоян-
ной) величиной в любой момент времени [1].  

Считается, что закон сохранения энергии 
эквивалентен однородности времени, т. е. неза-
висимости всех законов, описывающих систе-
му, от момента времени, в который рассматри-
вается система. С математической точки зрения 
закон сохранения энергии эквивалентен утвер-
ждению, что система дифференциальных урав-
нений, описывающая динамику данной физиче-
ской системы, обладает первым интегралом 
движения, связанным с симметричностью 
уравнений относительно сдвига во времени. 
Если время однородно, то функция Лагран- 
жа ( , ),i iL q q  описывающая рассматриваемую 

систему, не зависит явно от времени, поэтому 
полная ее производная по времени имеет вид 

 

 ,
,i i i i

i ii

dL q q dq dqL L

dt q dt q dt

 
 

  
 


      (1) 

 

где qi – обобщенные координаты; iq  – произ-

водные по времени обобщенных координат си-
стемы или обобщенные скорости. 

Уравнения Лагранжа, или уравнения дви-
жения такой системы, записываются в виде 

 

0.
i i

d L L

dt q q

 
 

 
                      (2) 

Подстановка (2) в (1) дает уравнение, в ко-
тором выражение, стоящее в скобках, по опре-
делению является энергией системы 

 

0.i
i i

d L
q L

dt q

 
   

 


                  (3) 

 

Из (3) следует, что полная энергия систе- 
мы – постоянная величина, т. е. сохраняется в 
каждый момент времени.  

Выполнение закона сохранения энергии яв-
ляется критерием справедливости различных 
теоретических построений в классической фи-
зике. Так как в различных разделах физики ис-
пользуются разные виды энергии, то и в законе 
сохранения энергии для этих разделов физики 
также фигурируют различные виды энергии. 
При этом смысл закона сохранения энергии не 
меняется – полная энергия замкнутой физиче-
ской системы, равная сумме отдельных видов 
энергий, сохраняется в каждый момент времени. 

Цель работы – показать, что в существую-
щей в настоящее время теории упругих волн 
закон сохранения энергии не выполняется,  
и дать физически корректное описание этих 
волн.  

 

Упругие колебания и волны 
 

Упругие колебания и упругие волны рас-
сматриваются в разделе классической (ньюто-
новской) механики, в которой закон сохранения 
энергии формулируется так: полная механиче-
ская энергия замкнутой системы тел, между 
которыми действуют только консервативные 
силы, остается постоянной. Если )(rU


 – по-
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тенциальная энергия тела, имеющего массу m и 
движущегося со скоростью , то закон сохра-
нения энергии (3) записывается в виде  

 

2

( ) 0.
2

d m
U r

dt

 
  

 


                   (4) 

 

В (4) выражение в скобках называется пол-
ной механической энергией материального те-
ла, состоящей из ее кинетической энергии – 
первое слагаемое, и потенциальной энергии – 
второе слагаемое.  

Рассмотрим вначале выполнение закона со-
хранения энергии на примере пружинного ма-
ятника, совершающего упругие колебания без 
затухания [2]. На маятник массой m действует 
сила F = –kz в пределах закона упругости Гука, 
направленная вдоль оси Z (где k – коэффици-
ент, характеризующий упругость пружины). 
Пусть в начальный момент времени t0 = 0 вели-
чина упругой деформации пружины z0 = a. По-
сле снятия действия внешней силы под дей-
ствием упругого напряжения маятник придет в 
движение, которое описывается уравнением 
Ньютона  

 

2

2

( )
( ).

d z t
m kz t

dt
                      (5) 

 

Решение (5), удовлетворяющее начальному 
условию, можно взять в виде (для простоты 
считаем, что начальная фаза равна 0) 

 

( ) cos( ).z t a t                         (6) 
 

Из (6) следует, что маятник будет совершать 
гармонические колебания с амплитудой a и 
циклической частотой   

 

2
,

k

T m


                          (7) 

 

где T – период колебаний. 
Колебательная скорость маятника описыва-

ется выражением 
 

( )
sin( ),

dz t
a t

dt
                     (8) 

 

а его кинетическая энергия с учетом (7) равна 
 

2 21
( ) sin .

2kW t ka t                     (9) 

Потенциальная энергия маятника описыва-
ется выражением  

 

2 21
( ) cos .

2pW t ka t                  (10) 

 

Из (9) и (10) видно, что колебания потен- 
циальной и кинетической энергий маятника 
имеют одинаковые амплитуды, происходят с 
удвоенной частотой, по сравнению с частотой 
колебаний упругой деформации и колебатель-
ной скорости, и имеют сдвиг по фазе /2. Также 
через каждую четверть периода колебаний 
происходит полное преобразование потенци-
альной энергии маятника в его кинетическую 
энергию и наоборот. Очевидно, что для полной 
энергии маятника можно записать 

 

21
( ) ( ) const.

2k pW W t W t ka         (11) 

 

То есть в соответствии с законом сохране-
ния энергии полная механическая энергия пру-
жинного маятника без затухания сохраняется 
неизменной в любой момент времени. Такой 
маятник можно рассматривать как классиче-
ский гармонический осциллятор.  

Рассмотрим упругие волны без потерь на 
примере звуковых волн в идеальном газе.  
Теория таких волн разработана давно и изло-
жена в многочисленных научных трудах [3–10]. 
В существующей теории звуковые волны рас-
сматриваются как упругие колебания частиц 
газа, распространяющиеся в продольном направ-
лении от источника звука, который создает пе-
риодическое смещение частиц в этом направ-
лении со скоростью, позволяющей изменить 
давление газа в некотором объеме, определяе-
мом геометрией источника. Колебания частиц 
газа создают упругие деформации в этом объ- 
еме, которые, в свою очередь, обусловливают 
периодическое повышение и понижение давле-
ния газа относительно его начального невоз-
мущенного значения. При этом распростране-
ния частиц газа в направлении распространения 
звуковой волны не происходит. В пространстве 
распространяется только упругая деформация 
сжатия и растяжения. При максимальном сжа-
тии или растяжении частиц газа в некотором 
объеме их колебательная скорость и кинетиче-
ская энергия становятся равными нулю, а по-
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тенциальная энергия достигает максимального 
значения и определяется максимальной упру-
гой деформацией или изменением давления 
газа в этом объеме. Колебательная скорость 
частиц газа в звуковой волне определяет их ки-
нетическую энергию, а работа по созданию 
упругой деформации (или изменения давления 
газа в рассматриваемом объеме) определяет 
потенциальную энергию частиц газа этого объ-
ема.  

В идеальном газе с плотностью 0 и давле-
нием P0 источник звука создает продольное 
смещение частиц газа (z, t) вдоль оси 0Z в объ- 
еме V0 = S0z. Смещение частиц газа приводит 
к появлению в этом объеме упругой деформа-
ции, которая будет распространяться в направ-
лении смещения. Рассматривая движение вы-
деленного объема идеального газа в адиабати-
ческом приближении, например [4], получают 
волновое уравнение для смещения  

 

2 2

2 2 2

1
,

sz t

   


  
                      (12) 

 

где 0

0
s

P
 


 – скорость звука;  = CP/CV; CP, 

CV – теплоемкость газа при постоянном давле-
нии и объеме соответственно.  

Решение волнового уравнения (12) обычно 
принимается в виде  

 

 ( , ) cos .z t A t kz                  (13) 
 

Подстановка (13) в (12) позволяет получить 
связь между величинами s,  и k  

 

.s k


                             (14) 

 

Считается, что решение (13) описывает ко-
лебания смещения частиц газа, распространя-
ющиеся вдоль оси Z с фазовой скоростью 

,
dz

dt k


  равной скорости звука (14), т. е. (13) 

описывает продольную звуковую волну. Эта 
волна обладает кинетической и потенциальной 
энергией.  

Плотности кинетической энергии звуковой 
волны и потенциальной энергии определяются 
соответственно по формулам:  

2
2 2 2

0 0

1 1
( , ) sin ( );

2 2kw z t A t kz
t

         
 (15) 
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Следовательно, плотность полной энергии 
звуковой волны  

 

2 2 2
0

( , ) ( , ) ( , )

sin ( ).

k pw z t w z t w z t

A t kz

  

    
         (17) 

 

В [2–10] из выражений (15)–(17) сделаны 
следующие выводы:  

– кинетическая и потенциальная энергии бе-
гущей звуковой волны без потерь одинаковы  
в любой момент времени; 

– усредненные по времени (периоду коле-
баний) кинетическая и потенциальная энергии 
такой волны равны и постоянны  

 

2 2
0

1
const;

4k pw w A                (18) 

 

– усредненная по времени плотность полной 
энергии звуковой волны есть величина посто-
янная 

 

2 2
0

1
const.

2k pw w w A             (19) 

 

При этом в литературе не обсуждается 
практически очевидный факт, что софазные 
колебания wk(z, t) (15) и wp(z, t) (16) противоре-
чат смыслу понятия «упругие колебания», так 
как вызывают естественные вопросы:  

– куда девается энергия волны в моменты 
времени, когда и кинетическая, и потенциаль-
ная энергии волны одновременно становятся 
равными нулю, что бежит в такой волне?  

– откуда появится энергия волны в после-
дующие моменты времени?  

Равно как не обсуждается также и то, что 
полученное выражение (17) противоречит за-
кону сохранения энергии (11), согласно кото-
рому полная энергия звуковой волны без по-
терь должна оставаться постоянной в любой 
момент времени, а не средняя энергия этой 
волны за период.  

(16)
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Таким образом, наряду с существующими 
правильными представлениям об упругих коле- 
баниях в газе, о том, что максимальная колеба-
тельная скорость частиц газа в звуковой волне 
достигается в моменты времени, когда упругая 
деформация равна нулю, и, наоборот, в момен-
ты времени, когда колебательная скорость ча-
стиц газа становится равной нулю, упругая де-
формация – максимальна, существует и физи-
чески некорректное описание этих колебаний, 
нарушающее закон сохранения энергии. Некор-
ректность в описании звуковых волн появилась 
из-за того, что для этого используется только 
одно волновое уравнение (12) для смещения 
частиц газа. Так как производная по времени от 
решения уравнения (13) определяет плотность 
кинетической энергии волны (15), а производ-
ная по координате от этого же решения – плот-
ность потенциальной энергии волны (16), по-
лучается, что обе эти величины изменяются  
с течением времени по одинаковому гармони-
ческому закону. Отсюда следует физически не-
корректный вывод, что максимальная колеба-
тельная скорость частиц газа и максимальная 
упругая деформация в звуковой волне дости-
гаются одновременно.  

Для физически корректного описания зву-
ковых волн в идеальном газе нужно использо-
вать систему из волновых уравнений для пара-
метров, определяющих кинетическую и потен-
циальную энергию волны. Например, в [6] 
рассматривается баротропный поток идеаль- 
ного газа, линии тока которого параллельны 
оси Z, а скорость u, давление P, плотность   
и температура T являются функциями только 
координаты z и времени t. Такой поток описы-
вается уравнением Эйлера и уравнением нераз-
рывности, образующими систему нелинейных 
дифференциальных уравнений первого порядка 
в частных производных, в которой содержатся 
неизвестные u, P и : 

 

 

1
;

0.

u u P
u

t z z

u
t z

         


      

                (20) 

 

Для того чтобы эту систему можно было 
решить, необходимы еще уравнение связи 
между P и , начальные и граничные условия. 

В покоящемся идеальном газе с параметра- 
ми u0, P0 и 0 создаются малые возмущения 
скорости u, давления Р или плотности . Воз-
никающее вследствие этого движение является 
одномерным, параллельным оси Z и зависящим 
только от координаты z и времени t. Ставится 
задача нахождения элементов этого движения. 
Система нелинейных уравнений (20) может 
быть линеаризована, если в ней пренебречь 
произведениями малых величин или их произ-
водных по координате, как малыми величинами 
высших порядков. В этом случае она прини- 
мает вид:  

 

0 0
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            (21) 

 

Так как в идеальном газе увеличение давле-
ния приводит к увеличению плотности и 
наоборот, то 0dP d  , и можно ввести обо-

значение  
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0

0

.
dP

d
 

  
 

                       (22) 

 

Нетрудно убедиться, что 0 имеет размер-
ность скорости. 

Дифференцируя по времени первое уравне-
ние системы (21) и подставляя в него второе 
уравнение, с учетом (22) получаем волновое 
уравнение для u   
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                    (23) 

 

Аналогично, дифференцируя по времени 
второе уравнение системы (21) и подставляя  
в него первое уравнение, получаем волновое 
уравнение для   
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Из (24) и (22) получаем такое же уравнение 
для P  
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Таким образом, малые возмущения скоро-
сти частиц газа ,u  его плотности   и давле-

ния P  в случае идеального газа описываются 
одинаковыми волновыми уравнениями (23)–
(25) и распространяются с одинаковой скоро-
стью 0. Поскольку волна возмущений давле-
ния – это звуковая волна, то 0 – это скорость 
звука.  

Возмущение давления P  (или, что то же 
самое, напряжения ) в соответствии с законом 
Гука  

 

,E                              (26) 
 

где  – относительная упругая деформация;  
Е – модуль упругости газа. 

Из (25) и (26) следует, что и для упругой 
деформации можно записать волновое урав- 
нение  
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                      (27) 

 

Согласно [4], плотность потенциальной 
энергии сжатого газа определяется как работа 
по сжатию его единичного объема и выражает-
ся через модуль упругости и величину упругой 
деформации  

 

21
( , ) .

2pw z t E                      (28) 

 

Плотность кинетической энергии колеблю-
щегося газа может быть определена как  
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Для нахождения этих энергий в (28) и (29) 
нужно подставлять решения соответствующих 
волновых уравнений. Так как каждое волно- 
вое уравнение имеет несколько математически 
корректных решений, то для выбора правиль-
ного нужно исходить из их физического смыс-
ла. Пусть в начальный момент времени в рас-
сматриваемом объеме существует максималь-
ное изменение давления (напряжения) и, 
следовательно, максимальная упругая дефор-
мация. Очевидно, что в этот момент времени 
скорость колебания частиц газа равна нулю. 
Таким начальным условиям удовлетворяют 

гармонические решения волновых уравне- 
ний (27) и (23), сдвинутые по фазе на /2:  

 

 ( , ) cos ;mz t t kz                  (30) 
 

 ( , ) sin .mu z t u t kz                 (31) 
 

Подставляя (30) в (28) и (31) в (29), соответ-
ственно получаем: 
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Из (32) и (33) следует, что колебания плот-
ности кинетической и потенциальной энергий 
звуковой волны сдвинуты по фазе относитель-
но друг друга на /2, а их периоды составляют 
половину периода колебаний деформации и 
скорости частиц. Также видно, что в моменты 
времени, когда плотность потенциальной энер- 
гии волны принимает максимальное значе- 

ние max 21
,

2p mw E   плотность кинетической энер-

гии равна нулю, а через четверть периода в мо- 
менты времени, когда плотность потенциаль-
ной энергии равна нулю, плотность кинети- 
ческой энергии становится максимальной – 

max 2
0

1
.

2k mw u   Это может быть только тогда,  

когда происходит полное преобразование по-
тенциальной энергии в кинетическую и наобо-
рот, и выполняется условие  

 

max 2 max 2
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1 1
.
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Следовательно, плотность полной энергии 
звуковой волны без потерь есть величина по-
стоянная в любой момент времени в соответ-
ствии с законом сохранения энергии 

 

2

2
0

1
( , ) ( , )

2
1

const.
2

p k m

m

w w z t w z t E

u

    

  
       (35) 

 

Из (32) и (33) также следует, что положение 
максимумов кинетической и потенциальной 
энергий звуковой волны чередуется в про-
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странстве через каждые /4, т. е. такая волна 
действительно является бегущей. При этом в 
каждой точке пространства в волне без потерь 
полная плотность энергии одинакова.  

Таким образом, бегущую звуковую волну 
без потерь можно рассматривать как классиче-
ский гармонический осциллятор. 

В соответствии с физическим смыслом по-
нятия «плотность потока энергии» как количе-
ства энергии, протекающей через единичную 
площадку в единицу времени в направлении 
нормали к площадке, эта величина для бегу- 
щей упругой волны может быть корректно опи-
сана через плотность полной энергии волны w 
и ее скорость s, т. е. выражением для векто- 
ра Умова 

 

.sI w 
 

                           (36) 
 

ВЫВОДЫ 
 

1. Показано, что в существующей в настоя-
щее время теории упругих волн нарушается 
закон сохранения энергии. Предложено физи-
чески корректное описание звуковой волны в 
идеальном газе, основанное на использовании 
системы волновых уравнений для возмущения 
скорости колебаний частиц газа, определяюще-
го их кинетическую энергию, и для упругой 
деформации, определяющей потенциальную 
энергию частиц газа в волне. Физически кор-
ректными решениями такой системы волновых 
уравнений являются гармонические решения, 
описывающие колебания возмущения скорости 
частиц газа и их упругой деформации, сдвину-
тые по фазе на /2.  

2. В бегущей звуковой волне без потерь, 
описываемой такими решениями, через каждые 
четверть периода происходит полное преобра-
зование кинетической энергии частиц газа в 
потенциальную и наоборот. Плотность полной 
энергии волны в соответствии с законом сохра-
нения энергии остается постоянной в каждый 
момент времени.  

3. Плотность потока энергии бегущей упру-
гой волны описывается вектором Умова.  

4. Бегущую звуковую волну без потерь в 
идеальном газе можно рассматривать как гар-
монический осциллятор.  
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одной вариационной краевой задачи для круга  
при граничном условии Неймана 
 
Докт. физ.-мат. наук, проф. И. Н. Мелешко1), канд. физ.-мат. наук, доц. П. Г. Ласый1) 
 
1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь) 
 
©Белорусский национальный технический университет, 2021 
    Belarusian National Technical University, 2021 
 
Реферат. Известно, что краевые задачи для уравнений Лапласа и Пуассона эквивалентны задаче вариационного ис-
числения – о минимуме интеграла, для которого данное уравнение в частных производных является уравнением  
Эйлера – Лагранжа. Например, задача о минимуме интеграла Дирихле в единичном круге с центром в начале коорди-
нат на некотором допустимом множестве функций при заданных значениях нормальной производной на окружности 
эквивалентна краевой задаче Неймана для уравнения Лапласа в этой области. На основе известного точного решения 
краевой задачи Неймана для круга с помощью специальной приближенной формулы для интеграла Дини сконструи-
ровано эффективное приближенное представление дилогарифмами решения указанной выше эквивалентной вариа-
ционной краевой задачи. Приближенная формула эффективна в том смысле, что она достаточно проста при числен-
ной реализации, устойчива, а равномерная по кругу оценка погрешности позволяет проводить вычисления с заданной 
точностью. Специальная квадратурная формула для интеграла Дини обладает замечательным свойством – ее коэф-
фициенты неотрицательны. Квадратурные формулы с неотрицательными коэффициентами занимают особое место  
в теории приближенных вычислений определенных интегралов и ее приложениях. Естественно, что еще большую 
значимость это свойство приобретает, когда коэффициенты не числа, а некоторые функции. Проведенный численный 
анализ приближенного решения подтверждает его эффективность. 
 

Ключевые слова: вариационная задача, краевая задача Неймана, интеграл Дини, приближенное решение, квадра-
турная формула 
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Approximate Dilogarithm Representation  
of  One Variational Boundary Value Problem Solution for Circle  
under the Neumann Boundary Condition 
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1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus) 
 
Abstract. It is known that boundary value problems for the Laplace  and Poisson equations are equivalent to the problem of 
the calculus of variations  – the minimum of an integral for which the given partial differential equation is the Euler – La-
grange equation.  For example, the problem of the minimum of the Dirichlet integral in the unit disc centered at the origin on 
some admissible set of functions for given values of the normal derivative on the circle is equivalent to the Neimann boundary 
value problem for the Laplace equation in this domain. An effective approximate dilogarithm representation of the solution  
of the above equivalent variational boundary value problem is constructed on the basis of the known exact solution of the 
Neumann Boundary value problem for a circle using a special approximate formula for the Dini integral. The approximate 
formula is effective in the sense that it is quite simple in numerical implementation, stable, and the error estimation, which is  
uniform over a circle, allows calculations with the given accuracy. A special quadrature formula for the Dini integral has  
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a remarkable property – its coefficients are non-negative. Quadrature formulas with non-negative coefficients occupy a special 
place in the theory of approximate calculations of definite integrals and its applications. Naturally, this property becomes even 
more significant when the coefficient are not number, but some functions. The performed numerical analysis of the approxi-
mate solution confirms its effectiveness. 
 

Keywords: variational problem, boundary Neumann problem, Dini integral, approximate solution, quadrature formula 
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Введение 
 

Вариационные методы часто применяют для 
решения различных задач механики, физики  
и математической физики [1–4]. Представляет 
интерес вопрос о решении вариационных задач 
с помощью эффективных методов решения  
эквивалентных краевых задач математической 
физики.  

Рассмотрим задачу о минимуме функциона-
ла на некотором допустимом множестве  
функций u = u(x, y), удовлетворяющих гранич-
ному условию Неймана: 

 

2| grad | d d .
G

u x y  

 

Она эквивалентна краевой задаче Неймана 
для уравнения Лапласа в области G. В случае, 
когда область G – единичный круг с центром  
в начале координат, мы приходим к задаче  
о нахождении функции u = u(r, ), удовлетво-
ряющей уравнению Лапласа и граничному 
условию Неймана соответственно: 

 

= 0, < 1;u r                          (1) 
 

=1

= ( ), ,
r

u
f

r


      


              (2) 

 

где f() – непрерывная на отрезке [–, ] функ-
ция. 

Необходимым условием разрешимости кра-
евой задачи (1), (2) является выполнение ра- 
венства 

( )d = 0.f




   

 

Решение задачи находится в этом случае  
с точностью до действительной постоянной  
и может быть записано с помощью интеграла 
Дини [1, с. 598–600; 2, с. 231–232] в виде 

 

1
( , ) = ( ) ln | |d + ,

= , = .i i

u r f t z C

t e z re





 

    
        (3) 

 

Решение краевой задачи (1), (2), а, следо- 
вательно, и соответствующей вариационной 
задачи будет единственным, если потребовать, 
чтобы множество допустимых функций   
удовлетворяло некоторому дополнительному 
условию. 

 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 
Приближенная формула  
для интеграла Дини 
 

Сконструируем квадратурную формулу с 
неотрицательными коэффициентами для ин- 
теграла 

1
( , ) = ( ) ln | |d ,

= , = .i i

D r f t z

t e z re





 

    
           (4) 

 

Запишем этот интеграл в виде разности 
двух интегралов 

 

1 2 ln 2
( , ) = ( ) ln d ( )d .

| |
D r f f

t z

 

 

     
     (5) 

 

Зададим на отрезке [–, ] систему точек 
2

= , = , , =
2 +1k kh k n n h

n


   и аппроксимируем 

функцию f() на этом отрезке по формуле 
 

=

( ) ( ) = ( ) ( ),
n

k k
k n

f f f


                (6) 

 

где 
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Подставив в представление (5) интеграла 
Дини вместо плотности ее приближение по (6), 
получим следующую квадратурную формулу: 
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где 

+
2

2

1 2
( , ) = ln d .

| |

k

k

h

k
h

A r
t z



 

 
                 (8) 

 

Теорема 1. Коэффициенты Ak(r, ) квадра-
турной формулы (7) неотрицательны и вычис-
ляются по формуле 
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2 2
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( , ) = ln 2 + Im
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 (9) 

 

где 2
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( ) =
k

k

z
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  – дилогарифм Эйлера [5, 6]. 

Доказательство. Так как в единичном кру- 

ге 
2

ln > 0,
| |t z

 то из представления (8) для ко-

эффициентов Ak(r, ) следует, что все они неот-
рицательны для r < 1 и   [–, ]. Далее за- 
пишем 

 

+
2

2

+
2

1

2

ln 2 1
( , ) = Reln 1 d =

ln 2 1 1
= + Re d =

k

k

k

k

h

k
h

h
k

kh

h z
A r

t

h z

k t



 





 

        

          





 

+
2

1

2

2
1

+
2 22 2

ln 2 1 ln 2 1
= + cos ( ) d =

sin + sin =
2 2

1
= ln 2 + Im .

k

k

k k

h

k

kh

k

k k
k

h h
i i

h r h
k

k

r h h
k k

k

h L ze L ze





 





          
   

 
         

              
     

     
     
           





 

Формула (9) доказана. 
Получим оценки погрешности приближен-

ной формулы (7). 
Теорема 2. Если плотность f() интеграла 

Дини непрерывна на отрезке [–, ], то имеет 
место равномерная по r  1 и   [–, ] оцен-
ка погрешности приближенной формулы (7) 

| ( , ) ( , ) | 4 ( , ) ln 2,D r D r f h           (10) 
 

где (f, h) – модуль непрерывности функ- 
ции f().  

Если же f() – непрерывно дифференци- 
руемая на [–, ] функция, то равномерно по 
всем r  1 и   [–, ] 

 

1| ( , ) ( , ) | 2 ln 2,D r D r M h            (11) 
 

где 1
[ , ]

= max | ( ) | .M f
  

   

Доказательство. Сравнивая (5) и (7), нахо-
дим, что  
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Оценивая эту разность по абсолютной ве- 
личине и учитывая, что в единичном круге 

2
ln > 0,

| |t z
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и, значит, 
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Поскольку  

=1 =1
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то 

2
=1

1
ln d = sin ( ) = 0

| |

k

k

r
k

t z k

 





   
   

 

и, следовательно, неравенство (12) можно пе-
реписать в виде 

 

[ , ]
| ( , ) ( , ) | 4ln2 max | ( ) ( ) | .D r D r f f

  
        (13) 

 

Если функция f() непрерывна на отрез- 
ке [–, ], то  
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| ( ) ( ) | ( , ), [ , ],f f f h           (14) 
 

если же она непрерывно дифференцируема на 
этом промежутке, то 

 

1| ( ) ( ) | , [ , ].
2

M h
f f             (15) 

 

Из (13)–(15) следуют доказываемые нера-
венства (10), (11).  

Полученные оценки погрешности прибли-
женной формулы (7) для интеграла Дини по-
лезны также и тем, что в них указываются не 
только порядок, но и возможные значения для 
констант. 

 

Приближенное представление  
дилогарифмами решения  
вариационной задачи 
 

Приближенное решение вариационной за-
дачи будем конструировать на основе фор- 
мул (3)–(5) и (7), из которых вытекают следу-
ющие точные и приближенные равенства: 

 

( , ) = ( , ) + ( , ) + ;u r D r C D r C         (16) 
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n
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f C,

    

 











  (17) 

в которых коэффициенты Ak(r, ) определены 
формулами (8), (9). Формулы (9) и (17) позво-
ляют представить приближенное решение ди-
логарифмами Эйлера 

 

2 2
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     (18) 

 

Сравнив равенства (16) и (17), замечаем, что 
 

( , ) ( , ) = ( , ) ( , ).u r u r D r D r       
 

Поэтому для оценки погрешности формул 
(17) и (18) можно воспользоваться неравен-
ствами (10) и (11) теоремы 2. 

 

Об устойчивости квадратурной  
формулы (7) для интеграла Дини 
 

Выше отмечен тот факт, что коэффициенты 
Ak(r, ) квадратурной формулы (7) неотрица-
тельны для всех r < 1 и   [–, ]. Квадратур-

ные формулы с неотрицательными коэффици-
ентами занимают особое место в теории при-
ближенного вычисления определенных инте-
гралов и ее приложениях [7]. Важность свой-
ства положительности коэффициентов квад-
квадратурных формул отмечается также в [8]. 
Естественно, что еще большую значимость это 
свойство приобретает, когда коэффициенты  
не числа, а некоторые функции, на что указы-
вается в [9]. 

Проведем исследование квадратурной фор-
мулы (7) на устойчивость. Предположим, что 
значения плотности f() интеграла Дини в узлах 
квадратурной формулы найдены приближенно,  
т. е. вместо f() имеем ( ),f   так что погреш- 

ности равны = ( ) ( ).k f f     Пусть | | ,k    

= , .k n n  Тогда для погрешности вычисления 
квадратурной суммы в (7) получается нера- 
венство 
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из которого следует, что точная верхняя грань 
погрешности вычисления этой квадратурной 

суммы пропорциональна 
=

( , ) .
n

k
k n

A r


  Оценим 

данную сумму числом, не зависящим от r  
и , учитывая, что, как мы убедились выше, 

2
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  и, следовательно, 
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Значит, при всех r < 1 и   [–, ] справед-
ливо неравенство 

 

=

( , ) ( ) ( , ) ( ) 2 ln 2.
n n

k k k k
k n k n

A r f A r f
 

          

 

Это означает, что при всех n, r и  погреш-
ность вычислений этой квадратурной суммы 
имеет тот же порядок, что и погрешность вычис-
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ления плотности f(). В таких случаях говорят, 
что квадратурная формула численно устойчива. 

Пример. Найти решение уравнения (1) при 
условии  

 

=1

= sin + cos , .
r

u

r


        


 

 

Точное решение этой задачи найдено  
в [10, с. 133] с помощью преобразований инте-
грала Шварца 

 

1
( , ) = ( , ) + = Im ln(1+ ) + ,u r D r С z z C

z

      
  

 (19) 

 

где ln(1 + z) – ветвь логарифмической функции, 
принимающей на промежутке (–1, 1) действи-
тельной оси действительные значения. 

Максимальная погрешность вычислений по 
точной формуле (19) и с помощью приближен-

ного уравнения (18) при = 0,1+0,2 ,r k  = 0, 4;k  

=
4


  и n = 20 равна 0,002. Аналогично по-

грешность вычислений в тех же точках при 
n = 50 не превышает 0,00033, а при n = 100 она 
не больше чем 0,000083. 

Численный эксперимент подтверждает  
эффективность и устойчивость квадратурной 
формулы. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. На основе известного точного решения 

краевой задачи Неймана для круга с помощью 
специальной квадратурной формулы для инте-
грала Дини сконструировано эффективное при-
ближенное представление дилогарифмами ре-
шения эквивалентной вариационной задачи на 
допустимом множестве функций. 

2. Получена равномерная в единичном круге 
оценка погрешности приближенной формулы. 
Проведен численный анализ квадратурной 
суммы на устойчивость. 
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УДК 004.383 
 

Спектральный анализ сигнала в системе Wolfram Mathematica  
 
Канд. физ.-мат. наук, доц. М. А. Гундина1) 
 
1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь) 
 
 Белорусский национальный технический университет, 2021 
    Belarusian National Technical University, 2021 
 
Реферат. Выполнены спектральный анализ сигналов различной природы, построение скалограммы сигнала с помо-
щью вейвлета Морле, модификация скалограммы для получения более информативного графического представления 
сигнала. Путем преобразования Фурье строится спектральный анализ сигнала. С помощью системы Mathematica раз-
работана модификация графического представления результата вейвлет-преобразования. Для этого использовалась 
вейвлет-скалограмма как двумерное представление исходного сигнала. На ней введена шкала для значения амплиту-
ды сигнала в зависимости от времени и периода ее составляющих компонентов. Такое графическое представление 
позволяет получить дополнительную информацию о динамических свойствах исходного сигнала. Разработана моди-
фикация представления скалограммы исходного сигнала для более полного спектрального анализа (определение пе-
риода составляющих компонент). Приведен пример использования модифицированной скалограммы для анализа 
сигнала, содержащего два импульса – звукового сигнала и белого шума. Базисным вейвлетом в этом случае является 
вейвлет Морле. Произведено сравнение скалограмм – полученной с помощью встроенной функции и модифициро-
ванной. Недостаток первой скалограммы – невозможность оценки периодичности сигнала, а ее достоинство – воз-
можность оценки локализации импульса. Для модифицированной скалограммы достоинством является оценка пери-
одичности сигнала, а недостатком – неточность определения диапазона локализации импульса. Для спектрального 
анализа в системе Mathematica рекомендуется использовать сочетание двух подходов (использование стандартной 
встроенной функции для определения локализации импульса) и модифицированной скалограммы (для определения 
периодов составляющих компонент). 
 

Ключевые слова: Wolfram Mathematica, обработка сигнала, преобразование Фурье, спектральный анализ, частота 
сигнала, вейвлет-преобразование, звуковые файлы, скалограмма 
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Spectrum Analysis of Signal in Wolfram Mathematica System 
 
M. А. Hundzina1) 
 
1)Belarusian National Technical University (Minsk, Republic of Belarus) 
 
Abstract. The purpose of this paper is a spectrum analysis of signals of various nature, construction of the signal scalogram 
using Morlet wavelet, modification of the scalogram to obtain a more informative graphic representation of the signal. Spec-
tral analysis of the signal is constructed by means of the Fourier transform. A modification of the graphical representation  
of the result of the wavelet transform has been developed with the help of  the Mathematica system. For this, a wavelet scalo-
gram has been used as a two-dimensional representation of the original signal. A scale has been introduced on it for the value 
of the signal amplitude depending on the time and period of its constituent components. This graphical representation allows 
us to obtain additional information about the dynamic properties of the original signal.  A modification of the representation  
of the original signal scalogram has been developed for a more complete spectrum analysis (determination of the period of  
the constituent components). The paper contains an example using a modified scalogram for the analysis of a signal  
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containing two pulses, an audio signal and white noise. The basic wavelet in this case is the Morlet wavelet. A comparison of 
the scalogram, obtained using the built-in function, and the modified scalogram has been made in the paper. The disadvantage 
of the first scalogram is the impossibility of assessing the frequency of the signal; its advantage is the ability to assess  
the localization of the pulse. For a modified scalogram, the advantage is the estimation of the signal periodicity, and the  
disadvantage is the inaccuracy in determining the range of pulse localization. For spectrum analysis in Mathematica, it is  
recommended to use a combination of two approaches (using a standard built-in function to determine the localization of the 
pulse) and a modified scalogram (to determine the periods of the constituent components). 
 

Keywords: Wolfram Mathematica, signal processing, Fourier transform, spectrum analysis, signal frequency, wavelet trans-
form, sound files, scalogram 
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Введение 
 
При обработке сигналов часто используется 

спектральный анализ, применяемый в задачах 
распознавания речи, обнаружения надводных 
кораблей и подводных лодок, в системах сжа-
тия полосы речевого сигнала, при получении 
информации о скорости цели в радиолокацион-
ных системах [1, 2]. Поэтому развитие данного 
направления является актуальным для различ-
ных областей науки и техники. В отечествен-
ной и зарубежной литературе широко освеще-
ны существующие методы и задачи спектраль-
ного анализа сигналов, представлена подробная 
классификация методов спектрального анализа 
и рассмотрены наиболее применяемые из них 
на сегодняшний день. Особое внимание уделя-
ется классическим методам спектрального ана-
лиза сигналов, построенных на преобразовании 
Фурье [3]. В этом случае сигнал раскладывается 
на элементарные гармонические колебания с раз-
личными частотами [4], а свойства и зависимости 
выражаются с помощью одной базисной экспо-
ненциальной функции.  

Известно, что преобразование Фурье нашло 
широкое применение в прикладных исследова-
ниях. Одна из актуальных областей его исполь-
зования – биометрическая идентификация че-
ловека по радужной оболочке [5]. Также обра-
ботке могут подвергаться речевые сообщения. 
Например, для сокрытия двоичных данных в 
речевых сообщениях могут использоваться 
преобразование Фурье и вейвлет-преобразова-
ние, что позволяет повысить стойкость скры-
тых сообщений [6, 7].  

Спектральный анализ широко применяется 
для сбора дополнительной информации о дан-
ных, полученных промышленным оборудо- 

ванием [8, 9]. Система Mathematica может ис-
пользоваться для реализации известных и раз-
работки новых методов обработки сигна- 
лов [10–12]. 

Цель исследования автора – проведение 
спектрального анализа некоторых сигналов, 
построение скалограммы сигнала с помощью 
встроенных возможностей системы, модифика-
ция скалограммы для получения дополнитель-
ной информации о сигнале. 

 

Основная часть 
 

Путем преобразования Фурье строится спект-
ральный анализ сигнала. С помощью системы 
Mathematica разработана модификация графи-
ческого представления вейвлет-коэффициентов 
преобразования. Спектральный анализ является 
одним из наиболее распространенных видов 
анализа сигналов и в системе Mathematica  
имеет ряд особенностей. 

Сигнал, содержащий две периодические 
составляющие. Рассмотрим сигнал, который 
представляет собой сумму синусоид sin(100) + 
+ sin(300x).  График  этого  сигнала  показан  
на рис. 1а.  

Спектр вычисляется с помощью преобразо-
вания Фурье, примененного к массиву значе-
ний, которые соответствуют отсчетам сигнала 
во временной области. Вычисление комплекс-
ного спектра осуществляется с помощью функ-
ции Fourier. Здесь для его отображения исполь-
зуется модуль комплексного спектра (ампли-
тудный спектр). 

Для построения представления комплексно-
го спектра применяется функция ComplexList-
Plot, результат действия которой изображен  
на рис. 1b. 
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Рис. 1. График исходного сигнала (а) и представление комплексного спектра (b):  
f(x) – значение сигнала;  Re(f *), Im(f *) – действительная и мнимая части преобразования Фурье 

 

Fig. 1. Source signal graph (a) and complex spectrum representation (b):  
f(x) – signal value;  Re(f *), Im(f *) – real and imaginary parts of the Fourier transform 

 
Следует отметить, что графики на рис. 1 не 

дают достаточно информации о сигнале: для 
простых сигналов представляет собой отдель-
ные линии, для сложных – набор отрезков.  
В этом случае необходимо построение графика 
модуля спектра (рис. 2). 

 

 х 
 

Рис. 2. Отображение модуля комплексного спектра:  
| f(x)| – абсолютное значение сигнала 

 

Fig. 2. Complex spectrum module display:  
| f(x)| – absolute signal value 

 
График на рис. 2 более информативен,  

но по оси абсцисс отложены отсчеты сигнала. 
На оси Ох необходимо представить вектор  
частот, соответствующий отсчетам спектра. 
Для этого определим число отсчетов в массиве 
и частоту дискретизации с помощью коман- 
ды signal//Length.  

Под разрешением спектрального анализа 
будем понимать минимальную разницу между 
соседними значениями частоты в спектре. Ча-
стота дискретизации определяется по формуле  

 

fs = d/h, 
 

где d – длина всего интервала; h – разрешение 
спектрального анализа. 

Спектр вычисляется в диапазоне частот от 
нуля до частоты дискретизации с помощью сле- 
дующей пользовательской функции:  

 

fv[n_]:=Table[i/(n – 1)fs, {i, 1, n – 1}]. 
 

Заметим, что спектр данного сигнала пери-
одичен, значит, информативной частью спектра 
является его половина. Тогда вектор частот 
формируется как нормированный вектор от ну-
ля до половины частоты дискретизации, при-
чем размерность вектора равна размерности 
исходного массива: 

 

fv1[n_]:=Table[i/(n – 1)fs, {i, 1, n/2}]. 
 

Массив точек, где первой координатой яв-
ляется частота, а второй – значение амплитуды, 
определяется следующим образом:  

 

sp[n_]:=Table[{fv1[n][[i]], Abs[Fourier[sig]][[i]]}, 
{i, 1, n/2}], 

 

где sig – значение исходного сигнала. 
Под скалограммой будем представлять дву-

мерное описание одномерного сигнала, где на 
оси Ох задается время, на оси Oу – шкала, пред- 
ставляющая собой оценку локального спектра 
энергии [13, 14]. 

Для построения скалограммы существует 
встроенная функция WaveletScalogram. Внача- 
ле на исходный массив данных воздействуем 
вейвлет-преобразованием на основе вейвлета 
Морле, затем строим скалограмму. Коман- 
ды, реализующие эти действия, выглядят сле-
дующим образом: dwd=ContinuousWaveletTrans-  
form[sig, n]; MorletWavelet[]]; WaveletScalo- 
gram[dwd]. Результат выполнения перечислен-
ных команд представлен на рис. 3а.  

Данная функция строит представление ко-
эффициентов вейвлет-преобразования и дает 
графическую интерпретацию в виде рядов 
цветных прямоугольников, в которых большие 
значения отражаются  темнее,  а  каждая  после- 
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дующая строка соответствует различным спе-
цификациям индекса вейвлета. Недостатком 
такого представления является сложность опре- 
деления периода компонент сигнала. Согласно 
рис. 3, периода – два, но их значения на графи-
ке отсутствуют. 

Для устранения этого недостатка исполь- 
зуем разработанную модифицированную ска-
лограмму. Вначале определяем коэффициент 
вейвлет-преобразования как функцию от пара-
метров a, b следующим образом:  

 

W[a_, b_]:=1./a^(1/2)Sum[fi[(i–b)/a]dt[[i]], {i, 1, n}]. 
 

Затем определяем массив коэффициентов 
для некоторого диапазона значений исходных 
параметров  

 

w=Flatten[Table[{a, b, W[a, b]//Chop},  
{a, 1, n},{b, 1, n}], 1]. 

 

После этого строим контурное распределе-
ние ListContourPlot[w]. Результат выполнения 
этих команд представлен на рис. 3b.  

Полученный спектр позволяет оценить точ-
ное значение частоты сигнала. Из рис. 3 видно, 
что периодами для данных компонент исходно-
го сигнала являются значения 50 и 150. 

Сигнал, представляющий собой белый 
шум. Воспроизведем белый шум с помощью 
встроенной функции системы sig=RandomFunc- 

tion[WhiteNoiseProcess[], {0, 40}]. График сиг-
нала и его гистограмма представлены на рис. 4. 

С целью оценки качества работы генерато- 
ра проанализируем распределение значений от-
счетов выходного сигнала и построим его 
спектр. Для представления информации о функ-
ции распределения сигнала можно использовать 
команду Histogram[sig, 10]. Чтобы оценить ча-
стотные характеристики сигнала, вычислим  
частоту дискретизации c помощью команды 
Fs=1/(sig[[2]]–sig[[1]]). Модуль комплексного 
спектра можно оценить как sp=Abs[Fourier[sig]]. 

Стандартная и модифицированная скало-
граммы изображены на рис. 5. Их интерпрета-
ция подтверждает информацию, что тот сигнал, 
который обрабатывается, представляет собой 
белый шум.  

Из рис. 5 видно, что в спектре присутствуют 
отдельные дискретные составляющие на ниж-
них частотах, но в широкой полосе частот 
сформированный сигнал близок к случайному 
процессу с постоянной спектральной плотно-
стью мощности. 

При необходимости могут быть проанали-
зированы и другие характеристики сигнала, 
например интервал корреляции, дисперсия, 
пик-фактор и т. д.   

 

                                                     а                                          b 

                
 

Рис. 3. Скалограмма сигнала, полученная с помощью встроенной функции (а), и модифицированная скалограмма (b):  
a, b – параметры разложения 

 

Fig. 3. Signal scalogram obtained with the built-in function (a), and modified scalogram (b):  
a, b – decomposition parameters 

  

        
 

Рис. 4. Выходной сигнал схемы генератора шума и гистограмма сигнала: x, y – значения исходного сгенерированного сигнала 
 

Fig. 4. Noise generator circuit output and signal histogram: x, y – values of original generated signal 
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                                                          а             b 

                  
 

Рис. 5. Скалограмма сигнала: а – полученная с помощью встроенной функции; b – модифицированная: 
a, b – параметры разложения  

 

Fig. 5. Signal scalogram: а – obtained using built-in function; b – modified: 
a, b – decomposition parameters 

 

Обработка звукового сигнала. Описанный 
подход может применяться к обработке звуко-
вых сигналов. В системе Mathematica есть 
набор стандартных звуков, а также возмож-
ность импорта звукового файла. 

Значение массива данных может быть опре-
делено с помощью встроенной функции Sound 
следующим образом: 

 

sig=Sound[SoundNote["C"]]. 
 

Обращение к встроенным образцам звука 
осуществляется с помощью функции Example- 
Data. 

Рассмотрим сигнал звука ноты си:  
sig=ExampleData[{"Sound", "SubwayTrain"}]. 
Результат действия функции ListPlot[sig]  

и распределение модуля комплексного спект- 

ра представлены на рис. 6, скалограммы –  
на рис. 7. 

 
ВЫВОД 
 

При использовании модифицированной ска- 
лограммы появляется возможность определе-
ния по графику периода входящих в сигнал 
компонент и значений параметров, при кото-
рых коэффициенты вейвлет-преобразования до- 
стигают наибольших величин. Для спектраль-
ного анализа в системе Mathematica рекоменду-
ется использование сочетания двух подходов: 
стандартной встроенной функции (для опреде-
ления локализации импульса) и модифициро-
ванной скалограммы (для определения перио-
дов составляющих компонент). 
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Рис. 6. График исходных сигналов и модуля комплексного спектра 
 

Fig. 6. Plot of original signals and complex spectrum modulus 
 

                                                      а                        b 

                                    
 

Рис. 7. Скалограмма сигнала, полученная с помощью встроенной (а) и пользовательской функций (b): 
a, b – параметры разложения 

 

Fig. 7. Signal scalogram, obtained using built-in (а) and custom functions (b): a, b – decomposition parameters 
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Реферат. Рассматривается задача билинейного программирования, в которой столбец, соответствующий одной из 
переменных величин, не фиксированный, а может выбираться из некоторого выпуклого множества. Данная задача 
известна как задача Данцига – Вулфа. Раннее предлагался модифицированный опорный метод ее решения, использу-
ющий декомпозицию ограничений задачи метода Данцига – Вулфа. Автором статьи разработан прямой точный метод 
решения сформулированной задачи. Метод основан на идее решения задачи линейного программирования с обоб-
щенными прямыми ограничениями и на общей концепции адаптивного метода решения задачи линейного програм-
мирования. Введены понятия опоры, опорного плана, оптимального и субоптимального (-оптимального) плана, ко-
торый является заданным приближением по целевой функции к оптимальному плану задачи. Сформулированы и 
доказаны критерии оптимальности и субоптимальности опорного плана. Поиск оптимального решения основан на 
идее максимизации приращения целевой функции. Данный подход позволяет полнее учитывать основную цель и 
структуру задачи. Улучшение опорного плана состоит из двух частей: замены плана и замены опоры. Для поиска 
подходящего направления решается специальная производная задача с учетом основных ограничений задачи. Замена 
опоры основана на поиске оптимального плана двойственной задачи. За конечное число итераций (в случае невырож- 
денности) метод приводит к оптимальному решению задачи. 
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Abstract. The bilinear programming problem is considered, where a column, which corresponds to one of the variables, is not 
fixed but can be chosen from a convex set. This problem is known as the Dantzig – Wolfe problem. Earlier, a modified sup-
port method was proposed to solve the problem, using the decomposition of the problem constraints of the Dantzig – Wolfe 
method. The author of the paper has developed a direct exact method for solving the formulated problem. The method is based 
on the idea of the solving a linear programming problem with generalized direct constraints and a general concept of an adap-
tive solution method. The notions of support, support plan, optimal and suboptimal (-optimal) plan are introduced which is  
a given approximation of the objective function to the optimal plan of the problem. Criteria for optimality and suboptimality 
of the support plan have been formulated and have been proved in the paper. The search for the optimal solution is based  
on the idea of maximizing the increment of the objective function. This approach allows more fully to take into account  
the main target and structure of the problem. Improving a support plan consists of two parts: replacing the plan and replacing 
the support. To find a suitable direction, a special derived problem is solved while taking into account the main constraints  
of the problem. The replacement of the support is based on the search for the optimal plan of the dual problem. The method 
leads to an optimal solution to the problem in a finite number of iterations (in the case of a non-degenerate value). 
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Введение  
 

Билинейными задачами называются специ-
альные задачи нелинейного программирования 
с такими двумя группами переменных, когда 
при фиксации значений каждой группы полу-
чается однотипная задача линейного програм-
мирования относительно другой группы пере-
менных. То есть в билинейных задачах обеими 
группами переменных распоряжаются союзни-
ки и каждый из них при самостоятельных дей-
ствиях имеет дело с задачей линейного про-
граммирования [1]. 

Следует отметить, что многие задачи теории 
управления, исследования операций и эконо-
мики могут быть представлены в виде задач 
билинейного программирования [2]. Например, 
так выглядят задачи поиска ситуации равнове-
сия по Нэшу в биматричной игре [3], задача 
производственного календарного планирования, 
задача о многопродуктовом потоке на сети [4]. 

В [5] приводятся приближенные алгоритмы 
локального и глобального поисков оптимально-
го решения в задачах билинейного программи-
рования с несвязными переменными. Среди 
последних работ стоит отметить подход к ре-
шению билинейных задач, базирующийся на 
известном алгоритме внешних аппроксимаций. 

Автором статьи разработан точный метод 
решения специальной задачи билинейного про-
граммирования, который максимально учиты-
вает специфику задачи и позволяет находить 
как ее приближенное, так и точное решение. 

 

Основная часть 
 

Рассмотрим задачу: 
 

   

 
0

0 0 0
, ,

*
0 0 *0 0 0

*
*

, , ' ' max ;

, ,

            , ,

x x y
x x y c x q y c x

Ax Cy a x b d x d

d x d y Y

    

    

  

   (1) 

 

где  *
*,: gygaByyY   – ограниченное 

множество; *
*,,, ddxc – n-векторы; ba ,0 – m-век-

торы; *
*,,, ggyq  – p-векторы; a  – r-вектор; 

*
00*00 ,,, ddxc – скаляры;  JIAA , – nm -мат-

рица;  LKBB ,  – pr -матрица;  LICC ,  – 

pm -матрица. 

Данная задача в литературе известна как за-
дача Данцига – Вулфа [6]. 

Совокупность  yxx ,,0  называется планом 

задачи (1), если на ней выполняются все ограни-

чения. План  ***
0 ,, yxx  называется оптималь-

ным, если он доставляет максимум целевой 
функции. Субоптимальный (-оптимальный) 

план определяется неравенством  * * *
0 , ,x x y  

 0 , , ε.x x y      

Предположим, что .r m p   Из множеств J 

и L выделим подмножества Joп и Loп соответ-
ственно так, что oп oп, .J I L K   Квадрат-

ные матрицы    oпoпoп ,,, LKBJIAA   назовем 

опорными, если они являются невырожден- 
ными [7]. Совокупность  oпoп0 ,,,, BAyxx  – 

это опорный план задачи (1). Опорный план 
 oпoп0 ,,,, BAyxx  называется невырожденным, 

если он не вырожден по прямым ограничениям, 
т. е. выполняются неравенства: 

 

     
     

* *
*0 0 0 * oп oп oп

*
* oп oп oп

; ;

.

d x d d J x J d J

g L y L g L

   

 
 

 

Пусть задан опорный план  0 oп oп, , , ,x x y A B . 

Вычислим векторы потенциалов 1
oп oп ,u c A   

1
oп oп ,u B   оценок , ,u A c u B            где 

0 0, .u C q u a c          

Рассмотрим некоторый план задачи (1): 
   .,,~,~,~

000 yyxxxxyxx   Найдем фор-

мулу приращения целевой функции  0 , ,x x y  
 

   
   

0 0

0 0 0

0 0

, , , ,

, ,

.

x x y x x y

x x y с x q y c x

q y x q yx

     

        

     

  

      (2) 

 

Так как  yxx ,,0  и  yxx ~,~,~
0  являются пла-

нами задачи, то выполняются следующие ра-
венства: 

 

 0 0 0

0 0; 0.

A x Cy a x C yx

C y x B y

      

     
           (3) 

 

Найдем из этих равенств опорные компо-
ненты x и у: 
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1
oп oп н н

0 0 0 0

,

;

x J A A I J x I

Сy a x C yx C y x

     
        

       (4) 

 

     ,, нн
1

oпoп LyLKBBLy             (5) 
 

где н oп н oп\ ; \ .J J J L L L   

Тогда из определения потенциалов и оценок 
получим 

 

     
       

н н 0 0

н н 0 н н 0

'

' ' .

J x J y x

L y L x L y L x

       

     
    (6) 

 

Обозначим:  
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Теорема. Критерий оптимальности. Со-
отношения: 
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*н н н0, 0, 0;J J J       
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*
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(7) 
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*н н н 0 0

*
н *0 0 0

0; 0; 0 при ;

0 при

L L L x d

L d x d

      

   



 

 

достаточны, а в случае невырожденности 
необходимы для оптимальности опорного пла-
на  0 oп oп, , , , .x x y A B  

Доказательство. Достаточность. Из усло- 

вий * xxd   
* *

*0 0 0 0 0, ,d x d x x d x       

*
*g y y g y      и определения подмножеств 

*
нн*

*
нн* ,,, LLJJ  следуют соотношения   ,0н*  Jx  

  ,0*
н  Jx     *

*н н 00, 0, 0y L y L x       при 

0 *0,x d  *
0 0 00 приx x d    для всех допусти-

мых приращений 0 , , .x x y    Следовательно, 

при условиях (7) выполняется неравенство 

 0, , 0,x x y   что доказывает оптимальность 

плана  0 , , ,x x y  так как любое допустимое при-

ращение  yxx  ,,0  не ведет, согласно (6),  

к увеличению значения целевой функции. 
Необходимость. Пусть  oпoп0 ,,,, BAyxx  – 

оптимальный план. Докажем справедливость 
соотношений (7) методом от противного. Пусть 
условия (7) не выполняются по первой группе 
соотношений. Тогда, полагая  0 н0,x y L     

= 0, можно построить такую (в силу невы- 
рожденности опорного плана) допустимую ва-
риацию х, что не нарушаются прямые огра- 
ничения по опорным переменным и при  
этом    н н' 0,J x J     что противоречит 

предположению об оптимальности опорно- 
го плана. Аналогично проводится доказатель-
ство при нарушении других групп соотно- 
шений (7). 

Из приведенных рассуждений следует, что 
при заданном опорном плане  oпoп0 ,,,, BAyxx  

для каждого плана  yxx ~,~,~
0  найдутся допу-

стимые приращения 0нн ),(),( xLyJx   та-

кие, что  oп н 0 0 0( ), ( ) , ,x x x J х J x x x         

 oп н( ), ( ) ,y y y L y L     где )(),( oпoп LyJx   

вычисляются по формулам (4), (5). Поэтому 
максимум функции (6) служит оценкой откло-
нения плана  yxx ,,0  от оптимального по це-

левой функции. Найдем максимум функции (6) 
с учетом ограничений:  

 

         *
* н н н н н

*
*0 0 0 0

;

;

d J x J x J d J x J

d x x d x

    

    
 

 

         *
* н н н н н .g L y L y L g L y L      

 

Он достигается при jjj xdx  *  при 0;j   
*

j j jx d x    при 0; 0jj x     при 0,j   

н ;j J  00*0 xdx   при  0 00;y x      

= *
0 0d x при  0 00; 0y x     при  0 0;y   

*
* при 0; при 0;j j j j j j j jy g y y g y         

н0 при 0,j jy j L      и равен числу  =  (х0, 

oп oп, , , )x y A B  [8, 9]: 
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которое называется оценкой субоптимальности 
опорного плана  0 oп oп, , , , .x x y A B  Здесь при-

няты обозначения: 
 

 
 

*
0 0 0

0

0 *0 0

, если 0;

, если 0.

x d y
d

x d y

    
  

 

 

Справедлив критерий субоптимальности. 
При    опорный план  oпoп0 ,,,, BAyxx  яв-

ляется -оптимальным опорным планом зада- 
чи (1). Для каждого -оптимального плана 

 0 , ,x x y    существует такая опора oп oп, ,A B  

что оценка субоптимальности  опорного пла- 

на  0 oп oп, , , ,x x y A B    удовлетворяет неравен-

ству   . 
Итерация метода. Пусть  oпoп0 ,,,, BAyxx – 

опорный план задачи (1). Для плана  yxx ,,0  

имеются допустимые направления, вдоль кото-
рых целевая функция возрастает. Пусть  > , 
где  – заданная точность приближения к опти-
мальному плану задачи. Новый пан  yxx ~,~,~

0  

будем искать в виде ,θ~,θ~ 2
00000 lxxlxx   

0θ ,y y l    где  lll
~

,,0  – подходящие направ-

ления для  0 , , ;x x y  0 – максимально допу-

стимый шаг. 
Для построения подходящего направления 

рассмотрим производную задачу: 
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min;
l l

y l l x l    
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 0 0 00, 0.Bl Clx Cy a l      
 

Направление  нн

~~
Lll   определяем по фор-

мулам: 
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В результате получим следующую кусочно-
линейную задачу для нахождения l0: 
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0 0 0 0 0
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x l
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s l y l x l y g
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*
*0 0 0 0 0.d x l d x     

 

Несложно доказать, что если 00 lx   меняет 

знак на отрезке *
*0 0, ,d d    то функция )( 0ls  – 

вогнутая. Если 00 lx   постоянного знака,  

то )( 0ls  – монотонная. Следовательно, мини-

мум функции )( 0ls  существует только на гра-

ницах отрезка *
*0 0, .d d    

Решая задачу (10), находим направление l0 
для х0. Затем по формулам (9), (5) находим 

направление l
~

 для у. Полагая 
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н
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0 при 0, ,

j j j

j j j j

j

d x

l d x

j J

   
   
   

 

 

вычисляем )( oпJl  по (4). Направление l для 

вектора х найдено. Максимально допустимый 

шаг 0 вдоль найденных направлений lll
~

,,0  

для yxx ,,0  соответственно вычисляем так, 

чтобы:  
1) выполнялись прямые опорные и неопор-

ные основные ограничения;  
2) оценка )(0 y  сохраняла свой знак.  

Следовательно, имеем  
* 00 min 1, , , ,j j       
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где  
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Строим новый опорный план lxx ,θ~
0000   

lyylxx
~

θ~,θ~
0

2
0   [10], на котором выпол-

няются соотношения 
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Следовательно, при     процесс решения 

задачи (1) заканчивается построением -опти- 
мального плана  0 , , .x x y    

Пусть    . Составим двойственную зада-

чу к задаче (1). В силу билинейности двой-
ственная задача будет состоять из пары двой-
ственных задач относительно х и у. Поэтому 
имеем: 
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где  0 0b b cy a x z u      для (11); z u  для (12). 

Для уменьшения оценки субоптимальности 
переходим к улучшению опор oпA  или oпB  в 

зависимости от выбранного шага [8]. Возмож-
ны случаи: 

1) 0θ θ j
  – с помощью решения двой-

ственной задачи (11) улучшаем опору Аоп, за-

меняя ее на новую oп

~
A  [3]; 

2) 
00θ j   – меняем опору oпB  на oп ,B  ис-

пользуя оптимальный план двойственной зада-
чи (12); 

3) 0θ θ   – здесь 0 ( ) 0.y   Следовательно, 

новую опору oпB  необходимо подобрать так, 

чтобы удержать данное условие. Так как 0( )y   

' ,y   то вектор y  должен удовлетворять 

условиям 0, ' 0.B y y      Отсюда имеем: 
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Следовательно,  
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Строим новую опору oп ,B  полагая onL   

 on 0\ ,sL j j  где 0j  определяем по второй 

группе соотношений оптимальности с учетом 
их нарушений. 

Проверяем опорный план  oпoп0
~

,
~

,~,~,~ BAyxx  

на оптимальность. За конечное число шагов 
при невырожденности опорного плана полу- 
чим -оптимальный план исходной задачи. 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Разработан прямой точный метод реше-

ния задачи билинейного программирования  
в случае, когда столбец, соответствующий од-
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ной из переменных задачи, не фиксированный,  
а выбирается из некоторого выпуклого мно- 
жества. 

2. Сформулированы и доказаны критерии 
оптимальности и субоптимальности опорного 
плана, позволяющие оценить степень прибли-
жения полученного решения к оптимальному. 

3. Данный метод может применяться при 
решении прикладных задач в теории управле-
ния, исследовании операций и экономике. 
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