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Реферат. Изучено напряженно-деформированное состояние в зерне поликристалла, обусловленное наличием в его 
теле единичного микродвойника в случае различной формы зеренных границ. Разработана методика расчета полей 
смещений и напряжений для указанного напряженно-деформированного состояния для зерна в форме многоугольни-
ка. Выявлены узловые точки в зерне поликристалла, имеющие максимальные напряжения, способствующие зарожде-
нию разрушения. Целью данной работы стало изучение напряженно-деформированного состояния, обусловленного 
единичным микродвойником в зерне поликристалла и формой зеренных границ. Рассмотрены зерна поликристалла, 
имеющие форму правильного многоугольника и содержащие в своем теле единичный клиновидный двойник. Грани-
цы зерен поликристалла представлены в виде стенок полных дислокаций. Рассматриваемые зерна расположены вдали 
от поверхности двойникующегося материала. Разработанная методика расчета смещений и напряжений, создаваемых 
клиновидным двойником, основана на использовании принципа суперпозиции. Расчеты компонент тензора напряже-
ний проведены для железа (Fe). Представленные результаты расчета полей напряжений указывают на правомерность 
использованной дислокационной модели. На полученных распределениях полей напряжений четко просматриваются 
как двойниковые, так и зеренные границы, являющиеся концентраторами напряжений. Максимальные нормальные 
напряжения наблюдаются на двойниковых границах; максимальные скалывающие напряжения σxу локализованы в 
узловых точках двойника; скалывающие напряжения σzy и σxz максимальны на зеренных границах. В результате про-
веденного исследования изучено напряженно-деформированное состояние, обусловленное единичным клиновидным 
микродвойником в зерне поликристалла и формой зеренных границ. Выявлены области концентрации напряжений в 
зерне поликристалла при наличии остаточного механического клиновидного двойника. Разработан метод оценки 
данного состояния. 
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Abstract. The paper investigates  a stress-strain state in a polycrystalline grain due to presence in its body of a single micro-
twin in case of various grain boundary forms. A methodology for calculation of displacement and stress fields for the speci-
fied stress-strain state of a polygon-shaped grain has been developed in the paper. Nodal points in a polycrystalline grain that 
have  a  maximum  stresses  contributing  to initiation of destruction have been revealed in the paper.  The aim of this work has 
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been to study the stress-strain state due to a single micro-twin in the polycrystalline grain and form of grain boundaries.  
The paper describes polycrystalline grains having  a regular polygon shape and containing a single wedge twin in their body. 
Polycrystalline grain boundaries are presented as walls with complete dislocation. The investigated grains are located far from 
the surface of twinning material. The developed methodology for calculation of displacement and stresses created by wedge 
twin is based on the principle of superposition. Calculations on stress tensor components have been carried out for iron (Fe). 
The presented results of  calculations for stress fields have indicated to validity of the used dislocation model. Twin and grain 
boundaries being stress concentrators are clearly visible on the obtained distributions of stress fields. Maximum normal stres- 
ses are observed on the twin boundaries; σxy maximum shear stresses are located at nodal points of the twin; σzy and σxz  shear 
stresses are maximum on the grain boundaries. The conducted investigations have resulted in study of the stress-strain state 
due to a single wedge-shaped micro-twin in the polycrystalline grain and form of the grain boundaries. Zones of stress con-
centration in the polycrystalline grain have been identified in the presence of residual mechanical wedge twin. A method for 
evaluation of the given state has been developed in the paper. 
 

Keywords: dislocation model, grain boundaries, twinning, forecasting technology, machine parts, stress location, two-
dimensional defects,  crystal lattice  
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Введение 
 

В связи с повышением требований совре-
менного потребителя к уровню качества и дол-
говечности изделий машиностроения важной 
является разработка методик по прогнозирова-
нию и предотвращению связанного с двойни-
кованием разрушения деталей машин. Соответ-
ственно важным представляется решение зада-
чи о расчете напряженно-деформированного 
состояния, обусловленного единичным двой-
ником в зерне поликристалла [1, 2]. При реше-
нии данной задачи важно учитывать не только 
напряжения, обусловленные наличием двой- 
ника в зерне, но и напряжения, возникающие  
на зеренных границах. Это объясняется тем, 
что границы являются основным дефектом в 
металлах; строение границы способствует 
скоплению у нее дислокаций, так как при пере-
ходе через границу ни плоскость скольже- 
ния, ни вектор Бюргерса не сохраняются неиз-
менными [1–7]. 

 
Постановка задачи 
 

Рассмотрим зерна поликристалла различной 
формы (правильные пятиугольник, шести-
угольник и семиугольник), находящиеся вдали 
от поверхности двойникующегося материала. 
Границы зерна поликристалла смоделируем в 
виде стенок полных дислокаций (рис. 1).  

В теле зерна разместим единичный кли- 
новидный двойник. Такие двойники обычно 
зарождаются у концентратора напряжений, 
который в рассматриваемом случае находится 
в точке O (рис. 1), на границе зерна. В реше- 
нии поставленной задачи учтем напряжения, 

создаваемые самим двойником, а также напря-
жения на границах зерна. При этом не будем 
учитывать напряжения, создаваемые концен-
тратором напряжений, а также напряжения, 
обусловленные другими зернами поликристал-
ла, так как все это приведет к громоздкости 
решения. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Схематическое изображение зерна поликристалла 
и клиновидного двойника в нем 

 

Fig. 1. Schematic representation of  polycrystalline grain  
and wedge twin in it 

 
Равновесие рассматриваемой системы мо-

жет обеспечиваться большими силами сопро-
тивления движению двойникующих дислока-
ций и границ зерна, возникающих вследствие 
взаимодействия этих дефектов с, например, си-
дячими дислокациями. При этом следует от- 
метить, что изучение вопросов равновесия  
в рассматриваемой системе не является целью 
исследования. 
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В общем случае в плоскости XOY форма 

границ зерна описывается функциями ( )( )0
1 yfb , 

( )( )0
2 xfb , …, ( )( )0xf n

b , где n – количество зе- 
ренных границ; а форма границ клиновидно- 
го двойника – функциями ( )( )0

1 xftw  и ( )( )0
2 xftw  

(рис. 1) [1, 3]. Примем, что дислокации на каж-
дой из рассматриваемых границ параллельны 
друг другу и оси OZ, перпендикулярной плос-
кости рис. 1. Плотность полных дислокаций на 
границах зерна равна ( )1 ,bρ  ( )2 ,bρ  …, ( )n

bρ  соот-
ветственно. Плотность двойникующих дисло-
каций на границах клиновидного двойника – 
( )1 ,twρ  ( )2 .twρ  Тогда смещения и напряжения, со-

здаваемые рассматриваемым клиновидным 
двойником с учетом смещений на границах 
зерна, в соответствии с принципом суперпози-
ции [1] могут быть определены по формуле 
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где m – номер двойниковой границы; k – номер 
зеренной границы; i, j принимают значения x, y 
или z; ( )( ) ( ),m

i tw
u x y  – смещения, создаваемые 

двойниковыми границами; ( )( ) ( )yxu b
k

i ,  – то же, 
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же, создаваемые границами зерен. 
Смещения и напряжения определяются с 

помощью криволинейных интегралов вдоль 
профилей соответствующих границ: 
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где g, h принимают значения x, y или z; 

( )( ) ( )yxu tw
m

i ,0,  и ( )( ) ( ),0 ,m
ij tw

x yσ  – смещения и 

напряжения, создаваемые отдельными дисло-
кациями на двойниковых границах и определя-
емые в главной системе координат XYZ (рис. 2); 

( )( ) ( )''0, , kkb
k
j yxu  и ( )( ) ( ),0 ' ',k

gh k kb
x yσ  – то же, созда-

ваемые отдельными дислокациями на зеренных 
границах и определяемые во вспомогательных 
системах координат ' ' ,k kX Y Z  повернутых отно-
сительно системы координат XYZ (рис. 2); T – 
матрица преобразования.  

В случае поворота правосторонней системы 
координат вокруг оси Z против часовой стрелки 
на угол αk данная матрица принимает вид [7]  
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В соответствии с [3] и с учетом (4) криволи-

нейные интегралы (2) и (3) можно представить 
в виде следующих определенных интегралов: 
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Рис. 2. Схема взаимного расположения дислокаций, компонент вектора Бюргерса и декартовых систем координат  
для расчета полей напряжений и смещений у клиновидного двойника в теле зерна 

 
Fig. 2. Scheme of mutual arrangement of dislocations and Burgers vector component and Cartesian coordinate system  

for calculation of stress and displacement fields at wedge-shaped twin in grain body 
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где L – длина двойника, равна длине отрезка OL 
(рис. 1); kα  – угол поворота системы координат 

ZYX kk
''  относительно XYZ против часовой 

стрелки вокруг оси Z; ,kx  1,kx +  ,ky  1+ky  – пара-
метры, определяемые конфигурацией зерна (ко-
ординаты начальной и конечной точек k-й гра-
ницы зерна); ε  – малый параметр порядка 
межатомного расстояния. 

Выбор формулы для расчета смещений и 
напряжений на зеренных границах зависит от 
способа задания функции соответствующей 
границы. В случае задания функции f(x) ис-

пользуются формулы (5)–(8), (12)–(17), в слу-
чае f(y) – формулы (9)–(11), (18)–(23). 

При расчетах смещений и напряжений бу-
дем учитывать представленную на рис. 2 ори-
ентировку винтовой и краевой составляющих 
векторов Бюргерса. При условии нахождения 
рассматриваемого зерна вдали от поверхности 
смещения и напряжения, создаваемых единич-
ными полными и двойникующими дислокаци-
ями, расположенными на соответствующей 
границе, могут быть определены из соотноше-
ний [3, 8]: 
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Здесь ν – коэффициент Пуассона; µ – мо-

дуль сдвига; ,e
twb  s

twb – краевая и винтовая со-
ставляющие вектора Бюргерса двойникующей 
дислокации; ,e

bb  s
bb – модуль вектора Бюргерса 

полной краевой и винтовой дислокаций; ( )'k
bf  – 

функция, задающая форму k-й зеренной грани-
цы; '

kx , '
ky  – координаты в системе коорди- 

нат ZYX kk
'' . 

Выбор формул для расчета смещений и 
напряжений на зеренных границах зависит от 
способа задания функции соответствующей 
границы. В случае задания функции f(x) ис-
пользуются формулы (25), (28), в случае f(y) – 
формулы (26), (29).  

Координаты в системах ZYX kk
''  определим  

в соответствии с (4) исходя из следующих зави-
симостей: 

 

( ) ( )' cos sin ;k k kx x y= α + α            (30) 
 

( ) ( )' sin cos ;k k ky x y= − α + α           (31) 
 

( ) ( )'
,0 0 0cos sin ;k k kx x y= α + α          (32) 

 

( ) ( )'
,0 0 0sin cos .k k ky x y= − α + α         (33) 

 
Рассмотрим случай, когда плотности дисло-

каций на всех зеренных границах постоянны и 

равны ( )( )1 ,k
b Cρ =  так же как и плотности дис-

локаций на двойниковых границах ( )( )2 .m
tw Cρ =  

С учетом [5] рассмотрим зерна различной фор-

мы, при этом для упрощения задачи без ущерба 
общности полученного результата границы  
зерен примем прямолинейными. Так, в плоско-
сти ХOY зерно будет в форме правильного мно-
гоугольника, имеющего n границ и вписанного  
в окружность радиусом R. Расположение си-
стемы координат XYZ выбираем таким образом, 
чтобы ось OY проходила через одну из гра- 
ниц зерна, а начало координат располагалось  
в точке, являющейся серединой данной грани-
цы (рис. 1, 2). Расположения систем коорди- 
нат ZYX kk

''  выберем таким образом, чтобы 
начало координат k-й системы совпадало с 
началом координат системы XYZ, а ось '

kОY  
была параллельна k-й границе зерна. В данном 
случае уравнения границ зерен представим в 
следующем виде: 
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где a – длина зеренной границы; kα  – угол пово-
рота k-й зеренной границы относительно 1-й.  

Длину и угол α определяем следующим об-
разом:  

 

2 sin ;a R
n
π =  

 
                      (37) 
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( ) ( )2

1 ,k
n

k
n

π −
α = π − −               (38) 

 

где R – радиус вписанной в зерно окружности; 
n – число граней у зерна. 

Уравнения границ зерен в системе ZYX kk
''  

запишем с помощью (4): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'

'
,0 0 0cos sin ;k k

b k k b kf y x f y= α + α     (39) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'

'
,0 0 0sin cos .k k

b k b k kf x f x y= − α + α  (40) 
 

Границы двойника также примем прямоли-
нейными. При этом форма двойника имеет вид 
равнобедренного треугольника EFL (рис. 2)  
с шириной у устья H. В таком случае форма 
границ двойника в плоскости XOY описывается 
следующими формулами [3]: 

 

( ) ( )1 0
0 1 ;

2tw
H xf x

L
 = − 
 

                (41) 

 

( ) ( )2 0
0 1 .

2tw
H xf x

L
 = − − 
 

              (42) 

 
Результаты расчетов и их обсуждение 
 

Расчеты проводили для железа (Fe). При 
этом принимали: 248,0== s

b
e
b bb  нм; e s

tw twb b= =  
= 0,124 нм [9];  µ = 81 ГПа [10];  ν = 0,29 [9];  
R = 70 нм; n = 5, 6, 7. Результаты расчетов по-
лей напряжений, обусловленных наличием еди- 
ничного двойника в теле зерна, представлены 
на рис. 3–5. При этом рассмотрены случаи зе-
рен пяти- (рис. 3), шести- (рис. 4) и семиуголь-
ной (рис. 5) форм. 

На распределениях полей напряжений  
(рис. 3–5) четко просматриваются как двойни-
ковые, так и зеренные границы, являющиеся 
концентраторами напряжений. Максимальные 
нормальные напряжения наблюдаются на 
двойниковых границах (рис. 3а–с, рис. 4а–с, 
рис. 5а–с); максимальные скалывающие напря-
жения σxу локализованы в узловых точках двой- 
ника – у вершины и устья двойника (рис. 3d, 
рис. 4d, рис. 5d); скалывающие напряжения σzy, 
σxz максимальны на зеренных границах (за иск- 
лючением вертикальной) (рис. 3e, f, рис. 4e, f,  
рис. 5e, f). Высокая концентрация напряжений 
в основном наблюдается у вершины двойника 

(рис. 3а–d, рис. 4а–d, рис. 5а–d) и на границах 
зерен (рис. 3e, f, рис. 4e, f, рис. 5e, f).  

Нормальные напряжения σxх (рис. 3а, рис. 4а, 
рис. 5а) и σzz (рис. 3c, рис. 4c, рис. 5c) знакопе-
ременны. У одной из границ клиновидного 
двойника напряжения σxх и σzz сжимающие, а у 
другой – растягивающие. Нормальные напря-
жения σyy локализованы только в узловых точ-
ках зерна и двойника, при этом двойниковые 
напряжения перекрываются напряжениями на 
границах зерна. Максимальные значения нор-
мальных напряжений σyy можно отметить в уз-
ловых точках зерна (рис. 3b, рис. 4b, рис. 5b). 

Следует отметить тот факт, что границы зе-
рен не являются концентраторами нормальных 
напряжений. Это обусловлено в первую оче-
редь прямолинейностью границ [5]. 

Скалывающие напряжения σxу знакопере-
менны по отношению к оси, параллельной OY  
и проходящей через середину двойника. У вер- 
шины двойника данные напряжения отрица-
тельны, а у устья – положительны. При этом в 
узловых точках зерна такие напряжения поло-
жительны (за исключением вершины, прилега-
ющей к устью двойника). Максимальные значе-
ния скалывающих напряжений σxу наблюдаются  
у вершины двойника, а минимальные – в средней 
части двойника (рис. 3d, рис. 4d, рис. 5d).  

Напряжения σzy (рис. 3e, рис. 4e, рис. 5e) ло-
кализованы на границах зерна. При этом на 
границах, близких к устью двойника, они име-
ют отрицательный знак, а на границах, близких 
к вершине двойника, – положительный. Мак-
симальные значения напряжений можно отме-
тить в узловых точках зерна.  

Напряжения σzx (рис. 3f, рис. 4f, рис. 5f)  
локализованы на границах зерна (кроме верти-
кальных) и двойника. Данные напряжения зна-
копеременны относительно оси OX и отрица-
тельны в первой и второй четвертях, а положи-
тельны – в третьей и четвертой. Максимальные 
значения напряжений при этом можно отме-
тить в узловых точках зерна, расположенных 
по обе стороны от середины двойника.  

Форма полей напряжений, обусловленных 
наличием единичного двойника в теле зерна, 
несущественно зависит от количества граней  
у зерна. Так, в рассмотренных вариантах (пяти-, 
шести- и семиугольник) поля напряжений 
имеют схожую конфигурацию (рис. 3–5). 
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Рис. 3. Распределение напряжений, обусловленных единичным клиновидным двойником,  
в пятиугольном зерне поликристалла: а – σxx(x, y); b – σyy(x, y); c – σzz(x, y); d – σxy(x, y); e – σyz(x, y); f – σxz(x, y) 

 
Fig. 3. The distribution of stresses in the pentagonal grain of a polycrystalline due to the presence of single wedge-shaped twin:  

a – σxx(x, y); b – σyy(x, y); c – σzz(x, y); d – σxy(x, y); e – σyz(x, y); f – σxz(x, y) 
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Рис. 4. Распределение напряжений, обусловленных единичным клиновидным двойником,  
в шестиугольном зерне поликристалла:  

а – σxx(x, y); b – σyy(x, y); с – σzz(x, y); d – σxy(x, y); e – σyz(x, y); f – σxz(x, y) 
 

Fig. 4. The distribution of stresses in the hexagonal grain of a polycrystalline due to the presence of single wedge-shaped twin:  
a – σxx(x, y); b – σyy(x, y); c – σzz(x, y); d – σxy(x, y); e – σyz (x, y); f – σxz(x, y) 
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Рис. 5. Распределение напряжений, обусловленных наличием единичного клиновидного двойника,  
в семиугольном зерне поликристалла:  

а – σxx(x, y); b – σyy(x, y); c – σzz(x, y); d – σxy(x, y); e – σyz(x, y); f – σxz(x, y) 
 

Fig. 5. The distribution of stresses in the heptagonal grain of a polycrystalline due to the presence of single wedge-shaped twin:  
a – σxx(x, y); b – σyy(x, y); c – σzz(x, y); d – σxy(x, y); e – σyz(x, y); f – σxz(x, y) 
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ВЫВОД 

 
Результаты расчетов полей напряжений ука-

зывают на правомерность использования пред-
ложенной дислокационной модели. В процессе 
исследования изучено напряженно-деформиро- 
ванное состояние, обусловленное единичным 
микродвойником в зерне поликристалла и фор-
мой зеренных границ. Разработан метод оценки 
данного состояния. Выявлены области концен-
трации напряжений в зерне поликристалла при 
наличии остаточного механического клиновид-
ного двойника. 
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