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Разработан метод расчета термоупругопластического напряженно-деформированного состояния в 

двухслойных цилиндрических телах под воздействием резких изменений температуры на внешней гра-

нице, свободной от силовых нагрузок. Определены границы пластических зон при различных соотно-

шениях между физико-механическими характеристиками внутреннего и внешнего цилиндров, распре-

деление остаточных напряжений после температурной разгрузки. 
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The paper presents a calculation method for thermo-elasto-plastic stressed-deformed state in two-layer cy-

lindrical bodies due to abrupt temperature changes on outer load-free boundary. The boundaries of plastic 

zones at various relations correlations between stress-strain properties of the internal and external cylinders 

and distribution of residual stresses after temperature unloading have determined in the paper.  
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Введение. Двухслойные цилиндрические эле- 

менты конструкций, составленные из стержня-

сердечника и облегающей его оболочки-матри- 

цы, широко распространены в различных тех-

нических системах, подвергающихся резким 

температурным воздействиям [1]. Определение 

в них напряженно-деформированного состоя-

ния в рамках термоупругости и термопластич-

ности представляет интерес с теоретической  

и практической сторон. В случае стержней ко-

нечной длины с граничными условиями на 

концах важное значение имеют решения задач 

термоустойчивости с помощью соответствую-

щих методов.  В данной  работе  основное  вни- 

мание уделяется получению решения гранич-
ных задач для случая длинных стержней в об-
ластях, где влиянием граничных условий на 
концах можно пренебречь, боковая поверх-
ность свободна от силовых нагрузок, внешнее 
температурное поле неизменно вдоль стержня 
так, что решение задачи можно рассматривать  

в произвольном сечении в рамках плоской  
модели. 

1. Двумерная постановка задачи термо-
упругости для двухслойного стержня. Рассмот-
рим длинный цилиндрический стержень, имею- 

щий радиус 
 

,
i

R  модули упругости 
 

,
i

ijke  коэф-

фициенты   теплопроводности  
 

.
i

ij     Стержень 

заключен во внешний цилиндр, соосный с ним, 

радиусом 
 

,
e

R  с модулями упругости 
 

,
e

ijke  

коэффициентами теплопроводности 
 

.
e

ij  Боко-

вая поверхность внешнего стержня свободная 

от напряжений и находится в осесимметрич- 

ном температурном поле, неизменном вдоль 

стержня. Тогда перемещения, деформации, 

напряжения в произвольном сечении компо-

зитного стержня зависят только от текущего 

радиуса R. 

Перейдем к безразмерным величинам во 

внутреннем и внешнем кругах: 
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 
 

 

 
ˆ; ;

i i

R u
r u

R R




   

 

 
 

   
 ˆ , ,

2

ij

ij i e





 


   

  
          (1) 

 

где индекс  = i для внутреннего, а  = е для 

внешнего цилиндров. 

Связь между напряжениями и деформация-

ми имеет вид [2–4]: 
 

 
 

 
 

 ˆ ˆˆ ;rr r

du u

dr r

 
  

      

 
 

   
;

2




 


 

  
 

 

 
   

 ˆ ˆˆ ,
du u

dr r

 
 

                  (2) 

 

где  – скачок температуры; 
   ˆ ˆ,r

 

   – коэф-

фициенты теплопроводности в радиальном и 

окружном направлениях. 

Уравнение равновесия в цилиндрической 

системе координат имеет вид [5] 
 

     

 0 , .
rrrrd

i e
dr r

 
 

            (3) 

 

Подставляя (2) в (3), получим уравнение 

равновесия в перемещениях 
 

   
 

 2

2 2

ˆ ˆ1 1
ˆ 0,

rd u du
u

r dr rdr r

 
 

          (4) 

 

где θ – скачок температуры. 

Решение (4) представляется в виде 
 

       1
1 2

ˆ .ru c r c r r
   

                  (5) 

 

Произвольные константы 
   
1 2,c c
 

 опреде-

ляются из граничных условий, которые запи-

шем в виде: 

1) на боковой поверхности внешнего ци-

линдра при r = r

 

 

 ˆ 0,
e

rr    
   * / ;
e i

r R R                (6) 
 

2) на границе внешнего и внутреннего ци-

линдров при r = 1: 

       ˆˆ ˆ ˆ ˆ; ;
i e e i

rr rru u     
 

         
1

ˆ 2 2 ;
i i e e



                  (7) 

 

3) при r = 0 перемещение 
 ˆ
i

u  должно быть 

конечным, откуда следует, что 
 

 
2 0.
i

c                                (8) 
 

Подставляя (5) в первое условие (7), закон 

Гука (2) и затем полученное выражение в (6), 

(7), получим три уравнения для нахождения 

констант 
     
1 1 2, , :
i e e

c c c  
 

       

   

   

       

    
              
     

1 1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 1

2
2 2

1

2

;

;

;

ˆ ˆ ˆ ˆ; 2 ;

ˆ ˆ1 ; 1 ;

ˆ ˆˆ ˆ2 1 ;

ˆˆ .

i e e ie

r

e e

e e

e i i e

e e

e e i i e ie i

r r r r r

e e e

r r

c c c

A c B c D

A c B c D

A B

A B r

D

D





  



    

 

 

     

    

            
  

    

   

 

Решение системы (9) записывается в виде: 
 

       1 2 1 2
1 2 1

1 2 2 2 1 1 2 2 1

2 1 2 2 1

; ; ,

; ;

.

e e i ie

rc c c

A B A B D B D B

A D A D



    
     
  

     

  

  (10) 

 

Подставляя (10) в (5) и затем в (2), получим 

выражения для напряжений в композитном ци-

линдре, боковая поверхность которого подвер-

гается скачку температуры и свободна от сило-

вых нагрузок. 

2. Упругопластическое установившееся 

состояние во внешнем цилиндре после рез-

кого изменения температуры. При резком 

изменении температуры среды, в которой нахо- 

дится цилиндр, пластическое состояние может 

возникнуть, если выполняется условие пла-

стичности 
 

       
0
ˆˆ ˆ ˆ2sig ,

e e e e

rr rrn Y                 (11) 
 

где 
 ˆsig
e

rr  – функция знака 
   

0
ˆˆ ;

e e

rr Y  – предел 

пластичности материала внешнего цилиндра. 

(9) 
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Так как изменяется температура внешней 

среды, в которой находится цилиндр, то пла-

стическое состояние при выполнении усло- 

вия (11) реализуется на внешней поверхности 

при *.r r  Однако вследствие того, что эта по-

верхность свободна от силовых нагрузок, 

должна происходить разгрузка, и таким обра-

зом пластичность будет развиваться на внут-

ренней границе внешнего цилиндра, где кон-

центрация напряжений максимальная. Если 

жесткость и предел пластичности внутреннего 

цилиндра не превосходят жесткости и предела 

пластичности внешнего, то во внутреннем ци-

линдре может возникнуть пластическое состоя-

ние. На практике часто внутренний цилиндр 

играет роль упрочняющего элемента, поэтому 

рассмотрим сначала случай, когда жесткость и 

предел пластичности внутреннего цилиндра 

значительно больше жесткости и предела пла-

стичности внешнего. Тогда пластическое со-

стояние, которое возникает в стационарном 

случае, можно рассматривать как результат 

действия давления 
 ˆ (1),
e

rr  приложенного на 

внутренней границе r = 1. Известно [6], что 

предел пластичности не остается постоянным,  

а может изменяться: уменьшаться вследствие 

термического разупрочнения (размягчения) или 

повышаться вследствие деформационного 

упрочнения [6]. Однако в первом приближении 

будем считать, что предел пластичности оста-

ется неизменным. 

Пластическое состояние в рассматриваемом 

случае является статически определимым [5–7], 

т. е. для его нахождения достаточно воспользо-

ваться уравнением равновесия (3) и условием 

пластичности (11), в котором для определенно-

сти положим 
 ˆ 0.
e

rr   

Подставляя (11) в (3), получим 
 

   
0
ˆˆ

0.

ee

rr Yd

dr r


                      (12) 

 

Интегрируя (12), находим 
 

     
0
ˆˆ ln .

e e e

rr Y r c                     (13) 
 

Так как в рассматриваемой модели на 

внешней границе при *r r  имеем 
 ˆ 0,
e

rr   то 

пластическое состояние реализуется в зоне, 

прилегающей к внутренней границе r = 1, на 

которой задано давление 
 ˆ (1),
i

rr  полученное 

при решении термоупругой задачи. Исходя из 

того, что напряжения 
 ˆ
e

rr  в пластической зоне 

определяются формулой (13) с точностью до 

константы, определим ее из условия 
 

   ˆ ˆ(1) (1).
e i

rr rr                       (14) 
 

Тогда 
   ˆ (1),
e i

rrc    а выражения для напря-

жений в пластической зоне имеют вид: 
 

     

       

0

0 0

ˆˆ ˆ2 ln (1);

ˆ ˆˆ ˆ2 ln (1) 2 .

e e i

rr rr

e e i e

rr

Y r

Y r Y

  

   

        (15) 

 

Известно, что перемещения и деформации 

для статически определимых задач  можно 

найти различными способами, используя пред-

положение о несжимаемости [4, 5] или ассоци-

ированные законы течения [5, 7]. 

Рассмотрим соотношения Генки [5]: 
 

 
 

       

 
 

       

0

0

ˆ ˆ ˆˆˆ ;

ˆ ˆ ˆˆˆ ;

e
e e e e e

rr

e
e e e e e

du
e Y K

dr

u
e Y K

dr


    

    

       (16) 

 
 

 
        

11 2 ˆ; 2 ,

e
e e e e e

e
K K K

E

 
      

 

где 
 
 ˆ
e

r
  – функция, удовлетворяющая уравне-

нию 
 

 
 ˆˆ 2 2

ˆ 0.

e e
ed K

dr r r


                (17) 

 

Интегрируя (17), получим 
 

   
 
2

2
ˆˆ .

e
e e c

K
r

                       (18) 

 

Константа интегрирования 
 
2

e
с  может быть 

найдена из следующих условий. Так как пла-

стическая зона прилегает к внутренней границе 

r = 1, а ее внешняя граница 
 

1

e
r  располагается  

в интервале 
 

11 ,
e

r r   то произвольная кон-

станта интегрирования 
 
2

e
c  может быть опре-
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делена из условий, заданных на границе пла-

стической и упругой зон во внешнем цилиндре, 

а именно непрерывности смещений 
 

 
      

    1 1 ,
e ee e

p e
u r u r                  (19) 

 

где нижний индекс «р» означает пластичность, 

«е» – упругость. 

Условием непрерывного перехода пласти-

ческого состояния в упругое является также [5] 
 

    1

1
ˆ .

ˆ2

e

e
r

G
                       (20) 

 

Условия (18), (19) будут выполнены, если 
 

   
 

 
2 1

1 ˆ .
ˆ2

e e e

e
c r K

G

 
  

 
              (21) 

 

Во внешнем цилиндре вследствие пластиче-

ских деформаций после снятия нагрузки воз-

никнут остаточные напряжения, распределение 

которых описывается формулами, представля-

ющими собой разность между выражениями (2) 

и (14) в зоне 
 

11 ,
e

r r   а для 
 

1

e
r r  напряже-

ния определяются формулами (2). На рис. 1 

изображено распределение напряжений 
 ˆ ,
e

rr  

 ˆ
e

  (сплошные линии) и остаточных напряже-

ний 
 ˆ
r

  (пунктир). 





(e)
(1)

(p )
 -(i)

(1)

(e)
rr (1)

(e)
rr , (e)





(e)


(r)


(e)
rr

r (e)
1

r
*

r

 

Рис. 1. Распределение напряжений 
 ˆ ,
e

rr  
 ˆ
e
   

и остаточных напряжений 
 ˆ
r
  во внешнем цилиндре [5] 

 

3. Упругопластическое деформирование в 

соосных цилиндрических телах. Рассмотрим 

длинный цилиндр, состоящий из двух жестко 

скрепленных соосных цилиндров с разными 

физико-механическими свойствами, так, что 

жесткость и предел пластичности внутреннего 

цилиндра не превосходят жесткость и предел 

пластичности внешнего. 

Композитный цилиндр находится в среде, 

температура которой резко падает так, что в 

установившемся состоянии выполняется усло-

вие пластичности во внутреннем и внешнем 

цилиндрах 
 

     
0
ˆˆ ˆ ( , ).rr Y i e

  

                 (22) 

 

В пластических зонах внешнего и внутрен-

него цилиндров, прилегающих к внутренней 

границе контакта r = 1, выполняется уравнение 

равновесия 
 

     ˆ ˆˆ
0.

rrrrd

dr r

 
 

                 (23) 

 

Интегрируя (23), получим: 
 

     

   

0 1

0

ˆˆ 2 ln ;

ˆˆ ˆ 2 .

rr

rr

Y r c

Y

  

 



  

   

               (24) 

 

Константы 
   1 ,c i e


   могут быть опре-

делены из граничных условий. На границе кон-

такта цилиндров при r = 1 выполняются усло-

вия равенства напряжений (24) и перемещений: 
 

 
       ˆ ˆ ; ;
i e i e

rr rr u u       

  
1

( ) ( ) ( ) ( )2 2i i e e


         при r = 1.    (25) 

 

Из (25) следует 
 

   
1 1 .
i e

c c                           (26) 
 

Для нахождения деформаций в пластиче-

ских зонах используем соотношения Генки [5], 

которые имеют вид: 
 

 
 

       

 
 

       

0

0

ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ;

ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ .

rr

du
e Y K

dr

u
e Y K

r


    


    



    

    

     (27) 

 

Используя условие сплошности [5], запишем 
 

     ˆ ˆ ˆ
0.

rrde e e

dr r

  

  
                  (28) 
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Подставляя (27) в (28), получим 
 

   ˆˆ 2 2
ˆ 0.

d K

dr r r

 


                 (29) 

 

Интегрируя (29), находим 
 

   
 
2

2
ˆˆ ,

c
K

r


 

                      (30) 

 

где произвольные константы 
 
2c


 определяются 

на границах упругих и пластических зон во 

внешнем 
 
2

e
r r  и внутреннем 

 
2

i
r r  цилин-

драх. Так как границы 
 

2

e
r  и 

 
2

i
r  неизвестны, 

необходимо задать условия, которые бы позво-

лили определить их. 

Перемещения при переходе через 
 
2

i
r r   

и 
 
2

e
r r  должны быть непрерывны и 

  
   

2

ˆ 1/ 2 ,
r

G


 
    

= 1/2G
()

, что позволяет получить 
 

   
 

 
2

2 2

1 ˆ .
ˆ2

c r K
G

  



 
  

 
            (31) 

 

Используя (26), получим выражение для 

границ 
 

2r


 между упругой и пластической зо-

нами во внутреннем и внешнем цилиндрах 
 

 
   

   

2
2

2

ˆ2
.

ˆˆ1 2

c G
r

K G

 


 



                 (32) 

 

4. Численные примеры решения задач  

о распределении напряжений в композитных 

цилиндрах. Рассмотрим две модели композит-

ных цилиндров. В первом случае модель пред-

ставляет собой два цилиндра. Внутренний ци-

линдр имеет сердечник, в четыре раза более 

жесткий, чем внешний, коэффициенты теп- 

лопроводности внутреннего цилиндра меньше 

коэффициентов теплопроводности внешнего  

в четыре раза, предел пластичности внешнего 

цилиндра в пять раз меньше предела плас- 

тичности внутреннего, скачок температуры  

600 °С, радиусы внутреннего и внешнего ци-

линдров относятся как 1:2 при различных зна-

чениях параметра 
 

* 2

*

.
1

e
r r

r


 


 

Зависимость радиального напряжения ˆ
rr  

от радиуса r показана на рис. 2. 
 




  









rr*10
-3






r

 
 

Рис. 2. Зависимость радиального напряжения ˆ rr   

от радиуса r для первой модели при:  

1 – η = 1,0; 2 – 0,5; 3 – 0,8 (пунктир) [6] 

 

Зависимость окружных напряжений 
 ˆ


  от 

радиуса r представлена на рис. 3. 
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




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

*10



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 r

 
 

Рис. 3. Зависимость окружных напряжений ˆ    

от радиуса r при: 1 – η = 0; 2 – 0,5; 3 – 0,9 (пунктир) [6] 

 

Рассмотрим второй случай, когда внутрен-

ний цилиндр имеет коэффициенты жесткости в 

три раза и предел пластичности в семь раз 

меньше, чем внешний цилиндр, коэффициенты 

теплопроводности обоих цилиндров равны. 

Скачок температуры 600 °С. Радиусы внутрен-

него и внешнего цилиндров относятся как 1:2, 

значения параметра  брали те же, что и в  

первой модели. Распределение радиального 

напряжения в зависимости от радиуса r при 

различных значениях параметра η показано  

на рис. 4. 

Зависимость окружных напряжений для 

второй модели при тех же значениях парамет-

ров η, что и для радиальных напряжений, изоб-

ражена на рис. 5. 

 3ˆ 10rr
   

 3ˆ 10
   
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Рис. 4. Зависимость радиального напряжения ˆ rr   

от радиуса r при: 1 – η = 0; 2 – 0,5; 3 – 0,9 (пунктир) [6] 
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Рис. 5. Зависимость окружных напряжений  

от радиуса r при: 1 – η = 0; 2 – 0,5; 3 – 0,9 (пунктир) [6] 

 

Из рассмотренного следует, что для модели 

двухслойного цилиндра, у которого модули 

упругости и предел пластичности внутреннего 

цилиндра больше, чем у внешнего, что соответ-

ствует композитам, упрочненным волокнами, 

упругопластическое состояние при резком из-

менении температуры наступает только во 

внешнем цилиндре, причем пластическая зона в 

случае, когда внешняя граница свободна от си-

ловой нагрузки, примыкает к границе, по кото-

рой жестко связаны два цилиндра. 

В случае, когда модули упругости и предел 

пластичности внешнего цилиндра не меньше, 

чем у внутреннего, пластическое состояние при 

резком изменении температуры возникает во 

внешнем и внутреннем цилиндрах в зонах, 

примыкающих к внутренней границе, по кото-

рой граничат цилиндры. 

Решение задач получено в безразмерном 

виде при заданных соотношениях между жест-

костями, пределами пластичности, коэффици-

ентами теплопроводности внутреннего и внеш-

него цилиндров. Применительно к конкретным 

материалам эти результаты близки с компози-

тами, у которых внешний цилиндр Al, а внут-

ренний – в первом случае SiC, а во втором – 

графит [6]. 

 
В Ы В О Д Ы 

 

1. Получено распределение термоупругих 

напряжений в композите типа цилиндр в ци-

линдре в случае, когда среда, в которой нахо-

дится композит, резко меняет температуру, по-

сле чего устанавливается стационарное состоя-

ние. Теплопроводность материала обладает 

цилиндрической анизотропией. 

2. В случае когда жесткость, предел пла-

стичности внутреннего цилиндра значительно 

больше, чем внешнего, а коэффициенты теп- 

лопроводности равны и для внешнего цилинд- 

ра выполняется условие пластичности, поля 

напряжений для стационарного состояния ста-

тически определены. Получено распределение 

остаточных напряжений после температурной 

разгрузки во внешнем цилиндре. 

3. Для модели композита, у которого жест-

кость и пластичность внутреннего цилиндра не 

превосходят соответствующих параметров внеш-

него, пластические зоны возникают в окрестно-

сти границы между цилиндрическими телами 

как во внутреннем, так и во внешнем цилин-

драх. В узком приграничном слое во внутрен-

нем и внешнем цилиндрах возникают пласти-

ческие напряжения, знак которых изменяется в 

этой зоне. 

4. Рассмотренная модель пластического де-

формирования композита типа цилиндр в ци-

линдрическом теле может быть использова- 

на при разработке топливных элементов для 

АЭС [8] с учетом того, что при аварийных си-

туациях резкое охлаждение твэлов приводит к 

их растрескиванию и хрупкому разрушению. 

Создание элементов, пластически деформиру-

ющихся при резкой смене температуры, позво-

лит избежать попадания фрагментов разрушен-

ных твэлов в среду охлаждения и окружающую 

среду. 
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Исследовано влияние режимов лазерной обработки газотермических покрытий из порошков на же-

лезной основе после оплавления с модифицирующими обмазками на их микротвердость и микрострук-

туру и пористость. Выявлены условия получения покрытий с наиболее равномерным распределением 

легирующих веществ. Изучены характеристики изменения пористости покрытия системы FeCrBSi от 

скорости движения, диаметра и температуры пятна лазерного луча.  
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