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Интегралы с известной плотностью: 
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а также интегральные уравнения, содержащие 
такие операторы, встречаются в решениях важ-
ных задач из разных разделов механики, физи-
ки и математической физики (например, [1, 2]  
и библиографии в них). 

Полученные в данной статье квадратурные 
формулы для интегралов (1)–(3) имеют неотри-
цательные коэффициенты, сравнительно про-
сты, устойчивы и позволяют оценивать по-
грешность вычислений. 

1. Преобразуем интегралы (1), (2) и опреде-
лим аппроксимацию плотностей этих интег- 
ралов: 
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Зададим на отрезке ]1,1[−  систему точек 
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и аппроксимацию плотности f(x) на этом отрез-
ке определим формулой 
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Очевидно, что если функция f(x) непрерыв-
на на отрезке [–1; 1], то 
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непрерывности функции f(x). 
Если же f(x) – непрерывно дифференцируе-

мая функция на этом отрезке, то с помощью 
формулы Тейлора легко установить, что 
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2. Подставив в выражение (4) для );(1 xfJ  
вместо плотности f(x) ее приближения (6), по-
лучим квадратурную формулу 
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в которой коэффициенты 
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Очевидно, что все )(xAk  неотрицательны 
для всех х ∈ [–1; 1]. 

Вычисляя интегралы в правой части равен-
ства (10), находим 
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Оценим погрешность квадратурной форму-
лы (9). 

Теорема 1. Если плотность интеграла 
1 ;J ( f x )  непрерывна на отрезке [–1; 1], то 

имеет место равномерная по х ∈ [–1; 1] оценка 
погрешности 
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Если же плотность f(x) – непрерывно диф-
ференцируемая функция на этом отрезке, то 
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Доказательство: 
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четной функцией, положим 10 ≤≤ x  и преоб-
разуем этот интеграл 
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После исследования функции 
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находим, что 
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Из соотношений (13), (14) и неравенств (7), 
(8) вытекают оценки (11), (12). 

3. Заменим плотность f(x) в представлении 
интеграла ),(2 xfJ  (5) по формуле (6). В ре-
зультате получим квадратурную формулу для 
этого интеграла 
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Снова замечаем, что все )(xAk  неотрица-
тельны для всех [ ]1, 1 .x∈ −  

Вычислим коэффициенты (16). Имеем по-
следовательно: 

;
1

2

2

2
+−

+

−

η−η=
−

∫ kk

hx

hx

k

k
t

dt                (17) 

 

=ση−σ=
−

−− ∫∫
+

−

η

η

+

−

k

k

k

k

d
t

dtxt

hx

hx

coscosln
1

ln
2

2

2
 

2 2

2 2

( ) ln 2 2 ln sin 2 ln sin .

k k

k k

k k d d

+ +

− −

η +η η −η

+ −

η +η η −η

= η − η + τ τ + τ τ∫ ∫  

 

(18) 



 

 

Математика 
 

 

49 Наука 
   Science & Technique 
техника, № 3, 2012  и 

Обращаясь к формуле разложения логариф-
ма в ряд по косинусам и пользуясь равенствами 
(17), (18), после простых преобразований 
найдем, что 
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также, что )(2 θN  связана с функцией Лобачев-
ского [4] 
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Получим теперь неравенства для оценки по-
грешности квадратурной формулы (15) 
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С помощью неравенств (7), (8), (19) и из-
вестной оценки [5] 
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легко доказывается следующее утверждение. 
Теорема 2. Пусть плотность интеграла 

),(2 xfJ  непрерывна на отрезке [ ]1, 1 ,−  тогда 
имеет  место  следующая,  равномерная по х ∈  
∈[ ]1, 1 ,−  оценка погрешности квадратурной 
формулы (15): 
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если же )(xf  – непрерывно дифференцируемая 
функция на этом отрезке, то 
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и приблизим плотность интеграла );( ϕfJ  на 
этом отрезке по формуле 
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Получается следующая квадратурная фор-
мула: 
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Из представления (21) для коэффициентов 

видно, что все они неотрицательны для всех 
[ ], .ϕ∈ −π π  

Для вычисления интегралов в (21) восполь-
зуемся разложением логарифма в ряд по коси-
нусам 
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Теперь после простых преобразований для 
коэффициентов )(ϕkA  получается единая фор-
мула 

2

2

1( ) ln 2
2

,
2

k k

k

hA h N

hN

  ϕ = + ϕ−ϕ + − π  

 − ϕ − ϕ −  

 

 

где функция )(2 θN  определена выше в п. 3. 
Займемся оценкой погрешности квадратур-

ной формулы (20). Очевидно, что в случае не-
прерывности плотности )(ϕf  на отрезке [–π, π] 
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Сравнивая )(ϕJ  и ),(~
ϕJ  получаем 

 

( ) ( ) ( ; ) ( ; )J J J f J fϕ − ϕ = ϕ − ϕ =

 1 ( ) ( ) ln sin
2

f f d
π

−π

τ − ϕ = τ − τ τ ≤ π ∫
     (24) 

[ ],

1max ( ) ( ) ln sin .
2

f f d
π

ϕ∈ −π π
−π

τ − ϕ
≤ τ − τ τ

π ∫
  

 

Замечаем, что 
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Из неравенств и соотношений (22)–(25) вы-
текает следующее. 

Теорема 3. В случае непрерывности плот-
ности интеграла );( ϕfJ  на отрезке [ , ]−π π  

[ ]( ) ( ) 2ln 2 ( ; ), , .J J f hϕ − ϕ ≤ ω ϕ∈ −π π  
 

Если же плотность )(ϕf  – непрерывно 
дифференцируемая функция на этом отрезке, 
то равномерно по [ ]ππ−∈ϕ ,  
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5. В качестве примера возьмем интеграл 
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Нетрудно получить для него точное равен-
ство 
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Результаты численного эксперимента по 
точной формуле и с помощью квадратурной 
формулы (20) приводим в табл. 1. 

 
Таблица 1 

 

ϕ 
Число верных  
знаков (п = 10) 

Число верных  
знаков (п = 50) 

π/12 2 3 
π/4 2 4 

 
В Ы В О Д 

 
Для интегралов с логарифмической особен-

ностью специального вида получены квадра-
турные формулы с неотрицательными коэффи-
циентами. Равномерные оценки погрешностей 
приближенных формул позволяют вычислять 
такие интегралы с заданной точностью. 
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