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Реферат. Статья посвящена задаче обоснования различных методов повышения точности определения параметров 
движения наземного объекта (НО) с помощью аппаратуры, установленной на борту беспилотного летательного аппа-
рата (БЛА), основанных на комплексном использовании информации, поступающей как с бортовых систем видеона-
блюдения, так и основанной на рассмотрении априорных стохастических математических моделей движения НО.  
На основе анализа математических моделей бортовых систем видеонаблюдения обоснован общий вид стохасти- 
ческой математической модели измерителя параметров движения НО. Сделано обоснование стохастической динами-
ческой математической модели изменения параметров движения НО, основанной на возможности априорного полу-
чения экспериментальных данных о движении НО в типовых условиях с последующей статистической обработкой 
полученных результатов. Проведено сведение прикладной задачи слежения за НО к ее классической постановке  
с различными вариантами представления в математической форме. Рассмотрены различные варианты решения зада-
чи оценивания параметров движения НО в зависимости от ее постановки при наличии измерений. Приведены раз-
личные полученные аналитически решения данной задачи, основанные на соответствующих обоснованных критери-
ях качества. В соответствии с этими критериями приведены алгоритмы комплексной обработки априорной и апостериор-
ной информации о движении НО. Проведена оценка возможных ошибок оценивания параметров движения НО, 
вызванных методически неправильной постановкой задачи. Разработана компьютерная модель, на основе которой прове-
дено исследование полученных аналитическими методами алгоритмов обработки на борту БЛА информации о парамет-
рах движения НО. Приведенные графические зависимости наглядно показывают качественные и количественные измене-
ния оцениваемых параметров и возможных ошибок оценивания в различных условиях. Полученные результаты предо-
ставляют исследователям возможность на этапе предварительного проектирования бортовых систем БЛА обосновывать 
некоторые основные требования к элементам беспилотного авиационного комплекса, выполняющим задачи управления 
БЛА и формирования оптимальной траектории его полета при сопровождении НО. 
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Abstract. The article is dedicated to the problem of substantiating  various methods for increasing the accuracy of determi-
ning the parameters of ground object (GO) motion using equipment installed on board of an unmanned aerial vehicle (UAV), 
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based on the integrated use of information coming from both on-board video surveillance systems and information based  
on the consideration of a priori stochastic mathematical models of GO motion. Based on the analysis of mathematical models 
of on-board video surveillance systems, a general form of the stochastic mathematical model of the GO motion parameter 
measurer is substantiated. A stochastic dynamic mathematical model of changing GO motion parameters is substantiated, 
based on the possibility of  a priori obtaining experimental data on GO motion under typical conditions with subsequent stati- 
stical processing of the obtained results. The applied problem of GO tracking was reduced to its classical formulation with 
various options for representing it in mathematical form. Various options for solving the problem of estimating GO motion 
parameters are considered depending on its formulation in the presence of measurements. A number of analytically obtained 
solutions to this problem are presented, based on the corresponding substantiated quality criteria. In accordance with these 
criteria, the corresponding algorithms for the complex processing of a priori and a posteriori information on the motion of  
the GO are presented. An assessment of possible errors in estimating the parameters of the GO motion caused by a methodo-
logically incorrect formulation of the problem has been carried out. A computer model has been developed, on the basis  
of which a study of the algorithms for processing information on the parameters of the GO motion on board the UAV obtained 
by analytical methods hs been carried out. The given graphical dependencies clearly show the qualitative and quantitative 
changes in the estimated parameters and possible estimation errors in various conditions. The obtained results provide re-
searchers with the opportunity, at the stage of preliminary design of on-board UAV systems to justify some basic require-
ments for the elements of the unmanned aircraft complex that perform the tasks of controlling the UAV and forming the opti-
mal trajectory of its flight when tracking the GO. 
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Введение 
 

Среди различных известных задач, решае-
мых беспилотными летательными аппарата- 
ми (БЛА), следует выделить задачу слежения за 
движущимися наземными объектами (НО) с 
помощью аппаратуры, установленной на бор- 
ту БЛА. Эта задача имеет в настоящее время 
широкое распространение как в военной сфере, 
так и в других областях (например, наблюдение 
с помощью БЛА за перемещением животных). 
При этом система (аппаратура) наблюдения 
(видеокамера), установленная на борту БЛА,  
в ряде случаев не обладает достаточной точно-
стью при слежении за НО, имеющим на фоне 
окружающей земной поверхности слабую за-
метность при движении по траектории, которая 
может изменяться случайным образом. 

От точности определения координат НО за-
висят формирование закона управления и ха-
рактер траектории автоматически управляемо- 
го БЛА, сопровождающего НО [1]. Успешное 
решение этой задачи в первую очередь зависит 
от технических возможностей аппаратуры, 
установленной на БЛА, способности ее распо-
знавать НО и следить за ним на фоне земной 
поверхности с учетом сложных условий наблю- 
дения: атмосферных осадков, слабой освещен-
ности и других факторов. Такая оптико-элект- 
ронная аппаратура является дорогостоящей да-
же по сравнению со стоимостью самого БЛА  

и его автопилота, поэтому требуется обеспече-
ние безопасных условий ее применения с по-
мощью беспилотного авиационного комплекса. 
В то же время установленные на борту БЛА 
современные недорогие миниатюрные инфор-
мационные системы обладают большими воз-
можностями по обработке текущей информа-
ции, поступающей из различных источников  
в аппаратуру БЛА, с учетом имеющихся апри-
орных данных, характеризующих закономерно-
сти движения НО, возможные ошибки измери-
телей, другую информацию. Это предоставляет 
возможность при комплексном использовании 
на борту БЛА априорной и апостериорной (по-
лученной путем измерений) информации повы-
сить точность определения координат движу-
щегося наземного объекта и повысить эффек-
тивность применения БЛА при сопровожде- 
нии НО. 

 
Математическая модель  
процесса оценивания параметров  
движения НО 
 

Математические модели систем видеона-
блюдения достаточно изучены и исследова- 
ны [2–4]. Точность измерения положения по-
движного объекта на земной поверхности (каж- 
дая из его прямоугольных координат) опреде-
ляется техническими возможностями бортовых 
видеосистем в конкретных условиях применения. 
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Ошибки этих систем зависят от многих факторов, 
имеющих различную физическую природу и, как 
правило, случайную составляющую. 

С учетом возможных приближений и допу-
щений применительно к каждой конкретной 
задаче математическая модель вектора наблю-
дений Z(t) за координатами НО X(t) представ-
ляется в следующем виде: 

 
 

     , ,Z t C X t t                      (1) 
 

 

где С(X, t) – нелинейная функция; η(t) – слу-
чайная функция, характеризующая ошибки из-
мерений («цветной шум»). 

Математическая модель оцениваемого про-
цесса X(t) может быть получена на основе 
априорных многократных наблюдений за пове-
дением типового наземного объекта (например, 
животного), который движется по случайной 
траектории, имеющей свои закономерности, 
обусловленные целевой установкой поведения 
НО, его скоростными и маневренными воз-
можностями. Путем статистической обработки 
результатов априорных измерений, полученных 
в течение ограниченного интервала времени 
(считаем, что все полученные эксперименталь-
но реализации возможных траекторий движе-
ния НО находятся в каждый текущий момент 
времени внутри интервала 6σ, σ – среднее 
квадратичное отклонение), можно построить 
стохастическую динамическую модель измене-
ния координаты перемещения НО по земной 
поверхности. Пример решения подобной зада-
чи приведен в [5]. 

Разработанная таким образом математиче-
ская модель изменения траектории движе- 
ния НО может быть использована для корреля-
ционного анализа или для кратковременного 
прогноза движения НО при отсутствии теку-
щих измерений. 

Априорная математическая модель оцени-
ваемого процесса имеет вид 

 
 

1( ) φ ( , , ) μ( ),X t X U t t


    0 0( ) ,X t X      (2) 
 

 

где φ1(X, U, t) – векторная функция; U(t) – век-
тор управлений; μ(t) – случайная функция,  
характеризующая неопределенности, оказыва-
ющие влияние на эволюцию X(t), в виде апри-
орных методических ошибок (неопределенно-

стей) описания математической модели про-
цесса X(t). 

Путем расширения вектора состояния X =  
= [X1, X2]

T математическую модель процес- 
са X(t) можно преобразовать к виду [6]: 

 
 

 ( ) φ( , , ) ξ( ),X t X U t t


  , 0 0( ) ,X t X      (3) 
 
 

где ξ(t) – вектор белых шумов (возмущений)  
с матрицей интенсивностей G(t); 

 
 

1

2 1 2

φ ( , , );
φ( , , )

φ ( , , );

X U t
X U t

X X t

 
  
 

  
2

0
ξ( ) ;

ξ
t

 
  
 

 

 

2 2 2 2( ) φ ( , ) ξ ( ).X t X t t


   
 
 

Аналогичным образом путем расширения 
вектора состояния при инерционном измерите-
ле математические модели измеряемого (оце-
ниваемого) процесса X(t) и измерителя Z(t) мо-
гут быть сведены к классической форме. С уче-
том линеаризации нелинейных функций 
модели измерителя Z(t) и процесса X(t) имеют 
вид [6, 7]: 

 
 

( ) ( ) ( ) ζ( );Z t C t X t t                        (4) 
 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( );X t D t X t W t U t H t t


     
 

0 0( ) ,X t X                                (5) 
 

 

где С(t), D(t), W(t), H(t) – матрицы коэффициен-
тов; ζ( )t – вектор белого шума с матрицей ин-

тенсивности Q(t). 
Обоснованность рассмотрения в математи-

ческих моделях (4)–(5) аддитивных белых шу-
мов основана на ограниченности полосы про-
пускания Δω входных сигналов аппаратуры, 
установленной на борту БЛА, что при опреде-
ленных условиях дает возможность рассматри-
вать в пределах Δω значения спектральной 
плотности случайного входного сигнала Sz(ω), 
равной постоянному значению, зависящему  
от Q(t). Следовательно, это позволяет при ма-
тематическом моделировании измерителя слу-
чайного сигнала Z(t) рассматривать постоян-
ную Sz(ω) во всем возможном диапазоне частот 
от –∞ до ∞, что свойственно белому шуму (бес-
конечный спектр). 

Таким образом, с точки зрения математи- 
ческой статистики имеем задачу обработки 



Информатика 
 

 

 346 Наука 
техника. Т. 24, № 5 (2025)и 

   Science and Technique. V. 24, No 5 (2025) 

данных измерений (наблюдений) с целью 
уменьшения влияния случайных факторов 
(ошибок) [6]. 

 

Оптимальное оценивание  
случайного процесса 
 

Точное решение задачи оптимального оце-
нивания получается только для случаев, когда 
математические модели измерителя и процесса 
заданы в линейной форме. Для нелинейных си-
стем применяют различные методы линеариза-
ции [6, 7]. 

Для получения оптимальной (наилучшей из 

возможных) оценки ˆ ( )X t  случайного процес- 

са X(t) при наличии измерений Z(t) задается 
критерий оптимизации, как правило, в виде 
среднего квадрата ошибки оценивания 

 
 

 2

M ( ) ( ) min,X t X t
 

                  (6) 
 
 

где M[…] – символ операции математического 
ожидания (осреднения). 

Используя интегральное уравнение Винера–
Хопфа [7], связывающее корреляционные функ- 
ции входного и выходного сигналов через ве-
совую (импульсную) функцию системы (филь-
тра) для измерителя и процесса, описываемых 
выражениями (4)–(5), получают алгоритм оп-
тимального оценивания, называемый фильтром 
Калмана (Калмана–Бьюси) вида [8] 

 

1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( )[ ( ) ( ) ( )],T

X t D t X t W t U t

R t C t t Z t C t X tQ

  

 


 

 0 0
ˆ ( ) [ ]X t M X ,                         (7) 

 

где R(t) – апостериорная корреляционная мат-
рица ошибок оценивания, векторное диффе-
ренциальное уравнение для которой имеет вид 

 

 

         
               1 ,

T

T T

t D t R t R t D t

H t G t H t R t C t Q t C t R t

R




  

 
 

 

 0 0.R t R                                (8) 
 

В большинстве практических задач оцени-
ваемый случайный процесс подчиняется гаус-
совому (нормальному) распределению на осно-
вании центральной предельной теоремы теории 
вероятностей. В этом случае в качестве крите-
рия оптимизации может рассматриваться мак-

симум апостериорной плотности вероятно- 

сти ˆ ( , ).f X t  При этом в качестве оптимальной 

оценки вектора состояния ˆ ( )X t  принимают та-

кое ее значение, при котором условная плот-
ность вероятности ( | )f X Z  имеет максималь-

ное значение (критерий МАВ): 
 
 

MАВ
ˆˆ ( ) argmax ( , )

argmax ( ).
X

X

X t f X t

f X Z

 


              (9) 

 

 

Эволюция функции ( | )f X Z  для моделей 

процесса и измерителя (4)–(5) описывается 
уравнением Стратоновича – Кушнера для апо-
стериорной плотности вероятности [7] 

 
 

ˆ( , )
ˆ ( , )

1 ˆ ˆˆ ˆρ( , , ) ρ( , , ) ( , ) ( , ),
2

T

x

f X t
X t

t

X Z t X Z t f X t dX f X t





   


 

  
 




(10) 

 

где 

 
ˆˆ ( , ) ( , ) ( , )

1 ˆ ;( ( , ) ( , )
2

T
T T
x

X t A X t f X t

X t f X tB

  

 
.            (11) 

 
 

x – векторный оператор дифференцирования, 
который имеет вид: T

x   [∂/∂x1 … ∂/∂xn];  

n – размерность вектора X(t); ˆρ( , , )X Z t  – 

функция невязки, вычисляемая по формуле 
 
 

1

ˆρ( , , )

ˆ ˆ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( , ) .
T

X Z t

Z t C X t t Z t C X tQ



        
  (12) 

 
 

Подставив в выражения (10)–(12) фор- 
мулу для гауссовой плотности вероятно- 
сти ( | )f X Z и используя известные интеграль-

ные формулы теории вероятностей для опре- 
деления математического ожидания и корре- 
ляционной функции, получаем выражения для 

оптимальной оценки ˆ ( ).X t  В работе [9] приве-

дены эти выражения, которые имеют такой же 
вид (7)–(8), как и для критерия оптимизации (6). 

Фильтр Калмана производит апостериор-
ную оценку процесса X(t) (формула (7)) и апо-
стериорный корреляционный анализ математи-
ческих моделей процесса X(t) и измерителя Z(t). 
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В общем случае фильтр Калмана дает возмож-
ность уменьшить влияние шумов измерителя 
путем учета (прогноза) эволюции оцениваемого 
процесса X(t) в условиях, когда шумы измери-
теля ζ( )t  существенно преобладают над шума-

ми ξ( )t  математической модели процесса X(t). 

При наличии адекватных математических 
моделей оцениваемого процесса и несколь- 
ких его измерителей в работе [10] предложен 
критерий оптимального оценивания, назван- 
ный максимумом апостериорного правдоподо-
бия (МАП): 

 

MАП
ˆ

ˆ ˆ( ) argmax ( ).
x

X t f X X           (13) 
 

Критерий (13) и полученное на основе его 
применения выражение для оптимальной оцен-
ки следует из известной формулы Байеса 

 
 

)()()()( XfXZfZfZXf  .       (14) 
 
 

При гауссовой аппроксимации условной апо-

стериорной плотности вероятности ˆ( )f X X  

в соответствии с выражениями (15)–(16) апо-
стериорные оценки процесса и его корреля- 
ционной функции в соответствии с критери- 
ем МАП для m независимых наблюдений zk(t)  

и m фильтров Калмана ( 1,k m ) вычисляются 

по формулам [10]: 
 
 

МАП

1

1ˆ ˆ ;
m

k
k

х хm


    МАП

1

1ˆ .
m

k
k

R Rm


         (15) 

 
 

Оптимальное оценивание  
при отсутствии адекватных  
математических моделей 
 
При решении практических задач опти-

мального оценивания (фильтрации) результат 
определяется тем, насколько адекватны мате-
матические модели измерителя и процесса их 
реальным физическим аналогам [11]. Необхо-
димо учитывать, что математические модели 
процессов X(t) и Z(t) могут отличаться от их 
реальных физических представлений по при-
чине их неточной структурной и параметриче-
ской идентификации, что может приводить к 
значительным методическим ошибкам филь-
трации. В работе [12] показано, как такое несо-
ответствие приводит к ошибкам оценивания 
(расхождению фильтра). 

Анализ рассмотренных выше критериев 
оценивания и соответствующих им алгоритмов 
фильтрации показывает, что при отсутствии 
адекватной математической модели процес- 
са X(t) целесообразно в качестве критерия оце-
нивания рассматривать условную плотность 
вероятности множества измерений при фикси-
рованном X(t). Такой критерий носит название 
максимума правдоподобия (МП) [6] 

 
 

MП
ˆ ( ) a rgmax ( ).

X
X t f Z X             (16) 

 
 

В соответствии с критерием (13) оптималь-
ная оценка процесса X(t) вычисляется по фор-
муле [13] 

 

 П
1

M
ˆ ( )

1
,

m

k
k

Z t
m

X t


                     (17) 

 
 

где m – количество измерителей процесса;  
zk(t) – выходной сигнал k-го измерителя. 

Для реализации алгоритма оценивания в со-
ответствии с критерием (16) необходимо иметь 
более одного измерителя при наблюдении за 
объектом. 

Для наглядной иллюстрации справедливо-
сти сделанных выше теоретических выводов и 
заключений проведем математическое модели-
рование в компьютерной среде Matlab-Simulink 
простейшего процесса фильтрации (оценива-
ния). Необходимо заметить, что при компью-
терном моделировании случайных процессов 
типа белого шума (с бесконечным спект- 
ром) следует учитывать то обстоятельство, что 
теоретически получить такой процесс с помо-
щью «датчика псевдослучайных чисел» на 
цифровом компьютере невозможно. Однако, 
несмотря на это обстоятельство, полученные 
результаты, как правило, вполне приемлемы 
при решении прикладных инженерных задач, 
позволяющих делать рад допущений и прибли-
жений по сравнению со строгими математиче-
скими выкладками [14, 15]. 

Для наглядности рассмотрим линейные од-
номерные математические модели оценивае- 
мого процесса и измерителя вида (4)–(5), в ко-
торых зададим: С(t) = 1; D(t) = –2; W(t) = 1;  
U(t) – гармоническая функция времени, H(t) = 1. 
Интенсивности белых шумов следующие: G(t) =  
= 0,0025; Q(t) = 0,001.  

На рис. 1 представлены результаты модели-
рования. 
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Рис. 1. Результаты моделирования в компьютерной среде Matlab-Simulink  
простейшего процесса фильтрации (оценивания) 

 

Fig. 1. Results of Matlab-Simulink simulation of a simple filtering (estimation) process 
 

 
ВЫВОДЫ 
 

1. При разработке алгоритмов оценива- 
ния (фильтрации) параметров движения объ- 
екта с помощью алгоритмов, основанных на 
комплексной обработке априорной и апостери-
орной информации о параметрах движения 
объекта, необходимо учитывать методические 
ошибки, возникающие при математическом 
описании оцениваемого процесса и его измери-
теля, которые обусловлены неадекватностью 
математических моделей их физическим ори-
гиналам.  

2. Задача алгоритмической (калмановской) 
фильтрации требует тщательной структурной  
и параметрической идентификации математи-
ческих моделей оцениваемого процесса и изме-
рителя. При отсутствии адекватных математи-
ческих моделей точность оценивания может 
быть повышена путем применения дополни-
тельных измерителей и их комплексированием, 
что обосновано соответствующими критериями 
оценивания. 
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