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Реферат. Разработаны алгоритмы численного решения динамических задач моделей зданий с сейсмоизолирующим 
поясом при расположении плоскости скольжения на различных уровнях. Алгоритмы учитывают нелинейное поведе-
ние конструкции, связанное с перемещениями в области скользящего слоя, и позволяют проводить моделирование  
с учетом различных параметров изоляции. Разработана компьютерная программа, реализующая предложенные алго-
ритмы. Она позволяет рассчитывать динамический отклик зданий при различных сейсмических воздействиях, учиты-
вая геометрические и механические характеристики конструкции. В программе реализованы численные методы инте-
грирования уравнений движения, что обеспечивает точность и устойчивость вычислений. Проведены расчеты моде-
лей зданий с сейсмоизоляцией при различных параметрах системы, включая высоту расположения плоскости 
скольжения, жесткость надземной части и характеристики демпфирования. Получены результаты, показывающие 
влияние этих факторов на поведение сооружения при сейсмических нагрузках. Анализ результатов показал, что рас-
положение плоскости скольжения оказывает значительное влияние на динамическую реакцию здания. В частности, 
более низкое расположение слоя скольжения способствует снижению передаваемых на надземную часть ускорений, 
что приводит к уменьшению внутренних усилий и повышению общей сейсмостойкости конструкции. Предложенные 
алгоритмы и программа могут быть использованы при проектировании зданий с сейсмоизоляцией, а также при оцен-
ке их надежности в условиях различных сейсмических воздействий. 
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Abstract. Algorithms for the numerical solution of dynamic problems of building models with a seismic-isolating belts when
the sliding plane is located at different levels have been developed. The algorithms take into account the nonlinear behavior of
the structure associated with displacements in the area of the sliding layer, and allow for modeling taking into account various
insulation parameters. A computer program implementing the proposed algorithms has been developed. It allows to calculate
the dynamic response of buildings under various seismic effects, taking into account the geometrical and mechanical charac-
teristics of the structure. The program implements numerical methods for integrating  equations of motion, which ensures the
accuracy and stability of calculations. Calculations of seismic-insulated building models with different system parameters,
including the height of the sliding plane location, stiffness of the above-ground part and damping characteristics, have been
carried out. The results showing the influence of these factors on the behavior of the structure under seismic loads have been
obtained. The analysis of the results showed that the location of the sliding plane has a significant effect on the dynamic re-
sponse of the building. In particular, the lower location of the sliding layer contributes to the reduction of accelerations trans-
mitted to the above-ground part, which leads to a decrease in internal forces and an increase in the overall seismic resistance
of the structure. The proposed algorithms and program can be used in the design of buildings with seismic insulation, as well
as in the assessment of their reliability under various seismic effects.
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coefficient
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Введение

Сейсмоизолирующие опорные конструкции 
скользящего типа за счет сил сухого трения 
обеспечивают жесткую кинематическую связь 
сооружения с колеблющимся основанием до 
тех пор, пока суммарная инерционная сила в 
системе не превысит определенного уровня – 
порога срабатывания, величина которого зави-
сит от коэффициента трения и конфигураций 
поверхностей скольжения фундамента [1–8]. 

Разработкой и исследованиями сейсмоизоля-
ции зданий и сооружений занимались Б. М. Аб-
рамов [9], А. М. Алексеев [10], Г. А. Джин-
чвелашвили [11], О. А. Савинов [12, 13] и мно-
гие другие. Вопросы сейсмоизоляции с резино-
металлическими опорами рассмотрены в работах 
А. М. Курзанова, О. В. Мкртычева, Д. Н. Ни-
зомова и др.  

Повышение сейсмической безопасности и 
снижение затрат на антисейсмические меро-
приятия возможны в случае интенсивного со-
вершенствования методов, способов и техниче-
ских средств защиты зданий и сооружений от 
сейсмических воздействий и является важной 
проблемой, решение которой имеет большое 
научно-практическое значение. 

Можно отметить, что наиболее важным 
направлением современной науки о сейсмо-
стойком строительстве становится разработка 
способов сейсмозащиты и расчетной оценки их 
эффективности на основе различных  динами-
ческих моделей систем «сооружение – изоля-
ция – фундамент – основание» с учетом харак-
тера сейсмического воздействия в форме ин-
струментальных записей землетрясений. 

Формирование расчетной модели 

Рассматривается многомассовая расчетная 
модель здания с элементами сухого трения,  
где плоскость скольжения расположена между 
массами m1 и m2. Масса m2 расположена непо-
средственно над скользящим поясом. Пред- 
полагается, что модель здания в общем ви- 
де испытывает кинематическое возмущение  
в опорной части 0 ( )z t  и действие горизонталь-

ной вибрационной нагрузки ( ),p t  приложенной 

к массе m1. Между массами m1 и m2 существует 
связь в виде сил сухого трения при смещении 
массы m2 относительно масс m1 в пределах за-
зора 1 (рис. 1а).  
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Рис. 1. Модель здания с сейсмоизолирующим поясом (а) и сила трения скольжения (b) 

Fig. 1. Model of a building with a seismic-isolating belt (а) and the sliding friction force (b) 

В момент времени, когда абсолютная вели-
чина относительного смещения при скольже-
нии 2 1| |z z  становится больше 1, но при этом 

остается меньше 2, в работу включаются упру-
гие демпферы с коэффициентом жесткости 12 .k   

Следовательно, при выполнении усло- 
вий 1 2 1 2| |z z      в уравнениях равновесия 
масс m1 и m2, помимо сил инерции ,IF  затуха- 
ния ,CF  упругости ,SF трения F12, входит сила 
упругости ограничителя FS12. Исходя из усло-
вий динамического равновесия масс m1 и m2 
при скольжении (рис. 1b) в соответствии с 
принципом Даламбера получим: 

1 1 1 12 12 ( ) 0;I C S SF F F F F p t             (1)

2 2 2 21 21 0,I C S SF F F F F               (2) 

где  1 1 1 0( );IF m z z    1 1 1;CF c z   1 11 1;SF r z    (3)

2 2 2 0( );IF m z z      2 2 2;CF c z   

2 22 2 23 3;SF r z r z            (4) 

12 21 2 1sgn( );FF F F z z       μ ;FF N

;N Mg    2 3 ... ;nM m m m            (5) 

12 21 12 2 1 1 2 1

2 1

(| | )sgn( )

sgn( );

S S

R

F F k z z z z

F z z

     

 
  (6) 

12 2 1 1(| | );RF k z z    

21 2 1;v z z    

   
21

2 1 21 21

21

1, 0;
sgn( ) sgn( ) 0, 0;

1, 0;

v
z z v v

v

   
 

       (7) 

 – коэффициент трения скольжения; N – сила 
реакции опоры; cj – 

 
коэффициенты затухания; 

FF – сила трения скольжения; M – суммарная 
масса здания; 21v  разность скоростей движе-

ния массы m1 и m2. 
Для остальных степеней свободы уравне- 

ния динамического равновесия записываются  
в виде: 

3 3 3 0;I C SF F F                 (8) 
. . . . . . . . . . . . . . . 

0.In Cn SnF F F               (9) 

Внося (3)–(7) в (1), (2), (8) и (9), получаем 
систему дифференциальных уравнений:  

1 1 1 1 11 1 21

21 1 0

sgn( )

sgn( ) ( ) ( );
F

R

m z c z r z F v

F z m z t p t

   
   

 


        (10) 

2 2 2 2 22 2 23 3 21

21 2 0

sgn( )

sgn( ) ( );
F

R

m z c z r z r z F v

F z m z t

    

  

 


  (11) 

0 2
2

( ),
n

i i i i ij j i
j

m z c z r z m z z


         

 

3, 4, ..., ;i n (12)
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21 2 1;v z z     21 2 1;z z z    

 02 21 1| | ,RF k z 

где i jr  реакция, возникающая в i-й связи ос-

новной системы метода перемещений при еди-
ничном перемещении связи j; cj – коэффициент 
затухания. 

Очевидно, что при условии 2 1 1| |z z    ре-
акция упругого ограничителя равняется нулю 

0,RF   а при условии 2 1 2| |z z    в работу 
включаются жесткие упоры и движение систе-
мы прекращается.  

Если модуль относительного смещения 

21| | 0,z   то скольжение надземных конструк-
ций относительно фундамента возможно в том 
случае, когда сумма сил, действующих на мас-
сы 2 3, , ..., ,nm m m  больше силы трения сколь-
жения [1]:  

1| | ;FF F F     (13) 

21sgn( );It It t RF F F F z     

2 2 2
3

( ) ( ) ( ) ;
n

It j j
j

F m z t m z t z t


      

( ) 2 0
3

( );
n

I t t j
j

F m m z t t


 
     
 

 

2 3( ... ) ,F nF m m m g     

где F1 – заданное минимальное значение силы 
инерции, при которой происходит скольжение 
массы m2 относительно m1. 

Применяя метод последовательной аппрок-
симации по времени (Низомов, 2000), где уско-
рение и скорость в момент времени ti опреде-
ляются по формулам: 

1 2
1 1 3 12

α
( ) ;i i i i iz z z z z  


   


        (14) 

1
1 2 1 3 1( ) ,i i i i iz z z z z  


    


         (15) 

из (10)–(12) получим систему алгебраических 
уравнений: 

*
11 1 1 1 1 1 21

21 1 0

sgn( )

sgn( ) ( ) ( );
F

R

r z m u c v F v

F z m z t p t

   
  

*
22 2 23 3 2 2 2 2 21

21 2 0

sgn( )

sgn( ) ( );
F

R

r z r z m u c v F v

F z m z t

    

  

*
32 2 33 3 34 4

3 3 3 3 3 0 2( );

r z r z r z

m u c v m z z

  

    
   (16) 

*
43 3 44 4 45 5 4 4 4 4 4 0 2( );r z r z r z m u c v m z z          

…        … 

*
, 1 1 0 2( );n n n nn n n n n n nr z r z m u c v m z z           

* 1 1
2

;j j j j j jr m c r
      

            (17) 

1 2
32

;j j j ju z z z
 

   

               (18) 

1
2 3 ;j j j jv z z z


   


               (19) 

1, 2, ..., .j n  

Если перемещения 1 , ..., nz z  в левой части 
системы (16) соответствуют моменту време- 
ни tk, то ,ju jv  ускорения и скорость массы mj 

соответствуют предыдущему моменту време- 
ни τ.kt   Этому же моменту времени соответ-
ствуют сила трения и сила упругости ограничи-
теля, входящие в правую часть первых двух 
уравнений системы (16). При этом заданные 
функции 0 ( )z t  и p(t) соответствуют моменту 
времени tk.     

В случае, когда скользящая плоскость распо-
ложена на уровне фундаментной плиты (рис. 2), 
или если предположить, что жесткости стоек 
виброплатформы (рис. 1) стремятся к беско-
нечности, уравнение динамического равнове-
сия массы 1m  (рис. 2b) представляется в виде  

1 1 1 10 01 ( ) 0,I C S SF F F F F p t           (20) 

где 1 1 0 1( );IF m z z    1 1 1;CF c z   1 11 1 12 2 ;SF r z r z    

10 1sgn( );FF F v

01 01 1 1 1 1(| | ) sgn( ) sgn( );S RF k z z F z    

μ ;FF Mg    (21) 

01 1 1(| | ),RF k z   

v1 – скорость движения массы m1.  
Уравнение (20) с учетом (21) приобретает 

вид  

1 1 1 1 11 1 12 2 1

1 1 0

sgn( )

sgn( ) ( ) ( ).
F

R

m z c z r z r z F v

F z m z t p t

    
   

 


(22)
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Рис. 2. Модель здания со скользящим поясом на уровне фундаментной плиты  

Fig. 2. Model of a building with a sliding belt аt the level of the foundation slab 

Уравнения движений остальных масс моде-
ли, представленной на рис. 2а, записываются  
в общем виде: 

, 1 1 , 1 1

0 1( );

j j j j j j j jj j j j j

j

m z c z r z r z r z

m z z

       

  

 
 

  (23) 

2, 3, ..., 1;j n   

, 1 1 0 1( ).n n n n n n n nn n nm z c z r z r z m z z           (24) 

Подставив (14) и (15) в (22)–(24), получим 
систему уравнений, которая представляется в 
виде: 

*
11 1 12 2 1 1 1 1 1 1 1 0 ( ) ( );r z r z m u c v pv pz m z t p t      

1 1sgn( );Fpv F v   1 1sgn( );Rpz F z

*
21 1 22 2 23 3 2 2 2 2 2 0 1( );r z r z r z m u c v m z z        

*
32 2 33 3 34 4 3 3 3 3 3 0 1( );r z r z r z m u c v m z z        (25) 

*
43 3 44 4 45 5 4 4 4 4 4 0 1( );r z r z r z m u c v m z z      

……………………………………………….. 
*

, 1 1 0 1( ).n n n nn n n n n n nr z r z m u c v m z z         

По известным значениям , , ,u v pv pz  в мо-

мент времени 1 ( 1)τnt n    и заданным значе- 

ниям 0 ,z p  в момент времени τ,nt n  из реше-

ния системы уравнений (25) определяются век-
тор перемещений, соответствующий моменту 
времени τ,nt n  а затем для этого же момента 

времени по формулам (14), (15) вычисляются 
скорости z  и ускорений .z  

По найденным значениям перемещений, 
скоростей и ускорений формируются векторы  
правой части с компонентами , , , ,u v pv pz  соот-

ветствующие моменту времени τ.nt n  Далее  

решается система уравнений и определяются  
перемещения, соответствующие моменту вре-
мени ( 1)τnt n   и т. д.  

Уравнения (16) и (25) можно представить  
в матричной форме: 

* ;k kR Z B   (26) 

*
1; R R R   1 1 2(κ κ ... κ );ndiagR  

2
1 1/ / ,j j jm c      (27) 

* *
1 1 1 0, ;k k k k k k      B MU CV F MZ P   (28)

1

* 1 2
1 1 3 12

;
k k k k   

 
  


U Z Z Z        (29) 

* 1
1 1 2 1 3 1;k k k k   


   


V Z Z Z          (30) 

0, 0( );k kz tZ I    1 2 ;n n k
p p p

P    (31)
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1 1, 1 2, 1;k k k   F F F     

1, 2, 3, ..., .k K  

Векторы силы трения-скольжения для мо-
делей, показанных на рис. 1, 2, соответственно 
записываются в виде:   

 1, 1 1 21 21 1
sgn( ) sgn( ) 0 0 0 ;k k

Q v v


 
  F 

  (32) 

 1, 1 2 1 1
sgn( ) 0 0 0 0 ,k k

Q v


 
  F   (33) 

где 21 2 1v v v   разность скоростей движения 

масс m2 и m1, например, если 21 0,v   то 

21sgn( ) 1.v   Из (32) следует, что на массы m2  

и m1 при других равных условиях действу- 
ют равные силы, но противоположенные по 
направлению. Сила трения в (33), соответству-
ющая модели, представленной на рис. 2, зави-
сит только от скорости движения массы m1  от-
носительно основания – 1v . Векторы силы упру-

гой реакции ограничителей для моделей, 
представленных на рис. 1 и 2, записываются в 
виде:     

 2, 1 21 21 21 1
sgn( ) sgn( ) 0 0 0 ;k k

F z z


 
 F   (34) 

 2, 1 10 1 1
sgn(z ) 0 0 0 0 ;k k

F


 
  F    (35) 

21 12 2 1 1(| | );F k z z    10 01 1 1(| | ),F k z 

где 21 2 1z z z   разность относительных 

перемещений масс m2 и m1 для модели здания, 
установленной на виброплатформе (рис. 1), при 
условии 21 1| | ;z    21 0.F   

Сила упругой реакции 10F  в (35) модели, 

представленной на рис. 2, также будет равнять-
ся нулю, если 1 1| | .z    Следовательно, в слу-

чае, когда модули z21 и z1 становятся больше 
заданной величины 1, в правой части системы 
уравнений появляется дополнительная сила.   

Векторы относительных ускорений и скоро-
стей, полученных путем последовательных ап-
проксимаций, представляются в виде:  

 1 2
1 1 3 12

;k k k k k  
 

   


U Z Z Z Z     (36) 

 1
1 2 1 3 1,k k k k k  


    


V Z Z Z Z     (37) 

1, 2, 3, ..., .k K  

Вектор полных ускорений определяется как 
сумма векторов 

0, ,k k kz W U I   (38) 

где I – единичный вектор-столбец; 0,kz 
 
уско-

рение основания, соответствующее моменту 
времени .kt  

Векторы-столбцы инерционных и упругих 
сил, а также изгибающий момент и поперечная 
сила в опорной части модели, соответствующие 
моменту времени ,kt  могут быть представлены 

так:   

;k kS MU  ;k kQ RZ  0, ;k kM  XS  0, ;k kQ  eS  

(39) 

1 2( ... )$nx x xX   (1 1 ... 1),e  

где X – вектор-строка координат точек прило-
жения сосредоточенных масс; e – единичный 
вектор-строка. 

Алгоритм (26)–(39) реализован на различ-
ных примерах по расчету модели зданий со 
скользящим поясом.   

Пример 1. Исследование свободных коле-
баний системы «виброплатформа – модель зда-
ния». Рассмотрим систему с четырьмя степеня-
ми свободы при отсутствии скольжения (рис. 3), 

где *
1 1m m  состоит из суммы двух масс – мас-

сы стола виброплатформы и массы конструк-
ции опорной части модели. Эти массы находят-
ся в состоянии «залипания». Вибростол массой 
1,223 тс2/м опирается на четыре стойки высо-
той h1 = 0,435 м, сечением 10×5 см, модуль 

упругости материала 7
1 2,1 10E   т/м2. Модель 

фрагмента каркасного здания состоит из сетки 
колонн 3 ,d d  где d = 1,5 м, и следующих дан-
ных: сечение колонн 10×10 см; сечение риге- 
лей 10×5 см; толщина плиты 4 см; высота этажей 

2 3 4 0,75h h h    м; модуль упругости материала 
6

2 0,5 10E   т/м2. Коэффициент жесткости сто- 

ек вибростола 3 5
1 1 1 14 12 / 0,13 10k E I h     т/м.  

Коэффициенты жесткости стоек модели зда- 
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ния 3 3
2 3 4 2 2 28 12 / 0,95 10 .k k k E I h       Сосредо-

точенные массы имеют следующие значения: m1 =  
*
1 1,256,m    m2 = m3 = 0,103,   4 0,096m   тс

2/м. 

Параметр затухания принят равным 0,05.   

Шаг по времени принят равным 0,002c.   

Рис. 3. Система «виброплатформа – модель здания»  

Fig. 3. The “vibration platform – building model” system 

На рис. 4 приведены графики свободных 
колебаний   системы  от  действия   мгновенного  

импульса. При этом предполагается, что все 
массы исследуемого объекта приобретают  
одинаковую начальную скорость, равную 

01 04... 0,1v v    м/с. Можно заметить, что гра-

фик колебания виброплатформы имеет простой 
затухающий гармонический характер с перио-
дом 0,063T   с. Колебания модели, напри- 

мер z4, происходят со значительно большей  
амплитудой и основным периодом свободных 
колебаний 0,128T   с. По-видимому, это объ-

ясняется тем, что рассматриваемая система  
состоит из жесткой и массивной платформы  
и относительно гибкой модели.   

На рис. 5 представлены графики изменения 
ускорений и сил инерции, полученных от дей-
ствия мгновенного импульса. Видно, что уско-
рения масс m4 и m1 незначительно отличаются 
друг от друга, но силы инерции в них значи-
тельно отличаются.  

0   0,2  0,4   0,6       t, c       0,8 

Рис. 4. Свободные колебания системы 

Fig. 4. Free oscillations of the system 

  0    0,2   0,4  0,6    t, c      0,8 

Рис. 5. Графики изменения ускорений и сил инерции в системе  

Fig. 5. Graphs of changes in accelerations and inertial forces in the system 
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Пример 2. Исследование свободных коле-
баний системы «виброплатформа – модель зда-
ния» с учетом скольжения при исходных  
данных, приведенных в примере 1. Предпола-
гается, что плоскость скольжения расположе- 
на между массами m1 и m2, где 1 1,223;m 

2 0,033m  тс2/м. В этой модели также рас- 

сматриваются действия мгновенного импуль- 
са, в результате которого все массы получа- 
ют одинаковую начальную скорость, рав- 
ную 0 0,1v   м/с, независимо от величин сосре-

доточенных масс. На рис. 6 приведены графики 
свободных колебаний системы, полученных от 
начальной скорости при различных значениях 
массы платформы. Результаты получены при 
коэффициенте трения 0,1   и параметре затуха- 

ния 0,05.    Кривые 1,  2,  3 получены при массе  

платформы 1 1,223m   тс2/м, а кривые 4, 5, 6 – 

при 1 0,1223m   тс2/м.  Здесь видно, что плат-

форма (кривые 1 и 4) колеблется практически 
также, как в первой модели (пример 1). Что ка-
сается колебания модели, то она перемещается 
вправо на величину более 6 мм, а затем совер-
шает колебательные движения с такой же ча-
стотой, как и платформа.  

На рис. 7 показаны графики изменения 
ускорений массы m1, m2 и m5 системы, полу-
ченные от заданной начальной скорости, где 
вес платформы 12pQ   т. Аналогичные резуль-

таты получены и при 1,2pQ  т (рис. 8). Срав-

нение показывает, что уменьшение массы 
платформы приводит к значительному измене-
нию ускорений платформы и модели.  

 0  0,1   0,2    0,3   0,4       t, c     0,5 

Рис. 6. Графики изменения перемещений 

Fig. 6. Graphs of changes in displacements 

  0    0,1  0,2   0,3   t, c     0,4 

Рис. 7. Графики ускорений и сил инерции  
Fig. 7. Acceleration and inertial force graphs 
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  0    0,1   0,2   0,3       t, c    0,4 

Рис. 8. Графики ускорений и сил инерции  
Fig. 8. Acceleration and inertial force graphs 

ВЫВОД 

На основе разработанных алгоритмов и 
компьютерных программ получены результа- 
ты численного решения динамической задачи 
модели здания при различных граничных усло-
виях и воздействиях. Свободные колебания  
модели в состоянии «залипания» с вибро- 
платформой происходят с основным перио- 
дом Т = 0,128 с. 
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