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Реферат. В представленной работе аналитически определяются вертикальные перемещения верхней грани упругой 
полуполосы с нижней шарнирно опертой гранью от действия вертикальной сосредоточенной силы, приложенной  
к верхней грани. При этом используется метод специальной аппроксимации, ранее эффектно применяемый в работах 
И. Снеддона и позднее В. М. Александрова. На нижней грани полуполосы принимаются равными нулю вертикальные 
перемещения и касательные напряжения. Искомое выражение для перемещений складывается из перемещений бес-
конечной полосы от действия двух симметрично приложенных вертикальных сил и самоуравновешенной нормальной 
горизонтальной нагрузки, приложенной к торцу полуполосы и равной нормальным горизонтальным напряжениям от 
действия двух симметрично приложенным силам к бесконечной полосе с обратным знаком. Перемещения от само-
уравновешенной нагрузки по методу Ритца представляются в виде двойного ряда по классическим ортогональным 
функциям – полиномам Эрмита с весом и Лежандра с неопределенными коэффициентами, которые определяются  
из условия минимума функционала полной энергии деформаций полуполосы и работы торцевой самоуравновешен-
ной горизонтальной нагрузки. Полученное выражение для перемещений содержит элементарные функции, имеет 
логарифмическую особенность в точке приложения силы и убывает на бесконечности. Приводятся графики верти-
кальных перемещений верхней грани полуполосы при различных положениях внешней вертикальной силы. Также 
графически показана точность принятой специальной аппроксимации. Полученные результаты могут найти приме-
нение при решении различных контактных задач для упругой полуполосы, нагруженной по верхней грани. 
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Green’s Function for Elastic Half-Strip 
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Abstract. In the presented work, vertical displacements of the upper face of an elastic half-strip with a hinged lower face 
are analytically determined under the action of a vertical concentrated force applied vertically to the upper face. In this case, 
the method of special approximation  is used, previously effectively used in the works of I. Sneddon and, later, V. M. Alexan-
drov. On the lower face of the half-strip, vertical displacements and tangential stresses are assumed to be equal to zero. 
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The desired expression for the displacements consists of the displacements of the infinite strip under the action of two sym-
metrically applied vertical forces and a self-balanced normal horizontal load applied to the end of the half-strip and equal 
to the normal horizontal stresses under  the action of two symmetrically applied forces to the infinite strip with the opposite 
sign. The displacements under a self-balanced load according to the Ritz method are presented as a double series in classical 
orthogonal functions – Hermite poly-nomials with weight and Legendre polynomials with undetermined coefficients, which 
are determined under the condition of the minimum of the functional of the total energy of deformations of the half-strip and 
the work of the end self-balanced horizontal load. The obtained expression for displacements contains elementary functions, 
has a logarithmic singularity at the point of application of the force and decreases at infinity. Graphs of vertical displacements 
of the upper face of the half-strip are given for different positions of the external vertical force. The accuracy of the adopted 
special approximation is also shown graphically. The obtained results can be used to solve various contact problems for 
an elastic half-strip loaded along the upper face.  

Key words: half-strip, Green's function, Ritz method, vertical displacements, orthogonal polynomials 
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Введение 

В статье [1] приведена обширная библио-
графия по исследованию напряженно-дефор- 
мированного состояния упругой полуполосы.  
Авторы [2–5] рассматривали различные кон-
тактные задачи для полуполосы. Ниже получе-
но аналитическое выражение для определе- 
ния вертикальных перемещений верхней гра- 
ни полуполосы от действия сосредоточенной 
силы (рис. 1). 

Рис. 1. Полуполоса под действием сосредоточенной силы 

Fig. 1. Half-strip under concentrated force 

Основная часть 

Рассмотрим бесконечную полосу, симмет-
рично нагруженную двумя силами P. По оси 
симметрии полосы будут действовать само-
уравновешенные нормальные напряжения, вы-
ражение для которых можно определить по ре-
зультатам Я. C. Уфлянда [6]: 
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Приложив к торцевой грани полуполосы 
нормальные напряжения (1) с обратным знаком 
и определив от них вертикальные перемещения 
верхней грани полуполосы, вместе с перемеще-
ниями полосы от действия двух сил P получим 
искомую функцию Грина.  

Перемещения верхней грани полосы от  
сил Р известны [7] 

 

 

 

2

10

2

1

2 1
( )

cos cos ,

cosh 1

2 sinh 2

P
V x

E
x a x a du

L u u u
h h u

u
L u

u u



 
 


    

 





        (2) 

где , E – коэффициент Пуассона и модуль 
упругости материала полуполосы. 

Определим перемещения верхней грани  
полуполосы от самоуравновешенной торцевой 
нагрузки (1). Прежде всего заметим, что со-
гласно принципу Сен-Венана [8] эти переме-
щения будут быстро убывать от места прило-
жения нагрузки. Поэтому представим переме-
щения в виде двойных рядов по полиномам 
Эрмита с весом и Лежандра [9]: 
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где    ,H z P z  полиномы Эрмита и Ле-

жандра. 
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Найдем энергию деформаций полуполо- 
сы [8] по выражениям (3) 
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Работа нормальных напряжений ч при x = 0 
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При учете первых восьми членов двойных 
рядов (3) для (5) получаем: 
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Для вычисления несобственных интегра- 
лов (2) и (6) используем способ специальной 
аппроксимации. Этот способ, видимо, впервые, 
использовал И. Снеддон при симметричной 
деформации толстой пластины [10], позднее – 
В. М. Александров [7] при решении контакт-
ных задач для полосы и клина. Поэтому на ос-
новании асимптотических свойств подынте-
гральных функций    1 2,L u L   принимаем: 
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Точность аппроксимации (7) можно оценить 
по графикам рис. 2 и 3.  

Далее используем формулы разложений и 
интегралов [9, 11]: 
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Рис. 2. Сравнение точного и аппроксимированного  
(красный цвет) выражений для L1(u)  

Рис. 2. Сравнение точного и аппроксимированного  
(красный цвет)  выражений для L1(u) 
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Рис. 3. Сравнение точного и аппроксимированного  
(красный цвет)  выражений для L2(u) 

Fig. 3. Comparison of exact and approximate (red) 
expressions for  L2(u) 
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Находилась энергия деформаций (4) и рабо-
та внешней нагрузки (6) с использованием 
представлений для перемещений (3), фор- 
мул (8) для первых восьми членов двойного 
ряда. Затем полученное выражение диффе- 
ренцировалось по каждому из неизвестных  
коэффициентов 2 ,2 2 ,2 1,m n m nA B   и, согласно ме-

тоду Ритца [8], приравнивалось нулю. Решение 
образованной системы линейных алгебраиче-
ских уравнений позволяет найти функцию Гри-
на для определения вертикальных перемеще-
ний верхней грани полуполосы от действия со-
средоточенной силы в следующем виде: 
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Отметим, что формулы для коэффициен- 
тов 2 ,2 2 ,2 1,m n m nA B   имеют громоздкий вид и в 

статье не приводятся. 
На pис. 4 показаны графики перемещений 

верхней грани полуполосы при различных по-
ложениях внешней силы и коэффициенте Пуас-
сона материала полуполосы v = 0,167. 

ВЫВОД 

В работе приведено аналитическое выраже-
ние для вертикальных перемещений верхней 
грани упругой полуполосы с закрепленной 
нижней гранью от действия вертикальной со-
средоточенной силы, приложенной к верхней 
грани. Выражение содержит элементарные 
функции и может быть использовано для реше-
ния разнообразных контактных задач для упру-

гой полуполосы. Подобный подход может быть 
использован для определения вертикальных 
перемещений полуполосы с иными граничны-
ми условиями по ее нижней грани.     

Рис. 4. Графики вертикальных перемещений верхней  
грани полуполосы от действия сосредоточенной силы  
для a = 0,5h; a = h; a = 2h при коэффициенте Пуассона 

материала полуполосы 0,167  

Fig. 4. Graphs of vertical displacements of the upper face 
of the half-strip under the action of a concentrated force  

for a = 0,5h; a = h; a = 2h for the Poisson’s ratio  
of the half-strip material of 0.167 
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