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Реферат. В статье рассмотрена методика моделирования вынужденных колебаний концентраторов ультразвука  
на основе кольцевых упругих элементов и составных колебательных систем на их основе. В основу моделирования 
положено решение неоднородного дифференциального уравнения вынужденных колебаний путем разложения в ряд 
по собственным функциям соответствующей однородной задачи. В результате получены выражения для коэффици-
ента усиления колебаний по амплитуде и входного механического импеданса, позволяющие исследовать влияние 
конструктивных параметров на основные эксплуатационные характеристики колебательных систем, содержащих 
кольцевые концентраторы. Корректность полученных численных результатов подтверждается их сравнением с ре-
зультатами моделирования с помощью метода конечных элементов. Показано, что составная колебательная система, 
состоящая из последовательно соединенных стержневого волновода и кольцевого концентратора, обеспечивает уси-
ление колебаний по амплитуде при условии, что частоты антирезонанса элементов системы имеют близкие значения. 
Установлено, что коэффициент усиления составной колебательной системы может быть повышен за счет увеличения 
площади поперечного сечения стержневого волновода и/или волнового сопротивления его материала, а также за счет 
оптимального выбора величины рассогласования между частотами антирезонанса элементов системы. Также дается 
объяснение механизма усиления колебаний однородным кольцевым концентратором, основанное на анализе взаимо-
действия множества мод колебаний, возбуждаемых в концентраторе при его работе в околорезонансном режиме. 
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Modelling of Forced Vibrations of Ultrasound Concentrators Based  
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Abstract. The article considers methodology for modelling  forced vibrations of ultrasound concentrators based on ring-shaped 
elastic elements and compound vibratory systems including such concentrators. As a background for modelling we used solution  
of non-homogeneous differential equation of forced vibrations based on series expansion by eigenfunctions of the corresponding 
homogeneous problem. As a result we obtained expressions for the gain factor of vibrations amplitude and the input mechanical 
impedance allowing to study the effect of design parameters on the main operational characteristics of vibratory systems containing 
ring-shaped concentrators.  The obtained numerical results are verified by comparing them to the results of modelling by means 
of finite element method. It is shown that a compound vibratory system consisting of serially connected bar waveguide and a ring-
shaped concentrator enables gain of vibrations amplitude under condition that elements of the system have close values of anti-
resonance frequencies. It has been determined that gain of a compound vibratory system can be improved by increasing  
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crossectional area of the bar waveguide and/or specific acoustic impedance of its material, as well as by means of optimal 
choice of mismatch value between anti-resonant frequencies of the system elements. An explanation is also given of  
the mechanism of vibrations amplification by means of uniform ring-shaped concentrator based on an analysis of the interac-
tion between plurality of vibration modes excited in concentrator in the case of its near-resonant operation. 
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Введение   
 

Усиление ультразвуковых колебаний по  
амплитуде, необходимое для успешного при-
менения ультразвука в качестве средства ин-
тенсификации различных технологических про- 
цессов, может быть реализовано с помощью кон-
центраторов в виде стержней с изменяющейся 
по длине продольной жесткостью и кольцевых 
концентраторов, усилительные свойства кото-
рых связаны с зависимостью изгибной жестко-
сти кольцевого упругого элемента от угловой 
координаты [1, с. 100; 2; 3]. Конструктивно 
кольцевые концентраторы переменной жестко-
сти могут быть выполнены в виде неравнотол-
щинных колец или колец с неравномерным 
распределением упругих свойств материала, 
например колец из функционально-градиентно- 
го материала или составных колец, изготовлен-
ных путем неразъемного соединения несколь-
ких сегментов из материалов с различным по 
величине модулем упругости. Усилительными 
свойствами также обладают однородные коль-
цевые упругие элементы с не зависящей от уг-
ловой координаты изгибной жесткостью в слу-
чае их околорезонансного возбуждения, то есть 
при наличии рассогласования между собствен-
ной частотой колебаний концентратора и ча-
стотой вынуждающего воздействия, создавае-
мого возбудителем колебаний (пьезоэлектри- 
ческим преобразователем). Эффект усиления 
ультразвуковых колебаний по амплитуде с по-
мощью однородных кольцевых упругих эле-
ментов наблюдался при моделировании с по-
мощью метода конечных элементов (МКЭ)  
колебательной системы для кавитационного 
упрочнения цилиндрических поверхностей де-
талей приборов и машин [4], однако авторы 
цитируемого исследования не указывают в яв-
ной форме на существование этого эффекта. 
Также известно исследование, посвященное 

применению однородных кольцевых упругих 
элементов в качестве вибрационных изолято- 
ров [5]: его авторы отмечают, что в зависимо-
сти от начальной деформации упругого элемен-
та и частоты возбуждения он может выполнять 
функцию как вибрационного изолятора со сни-
жением амплитуды колебаний в выходном се-
чении, так и усилителя с увеличением ампли-
туды колебаний. Целями данной статьи явля-
ются теоретический анализ эффекта усиления 
колебаний по амплитуде однородными кольце-
выми упругими элементами и разработка меха-
нико-математических моделей ультразвуковых 
колебательных систем на их основе. 

 
Постановка и методика решения задачи 
 

Собственные частоты изгибных колебаний 
симметричного кольцевого концентратора мо-
гут быть найдены путем решения обобщенной 
задачи Штурма – Лиувилля 6-го порядка [6] 
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с периодическими граничными условиями: 
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где v(φ) – амплитуда тангенциальных колеба-
тельных смещений; ];[   – угловая ко-

ордината, а собственные значения μi связаны  
с собственными частотами fi соотношением 

2 4 24 ,i iR f    
 

R – радиус средней линии. 
Дифференциальные операторы L1 и L2 в 

уравнении (1) определяются формулами: 
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где E – модуль продольной упругости материа-
ла; I – осевой момент инерции поперечного се-
чения; ρ – плотность материала; S – площадь 
поперечного сечения. 

Выражения (2)–(3) записаны в общем виде, 
позволяющем применять уравнение (1) как для 
однородных концентраторов (с постоянными 
значениями E, I, ρ и S), так и для неоднородных 
концентраторов, для которых перечисленные 
параметры являются функциями угловой коор-
динаты. 

Вынужденные колебания концентратора 
при воздействии гармонической вынуждающей 
силы с частотой f будут описываться неодно-
родным дифференциальным уравнением 
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где ( )F dF d     – плотность распределе- 

ния амплитуды вынуждающей силы F(φ), 
2 4 24 .R f    

Решение уравнения (4) может быть пред-
ставлено в виде разложения по базисным 
функциям ( ),iv   являющимся собственными 

функциями задачи (1) [7, с. 421] и представля-
ющим собой изгибные моды колебаний, соот-
ветствующие собственным частотам fi: 
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где коэффициенты ai зависят от закона распре-
деления вынуждающей силы (вида функ- 
ции ( )).F   

Для расчета коэффициентов ai подставим 
ряд (5) в уравнение (4) 
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или с учетом (1) 
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Собственные функции задачи Штурма – 
Лиувилля (1) удовлетворяют обобщенному 
условию ортогональности [8] 
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где ni  – символ Кронекера. 
Для дальнейшего анализа представим стоя-

щую в правой части уравнения (6) функцию  
в виде разложения по функциям 2 ( )iL v   
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Значения коэффициентов bi могут быть 
определены путем умножения ряда (8) на ба-

зисную функцию )(nv  с последующим при-

менением условия ортогональности (7) 
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Подставляя ряд (8) в правую часть уравне-
ния (6) и почленно приравнивая правую и ле-
вую части, получим 
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В случае сосредоточенной вынуждающей 
силы 

 

0( ) ( ),F F      
 

где )(  – функция Дирака, выражение (9) 

принимает вид 
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В случае однородного кольца собственные 

функции определяются выражением )( vi  

)sin(  i и формула (10) записывается в виде 
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В случае неоднородного кольца собствен-
ные функции задачи (1) могут быть в силу  
периодичности граничных условий разложены 
в ряд Фурье 
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коэффициенты Aik которого определяются ме-
тодом гармонического баланса и зависят от ви-
да функций E(φ), I(φ), ρ(φ) и S(φ) [9]. 

Уравнение (10) примет в этом случае вид 
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Стоящее в знаменателе произведение рядов Фурье по синусам может быть представлено в виде 
ряда Фурье по косинусам 
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Для этого представим ряды, входящие в выражение (13), в комплексной форме: 
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где j – мнимая единица. 
Коэффициенты рядов (14)–(16) связаны между собой посредством дискретной свертки [9, 10]: 
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Возвращаясь к коэффициентам Bik, для которых 0k , получим 
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Аналог выражения (17) для непрерывных 
функций приводится в работе [11], где рас-
сматривается обобщенное определение сверт-
ки, в котором интегрирование производится по 
неотрицательной части действительной оси: 
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Использование такого обобщенного опреде-
ления позволяет применять теорему Бореля  
о свертке, справедливую для обычного преоб-
разования Фурье, для синус- и косинус-преоб- 
разований Фурье: 
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преобразования Фурье соответственно. 
Если h(x) – четная функция, то обращение 

ее косинус-преобразования Фурье производит-
ся по формуле 

 

}}{{)cos(}{
2

)( 1-
c

0

hdxhxh cc  


 


, 

 

то есть для четных функций обратное косинус-
преобразование Фурье совпадает по своей фор- 
ме с прямым косинус-преобразованием Фурье, 
отличаясь заменой переменных x . 

Аналогичное утверждение справедливо для 
обратного синус-преобразования Фурье нечет-
ных функций. Таким образом, если в выра- 
жении (18) функции )(1 xh  и )(2 xh  заменить 

функциями )(1 g  и )(2 g  частотной пере-
менной ω, то выражение примет форму 

 

}{}{}*{ 2
1

1
1

2
2

1
1 gggg ssc

   .       (19) 
 

Если }{)( 11 hg s , }{)( 22 hg s , то 

формула (19) запишется в виде 
 

}{}{*}{ 212
2

1 hhhh сss   .        (20) 
 

Выражение (17) является дискретным ана-
логом формулы (20). 

После подстановки ряда (13) в выраже- 
ние (12) оно принимает вид 
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где коэффициенты Bik определяются форму- 
лой (17). 

Формула (11) для однородного кольца по-
лучается из (21) как частный случай при 

,ik ikA    const.S   

При использовании допущения о нерастя-
жимости средней линии кольца распределение 
амплитуды радиальных колебательных смеще-
ний будет описываться формулой 

 





 
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 d

dv
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w i

i
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)( . 

 

Для однородного кольца 
 

2 2
1 1

( ) cos( ) cos( ),i
i

i i i

ia
w ia i i

f f

 

 


    


   (22) 

 

где коэффициенты ai определяются форму- 
лой (11). 

Для неоднородного кольца 
 

1 1

( ) cos( ),i ik
i k

w a kA k
 

 
     

 

где коэффициенты ai определяются форму- 
лой (21). 

Механизм усиления колебаний по ампли- 
туде однородными кольцевыми упругими эле-
ментами может быть объяснен на основе (22). 
Для этого рассмотрим эпюры распределения 
амплитуды радиальных колебательных смеще-
ний для изгибных мод колебаний i-го и (i + 1)-го 
порядков (рис. 1). 

На рисунке представлена развертка полови-
ны концентратора длиной πR. Порядки i и i + 1 
мод выбраны таким образом, что 1 ii fff . 

Как следует из формулы (22), при подоб- 

ном выборе коэффициенты  22 ffai ii   и 

 22
11)1( ffai ii   , характеризующие вклад 

рассматриваемых мод в результирующую ам-
плитуду колебаний, имеют противоположные 
знаки. 

(21) 

–1 
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                                                                                                    а 

 
Рис. 1. Схема усиления колебаний однородным кольцевым концентратором 

 

Fig. 1. Diagram of vibration amplification by means of uniform ring-shaped concentrator 

 
Как следствие, во входном сечении кон- 

центратора 0  i-я и (i + 1)-я гармоники ря- 
да (22) с амплитудами w1 и w2 будут склады-
ваться в противофазе с результирующей ампли- 
тудой 1 2 ,w w  а в выходном сечении   бу-
дет происходить их синфазное сложение  
с более высокой результирующей амплиту- 
дой 21 ww  . В действительности происходит 
не просто сложение двух изолированных мод,  
а более сложное взаимодействие множества 
субрезонансных мод, для которых ,if f  со 
множеством надрезонансных мод, для которых 

,if f  однако для более наглядного анализа 
рассматриваются только две моды колебаний, 
частоты которых имеют наименьшие отклоне-
ния от частоты вынуждающего воздействия. 

Амплитуда радиальной составляющей коле-
бательной скорости будет иметь вид 

 

( ) 2 ( ).rv jfw     
 

С учетом формулы (22) для однородного 
кольца 

)cos(2)(
1

 
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

iiajfv
i

ir .          (23) 

 

Так как собственные частоты колебаний од-
нородного кольца имеют вид [12] 
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)1(
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
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EI
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функциональный ряд (23) при 0  с учетом 
формулы (11) превращается в следующий чис-
ловой ряд: 


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где 
4SR

EI


 , f 2  – круговая частота. 

Входной механический импеданс однород-
ного концентратора будет иметь вид 
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а коэффициент усиления колебаний по амплиту-
де при приложении вынуждающей нагрузки к 
входному сечению будет определяться формулой 
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(25) 
 

Выражение (24) совпадает с представлен-
ным в работе [13]. Знак мнимой части импедан-
са определяется знаком аргумента комплексной 
экспоненты )2exp( jft , используемой для 
описания гармонических временны́х зависимо-
стей. В работе [13] используется представление 
exp(2 ),jft  совпадающее с принятым в настоя-
щем исследовании. 

Собственные частоты колебаний концен-
тратора могут быть определены из уравнения 

 

вхIm( ( )) 0.Z    
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b 
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w1 + w2 
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w1 – w2
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F0exp(2jft) 
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Для неоднородного кольца 
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где коэффициенты Cik определяются с помощью обобщенной дискретной свертки, 
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Входной механический импеданс неоднородного концентратора 
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Амплитуда радиальной составляющей колебательной скорости в выходном сечении концент- 
ратора 
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Произведение сумм в числителе может быть представлено в виде 
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где коэффициенты Dik будут определяться формулой 
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С учетом полученных соотношений коэффициент усиления колебаний для неоднородного концен-
тратора примет вид 
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На практике представляет интерес исполь-

зование кольцевых концентраторов совместно с 
традиционными стержневыми волноводами 
или концентраторами. В связи с этим рассмот-
рим составную колебательную систему, состо-
ящую из последовательно соединенных стерж-
невого волновода с постоянной площадью по-
перечного сечения и однородного кольцевого 
концентратора. Покажем, что такая колеба-
тельная система обеспечивает усиление коле-
баний по амплитуде при работе в резонансном 
режиме, хотя входящие в ее состав элементы не 
обладают усилительными свойствами на своих 
собственных частотах. Выходной механиче-
ский импеданс стержневого волновода будет 
определяться выражением [1, с. 91] 

 

вых 1 1 1 1
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где L – длина волновода; 111  Ec  – ско-

рость продольной стержневой волны в матери-
але волновода, индекс «1» указывает на отно-
шение соответствующих параметров к стерж-
невому волноводу. 

Коэффициент усиления колебаний по ам-
плитуде стержневым волноводом при прило-
жении вынуждающей нагрузки к выходному 
сечению 
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Общий коэффициент усиления колебаний 
составной колебательной системой 

 

|)()(|)( 21общ  KKK ,          (26) 
 

где коэффициент усиления )(2 K  определяет-

ся формулой (25). 
Для обеспечения максимальной эффектив-

ности передачи энергии от кольцевого концен-
тратора к стержневому волноводу их механиче-
ские импедансы должны быть согласованы 
между собой. Согласно известному из электро-
техники принципу согласования импедансов 
условие согласования имеет вид [14, с. 144] 

 

*нагр
вх
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вых )(ZZ  , 

 

где ист
выхZ  – выходной импеданс источника; 

нагр
вхZ  – входной импеданс нагрузки, * обозна-

чает комплексное сопряжение. 
В рассматриваемом случае роль источника 

играет стержневой волновод, а роль нагрузки – 
кольцевой концентратор. Учитывая, что в рас-
сматриваемом случае оба импеданса имеют ну-
левую действительную часть, условие согласо-
вания принимает форму 

 

0))(Im())(Im( 2вх1вых  ZZ ,     (27) 
 

где импеданс )(2вх Z  определяется выраже-

нием (24). 
Условие (27) позволяет определить соб-

ственные частоты колебаний составной колеба-
тельной системы. 

 

Результаты и их обсуждение 
 

В качестве численного примера рассмотрена 
задача моделирования вынужденных колебаний 
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однородного кольцевого концентратора со сле- 
дующими параметрами: плотность материа- 

ла 37800 кг/м ,   модуль продольной упруго-

сти 210ГПа,E   размеры сторон поперечного 

сечения мм2 hb  (сечение квадратной 

формы), радиус средней линии мм20R . 

График зависимости вх| Im( ( )) |,Z   рассчитанной 

в соответствии с формулой (24), характеризуется 

наличием точек резонанса вхIm( ( )) 0,Z    соот-

ветствующих собственным частотам колеба-

ний, и точек антирезонанса вх| Im( ( )) | ,Z    

соответствующих частотам вынуждающего 
воздействия, для которых колебательная ско-
рость входного сечения принимает нулевое 
значение (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Расчетные зависимости вх| ( ) |Z   (кривая 1)  

и |K()| (кривая 2) для однородного  
кольцевого концентратора 

 

Fig. 2. Calculated dependencies вх| ( ) |Z   (curve 1)  

and |K()| (curve 2) for uniform  
ring-shaped concentrator 

 

В случае антирезонанса происходит полная 
взаимная компенсация амплитуд субрезонанс-
ных и надрезонансных мод во входном сече-
нии. Коэффициент усиления K(), рассчитан-
ный по формуле (25), стремится к бесконечно-
сти на частотах антирезонанса, а на частотах 
резонанса он принимает единичные значения, 
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где n – натуральное число. 
Подставляя в это условие одну из частот ан-
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обеспечивающую согласование элементов си-
стемы по частоте антирезонанса. Например, 
при fa = 24523 Гц и n = 1 получим L = 52,9 мм. 
Расчет коэффициента усиления колебаний со-
ставной колебательной системой при совпаде-
нии частот антирезонансов будет приведен да-
лее. Более простым для анализа является слу-
чай, когда между элементами колебательной 
системы имеется некоторое рассогласование по 
частоте антирезонанса. Например, стержневой 
волновод с длиной L = 47,5 мм будет иметь ча-
стоту антирезонанса 27309 Гц, что соответству-
ет отклонению 11,4 % от частоты антирезонанса 
кольцевого концентратора. При использовании 
графического представления левой части усло- 
вия (27) на графике в области частот 24…28 кГц 
идентифицируются два антирезонанса состав-
ной колебательной системы, соответствующих 
антирезонансам входящих в ее состав элемен-
тов, и резонанс на частоте 24721 Гц (рис. 3). 

 

 
            2,4104      2,5104         2,6104       2,7104      2,8104 

Частота, Гц 
 

Рис. 3. Расчетные зависимости вх| ( ) |Z   (кривая 1)  

и |K()| (кривая 2)  
для составной колебательной системы 

 

Fig. 3. Calculated dependencies вх| ( ) |Z   (curve 1)  

and |K()| (curve 2)  
for compound vibratory system 
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При расчете свойства материала и площадь 
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Для рассмотренного выше примера при ра-
боте элементов системы на совместной частоте 
антирезонанса fa = 24523 Гц расчет коэффи- 

циента усиления по формуле (29) дает значе- 
ние общ (2 ) 2,083.aK f   

Достоверность полученных теоретических 
результатов подтверждена путем моделирова-
ния с помощью МКЭ с применением програм-
мы Comsol Multiphysics. На рис. 4 представле- 
на расчетная собственная форма колебаний со-
ставной колебательной системы, полученная 
при тех же исходных данных, что и описанный 
выше численный пример. 

 
 

Рис. 4. Результаты расчета с помощью метода конечных 
элементов 

 

Fig. 4. Results of calculation by means of FEM 
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Из полученной формулы вытекает, что об-
щий коэффициент усиления будет пропорцио-
нален площади S1 поперечного сечения волно-
вода и волновому сопротивлению ρ1c1 его ма-
териала. В рассмотренном выше численном 
примере было принято S1 = S2, и соответственно 
для соотношения S1 = 2S2 можно прогнозиро-
вать увеличение коэффициента усиления в два 
раза. Действительно, расчет с помощью МКЭ 
дает значение Kобщ = 3,880, что соответствует 
увеличению в 1,94 раза по сравнению со случа-
ем S1 = S2. Повышение коэффициента усиления 
также может быть достигнуто за счет изготов-
ления стержневого волновода из материала, 
имеющего более высокое значение волнового 
сопротивления по сравнению с сопротивлением 
материала кольцевого концентратора. Рассмот-
ренная составная колебательная система имеет 
аналогию с применяемым в ультразвуковой 
технике ступенчатым концентратором, состоя-
щим из двух последовательно соединенных 
четвертьволновых (антирезонансных) стерж-
ней, различающихся площадью поперечного 
сечения и/или волновым сопротивлением мате-
риалов. Коэффициент усиления колебаний та-
ким концентратором определяется формулой 
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которая согласуется со сделанным выше выво-
дом о влиянии на коэффициент усиления пло-
щади поперечного сечения и волнового сопро-
тивления входного сегмента колебательной си-
стемы. 

Учитывая, что коэффициент усиления 2,083 
при согласовании элементов колебательной 
системы по частоте антирезонанса несколько 
ниже коэффициента усиления 2,138 при нали-
чии рассогласования, представляет интерес 
изучение зависимости коэффициента усиле- 
ния от степени рассогласования. В качестве 
меры рассогласования можно принять длину L 
стержневого волновода. Как видно из рис. 5, 
максимальное значение коэффициента усиле-
ния 2,162 достигается при длине волновода 
около 42,5 мм. 

На рис. 5 также представлена кривая, полу-
ченная методом параметрической прогонки в 
Comsol Multiphysics. Расчет с помощью МКЭ 

дал максимальное значение коэффициента уси-
ления 2,009 при длине волновода 43 мм, что 
соответствует повышению по сравнению со 
случаем согласованной системы (1,955 при 
длине 53 мм). 
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Рис. 5. Зависимости коэффициента усиления от длины 
волновода L, рассчитанные по формуле (26) (кривая 1)  
и с помощью метода конечных элементов (кривая 2) 

 

Fig. 5. Dependencies between gain factor and waveguide 
length L calculated using Equation (26) (curve 1)  

and by means of FEM (curve 2) 
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1. На основе теоретического анализа и рас-
четов с помощью метода конечных элементов 
показано, что составная колебательная систе- 
ма, состоящая из последовательно соединенных 
стержневого волновода и однородного кольце-
вого концентратора, обеспечивает усиление 
колебаний по амплитуде при условии, что ча-
стоты антирезонанса элементов системы имеют 
близкие значения. 

2. Показано, что коэффициент усиления ко-
лебаний описанной выше составной колеба-
тельной системой может быть повышен за счет 
увеличения площади поперечного сечения 
стержневого волновода и/или волнового сопро-
тивления его материала, что согласуется с ре-
зультатами, известными для ступенчатых кон-
центраторов ультразвука. 

3. Установлено, что для достижения макси-
мального коэффициента усиления частоты ан-
тирезонанса элементов колебательной системы 
должны иметь некоторое рассогласование меж-
ду собой, величина которого определяется пу-
тем численного анализа. 
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