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Реферат. В представленной работе прогибы стержня и прямоугольной плиты с любыми типами граничных условий 
предлагается представлять в виде ряда и двойного ряда по собственным функциям дифференциального уравнения 
изгибных колебаний балки или плиты с соответствующими граничными условиями. Далее по методу Ритца опреде-
ляется функционал полной энергии изгиба стержня и изгиба и кручения плиты и действующей на них внешней 
нагрузки. Для стержня с любыми типами граничных условий дифференцированием функционала полной энергии 
получено точное решение для прогибов в виде быстро сходящего ряда. При этом использованы ранее опубликован-
ные результаты С. П. Тимошенко и Е. С. Сорокина. Для прямоугольной плиты, используя свойство ортогональности 
собственных функций и их вторых производных, вычисляется квадратичный функционал от неопределенных коэф-
фициентов при собственных функциях. Дифференцированием функционала по каждому из неизвестных коэффици-
ентов образуется бесконечная система линейных алгебраических уравнений, решение которой способом усечения, 
позволяет найти прогибы плиты. Далее известными методами теории изгибаемых пластинок находятся усилия в пли-
те. Приведены два примера расчета прямоугольной плиты с четырьмя опертыми гранями и плиты с двумя опертыми 
гранями. Предлагаемый подход прост, универсален и позволяет рассчитывать прямоугольные плиты с любыми типа-
ми граничных условий на контуре на произвольную внешнюю нагрузку. В статье приведена таблица собственных 
чисел и форм для расчета прямоугольных плит. 
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Abstract. In this paper, the deflections of a rod and a rectangular plate with any types of boundary conditions are proposed to 
be represented as a series and a double series of eigenfunctions of the differential equation of bending vibrations of a beam or 
plate with the corresponding boundary conditions. Then, using the Ritz method, the functional of the total energy of rod bend-
ing and bending and torsion of the plate and the external load acting on them is determined. For a rod with any types  
of boundary conditions, by differentiating the functional of the total energy, an exact solution for deflections in the form of  
a rapidly converging series is obtained. In this case, previously published results by S.P. Timoshenko and E.S. Sorokina are 
used. For a rectangular plate, using the orthogonality property of eigenfunctions and their second derivatives, a quadratic func-
tional of the indefinite coefficients at the eigenfunctions is calculated. Differentiating the functional with respect to each of the 
unknown coefficients forms an infinite system of linear algebraic equations, the solution of which by the truncation method 
allows us to find the deflections of the plate. Further, the forces in the plate are found using known methods. Two examples  
of calculating a rectangular plate with four supported edges and a plate with two supported edges are given. The proposed  
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approach is simple, universal and allows calculating rectangular plates with any types of boundary conditions on the contour 
for an arbitrary external load. The article provides a table of eigenvalues and forms for calculating rectangular plates. 
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Введение 
 

Под балочными функциями в работе будем 
понимать собственные функции дифференци-
ального уравнения изгибных колебаний стерж-
ня с непрерывно распределенной массой. Такие 
функции для различно опертых балок построе-
ны в работах С. П. Тимошенко [1], В. Н. Фадде-
евой [2]. Автором они собраны в табл. 1, где 
также приводятся уравнения для определения 
собственных чисел и величины первых трех 
собственных чисел и уравнения для определе-
ния последующих. Ранее таблицы численных 
значений этих функций и интегралов от них 
приведены в монографии Е. С. Сорокина [3]  
и позднее у И. М. Бабакова [4] даны таблицы 
для определения частот собственных колеба-
ний различно опертых прямоугольных плит. 

Эту же задачу решали авторы [5, 6]. Балочные 
функции и четные производные от них ортого-
нальны и полезны при решении задач статики, 
динамики и устойчивости различно опертых 
стержней и балок.  

 
Основная часть 
 

1. Рассмотрим изгибаемый стержень с лю-
быми граничными условиями. 

Энергия деформаций изгиба выражается из-
вестной формулой [1] 
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EJ d Y
U dx
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,                         (1) 

 

где ,EJ  изгибная жесткость и длина стерж-
ня; Y – прогибы стержня. 

Таблица 1 
Балочные функции 
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Продолжение табл. 1 
Continuation of the table 1 
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Окончание табл. 1 
End of table 1 
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Представим  
4 4

4 4
1

, 0k k
k k k k

k

d yx
Y A y y

dx





     
 

  
.                                                 (2) 

 

Здесь , ,k k ky A  собственные числа, собственные функции и неизвестные постоянные коэффи- 
циенты. 

Подставим (2) в (1) и выполним интегрирование с учетом [1, 3]: 
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При действии на стержень сосредоточенной 
силы P в точке xp составим функционал полной 
энергии деформаций изгиба и действующей на 
стержень нагрузки при выполнении (2). Про-
дифференцировав полученное выражение по Ak 
и приравняв полученное выражение нулю, по-
лучим формулу для Ak 

при любых граничных 
условиях на концах стержня  
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Для шарнирно опертого стержня:  
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Для максимального прогиба получим с уче-

том  
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Таким образом, получено выражение функ-
ции Грина в форме бесконечного ряда для  
балки с любыми типами граничных условий. 
Это выражение позволяет решать разнообразные 
задачи статики при любом нагружении балок. 

2. Рассмотрим вопрос применения балочных 
функций к расчету прямоугольных изгибаемых 
плит с использованием метода Ритца [7]. Сразу 
отметим, если плита по четырем сторонам опи-
рается, то энергия деформаций изгиба и круче-
ния плиты выражается в следующем виде [4, 8]: 
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где  ,W x y  прогибы плиты; D – ее цилиндри-

ческая жесткость.  
Если некоторые грани плиты не опираются, 

то для энергии деформаций необходимо ис-
пользовать полное выражение 

 

 

22 2

2 2
0 0

22 2 2

2 2

2

2 1 ,

a bD W W

x y

W W W
dx dy

x y x y

          
                  

 
   (6)   

 

 – коэффициент Пуассона материала плиты. 
Рассмотрим прямоугольную плиту, две гра-

ни которой защемлены, две шарнирно оперты 
(рис. 1). Плита загружена равномерно рас- 
пределенной нагрузкой. Принимаем прогибы  
в виде суммы произведений двух функций  
из табл. 1 для балки с защемленным и шарнир-
но опертыми концами:  
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Используя (5), находим полную потенци-
альную энергию плиты и действующей на нее 
нагрузки как квадратичную функцию коэффи-

циентов Am,n. Система линейных алгебраических 
уравнений для определения Am,n  получается 
дифференцированием полной энергии по каж-
дому из коэффициентов Am,n и приравниванием 
полученного выражения нулю. 
 

 
Рис. 1. Прямоугольная плита под действием  

равномерно распределенной нагрузки 
 

Fig. 1. Rectangular plate under  
uniformly distributed load 

 
Для плиты с а = 6 м; b  = 4 м; D = 21000 кНм;  

q = 10 кН/м2 способом усечения [9] с учетом 
первых четырех членов ряда (7) получено: 
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На рис. 2 приведена поверхность прогибов 
рассматриваемой плиты (м). 

Теперь рассмотрим прямоугольную плиту, 
одна грань которой жестко защемлена, другая 
шарнирно оперта, остальные не опираются.  
На плиту действует угловая сосредоточенная 
сила (рис. 3). Представим прогибы плиты  
в виде (7), где балочные функции выберем из 
табл. 1 для консольной балки и балки с шар-
нирной опорой. Для плиты с характеристиками 
предыдущего примера и Р = 40 кН с учетом 
первых четырех членов ряда (7) после проме-
жуточных вычислений получено: 
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На рис. 4 приведена поверхность прогибов 
плиты. По функциям прогибов по известным фор-
мулам находятся внутренние усилия в плите [3]. 

Отметим, что в этом примере на неопертых 
краях плиты неточно выполняются статические 
граничные условия для каждого члена ряда (7). 
Однако известно [8], что при использовании 
метода Ритца они выполняются при взятии до-
статочно большого числа членов ряда (7). 
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Рис. 2. Поверхность прогибов плиты 
 

Fig. 2. Surface of slab deflections 
 

 
                               0                                                 a 

 

Рис. 3. Прямоугольная плита, загруженная угловой силой 
 

Fig. 3. Rectangular plate loaded with angular force 
 

 
 

Рис. 4. Поверхность прогибов в прямоугольной плите  
с двумя опорными краями 

 

Fig. 4. Surface of deflections in a rectangular plate  
with two supported edges 

 
ВЫВОДЫ 
 

1. К настоящему времени известны точные 
решения Навье и Леви для статического расче-
та изгибаемых плит в форме тригонометри- 
ческих и гиперболо-тригонометрических ря- 
дов [7] для шарнирно опертой по четырем  
граням и шарнирно опертой по двум противо-
положным граням и различно опертой по двум 
остальным. В монографии [10] изложен подход 
В. Новацкого, в котором задача расчета прямо-
угольной плиты с различными опертыми гра-
нями сложным образом сводится к бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений. 

2. Предлагаемое в работе решение универ-
сальное, проще и быстрее позволяет получить 
прогибы прямоугольной плиты с любыми гра-
ничными условиями.  
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