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Реферат. Существующие методики расчета температурных напряжений в составных стержнях имеют определенные 
недостатки. Важность этих расчетов связана с безопасностью и эффективностью подобных инженерных конструкций 
в таких отраслях, как строительство, машиностроение, авиация. В статье представлено исследование поведения со-
ставных стержней при температурном воздействии с учетом деформации изгиба и условий возникновения макси-
мальных нормальных напряжений. Проанализированы составные стержни, состоящие из двух различных металлов, 
сваренных между собой. Разработана методика расчета нормальных напряжений, учитывающая физико-механи- 
ческие характеристики материалов составных частей, такие как модуль упругости и коэффициент температурного 
линейного расширения. Выявлены собственные нейтральные слои каждого металлического стержня, что позволяет 
более точно определить распределение напряжений в составных стержнях. Приведен пример аналитического расчета 
нормальных напряжений, возникающих в стержне, состоящем из стальной и алюминиевой частей. Построены эпюры 
нормальных напряжений по высоте составных стержней. Дополнительно был проведен МКЭ-анализ составного 
стержня при температурном воздействии, реализованный с помощью ПК Ansys 2023 R2. Результаты численного ис-
следования с высокой точностью подтвердили данные, полученные теоретическим путем. Результаты проведенного 
исследования имеют важное значение для практического использования при проектировании и конструировании 
подобных составных конструкций, обеспечивая инженерам более точные данные для анализа влияния температур-
ных напряжений. 
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Abstract. Existing methods for calculating temperature stresses in composite rods have certain disadvantages. The importance 
of such calculations is related to the safety and efficiency of similar engineering structures in various industries such as  
 

Адрес для переписки 
Хвасько Виктория Михайловна 
Белорусский национальный технический университет  
пр. Независимости, 65/1, 
220013, г. Минск, Республика Беларусь 
Тел.: +37517 293-92-36 
hvasko.victoriya@gmail.com 

Address for correspondence 
Khvasko Victoriya M. 
Belarusian National Technical University 
65/1, Nezavisimosty Ave., 
220013, Minsk, Republic of Belarus 
Tel.: +37517 293-92-36  
hvasko.victoriya@gmail.com 

 



Механика деформируемого твердого тела 
 

 

 106 Наука 
техника. Т. 23, № 2 (2024)и 

   Science and Technique. V. 23, No 2 (2024) 

construction, mechanical engineering and aviation. The paper presents a study of the behavior of composite rods under ther-
mal loading, taking into account bending deformation and the conditions leading to maximum normal stresses. Composite 
rods consisting of two different metals welded together have been analyzed. A methodology for calculating normal stresses 
has been developed that takes into account the physical and mechanical characteristics of the materials of the component 
parts, such as the modulus of elasticity and coefficient of linear thermal expansion. The intrinsic neutral layers of each metal 
rod have been identified, which makes it possible to more accurately determine the stress distribution in the composite rods. 
An example of the analytical calculation of normal stresses occurring in a rod composed of steel and aluminum parts is pro-
vided. Diagrams of normal stresses along the height of the composite rods were constructed. Additionally, a FEM analysis  
of the composite rod under temperature influence was carried out while using Ansys 2023 R2 software. The results of  
the nume-rical study confirmed with high accuracy the data obtained theoretically. The outcomes of this study are crucial  
for practical applications in the design and construction of such composite structures, providing engineers with more accurate 
data for analyzing the influence of thermal stresses. 
 

Keywords: composite rod, temperature bending, normal stress, bending moment, modulus of elasticity, neutral layer, stress 
diagram, finite element method (FEM) 
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Введение 
 
Изучение поведения составных стержней 

при нагреве представляет собой важную зада-
чу, имеющую применение в инженерной прак-
тике. Одним из ключевых аспектов является 
анализ максимальных нормальных напряже-
ний, возникающих в составном стержне в ре-
зультате воздействия температурного нагрева  
и одновременного возникновения деформации 
изгиба. 

В работах [1, 2] представлены базовые све-
дения о прочности и устойчивости состав- 
ных конструкций, однако эти методики имеют 
определенные ограничения. Рассмотрена узкая 
полоса при равномерном нагреве от темпера- 
туры t0 до t, составленная из двух различных  
металлов (модули продольной упругости Е1  
и E2 соответственно), сваренных между собой 
(рис. 1). Если коэффициенты линейного расши-
рения этих металлов различны 2 1( ),    то 

нагрев будет сопровождаться изгибом полосы. 

В расчетах принималась ширина полосы, рав-
ная единице. 

Для простейшего случая, когда 1 2 E E E  

и 1 2 ,
2

 
h

h h  представлена следующая формула 

для определения нормальных напряжений, воз-
никающих в биметаллической полосе: 

 

  max 2 1 0

1
.

2
    E t t               (1) 

 

Распределение нормальных напряжений по 
поперечному сечению биметаллической поло-
сы для такого случая показано на рис. 2. 

Как видно из рис. 2, распределение напря-
жений по высоте сечения носит линейный ха-
рактер, и они достигают максимальных значе-
ний в зоне контакта поверхностей полос. При 
таком способе соединения металлов не учтены 
условия возникновения касательных напряже-
ний вблизи зоны контакта металлов [3], что яв-
ляется существенным недостатком изложенной 
методики.  

 

                                                            a                      b 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Биметаллическая полоса:  
а –  схема полосы из двух различным металлов; b – поперечное сечение полосы 

 

Fig. 1. Bimetal strip: a – diagram of strip of two different metals; b – cross section of strip 
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Рис. 2. Распределение нормальных напряжений по сечению биметаллической полосы 
 

Fig. 2. Distribution of normal stresses over cross section of  bimetal strip 
 
Кроме того, в расчетах полосу из двух ме-

таллов рассматривают как единое целое, име-
ющую радиус кривизны , то есть сварка со-
ставных частей должна производиться по всей 
длине боковых поверхностей. Однако рас- 
пределение нормальных напряжений (рис. 2) 
показывает, что каждый металлический слой 
полосы имеет собственный нейтральный  
слой [4]. 

Таким образом, несмотря на существующие 
исследования, остается необходимость в даль-
нейшем анализе и уточнении формул для более 
точного описания распределения напряжений  
в составных стержнях. В данной работе мы 
предложим более точную методику расчета 
нормальных напряжений в составных стержнях 
при их температурном нагреве. Уделим особое 
внимание вопросу закрепления составных ча-
стей стержней между собой и их соответствию 
теоретическим моделям. Кроме того, проведем 
МКЭ-анализ для подтверждения полученных 
результатов и оценки их точности. 

 
 

 

Теоретические исследования  
нормальных напряжений 
 

Рассмотрим составной стержень, лежащий 
свободно на двух шарнирных опорах (рис. 3). 
Обозначим модули продольной упругости 
верхней и нижней частей стержня Е1 и Е2 соот-
ветственно, ширину сечения стержня b, высоту 
верхней и нижней частей стержня c, d соответ-
ственно. При температурной деформации дан-
ного стержня воспользуемся гипотезой, соглас-
но которой плоские сечения до деформации 
остаются плоскими и после нее [5]. 

Если принять, что коэффициент темпера-
турного линейного расширения 2 1,    то при 
нагреве такого составного стержня от началь-
ной температуры t0 до конечной t изгиб верхне-
го и нижнего стержней будет происходить вы-
пуклостью вниз, а на их торцах возникнут оди-
наковые изгибающие моменты Ми. Полный 
изгибающий момент Ми можно представить как 
сумму изгибающих моментов, действующих на 
верхний (М1) и нижний (М2) стержни: 

 

1 2. иM М М   (2) 
 
 

                                                                       a             b 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 3. Составной стержень на двух опорах:   
a –  схема соединения составных частей стержня; b – поперечное сечение стержня 

 

Fig. 3. Composite rod on two supports: a –  connection diagram of  rod parts; b – cross section of rod 
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В связи с тем, что углы поворота отдельных 
частей будут равны между собой, формулы для 
определения составляющих изгибающих мо-
ментов можно представить в виде: 

 

 
1 1

1 ; x
и

x с

E I
M M

EI
 

 
2 2

2 , x
и

x с

E I
M M

EI
     (3) 

 

где 1,xI  2xI  – моменты инерции составных ча-

стей стержня;  x с
EI  – суммарная жесткость 

сечения составного стержня [6]. 
При нагреве биметаллического стержня 

верхняя его часть будет удлиняться за счет воз-
действия на нее нижней его части с большим ко-
эффициентом температурного расширения 2 ,   

а нижняя часть будет укорачиваться. Вслед-
ствие того что к стержню не приложены внеш-
ние силы, возникающие внутренние силы N1  
и N2 должны уравновешивать друг друга, то 
есть 1 2 . N N N  

Ранее в работе [7] получено соотношение, 
связывающее полный изгибающий момент с 
продольной силой: 

 

 1
.

2
 иM N c d                    (4) 

 

С учетом совместности деформаций от тем-
пературного нагрева, изгиба и осевого воздей-
ствия на верхнюю и нижнюю части стержня в 
зоне контакта металлов значение силы N будет 
равно [7] 

 

  
 
 

2 1 0
2

1 1 2 2

.
1 1

4

  



 

x с

t t
N

c d

E A E A EI

 (5) 

 

Нормальные напряжения в составных ча-
стях стержня определяют из формул: 

 

1
1 1

1 1

;  
x

MN
y

A I
     (6) 

 

2
2 2

2 2

,   
x

MN
y

A I
       (7) 

 

где y1, y2 – ординаты точек, в которых опреде-
ляются нормальные напряжения. 

Пример аналитического расчета 
 
Требуется исследовать распределение нор-

мальных напряжений по высоте сечения 
стержня, составленного из стальной и алюми-
ниевой частей, показанного на рис. 3. Стержень 
нагревается от начальной температуры t0 =  

= 20 C  до конечной 70 C t . Принимаем  

коэффициенты линейного расширения: для ста- 

ли 5
1

1
1, 2 10 ,

град
    а для алюминия 2 =  

5 1
2,3 10 .

град
   Модули продольной упруго-

сти: для стали 5
1 2 10 E  МПа, для алюми- 

ния 5
2 0,71 10 E  МПа. Ширина стальной и 

алюминиевой частей b = 50 мм, высоты обеих 
частей равны c = d = h = 30 мм. 

Определим внутренние силы от нагрева  
в стальной и алюминиевой частях в соответ-
ствии с формулой (5) 

 

  

 

2 1 0
2

1 1 2 2

.
1 1

x с

t t
N

h

E A E A EI

   


 
 

 
В нашем случае:  

 

 3 2
1 2 50 30 1,5 10 мм ;A A bh       

 

 
3 3

4
1 2

50 30
112500 мм .

12 12x x

bh
I I


     

 
Подставив величины А1, А2, Ix1 и Ix2, вычис-

лим внутренние силы: 
 

  

  

 
 

5 5

5 3 5 3

5 5

2

5 5

2,3 10 1,2 10 70 20

1 1

2 10 1,5 10 0,71 10 1,5 10

2,3 10 1,2 10 70 20

30

2 10 0,71 10 112500

13019,82 Н .

N
 

 

   
 

 
     

   
 


   


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Полный изгибающий момент, согласно вы-
ражению (4), будет равен 

 

 13019,82 30 390594,6 Н мм .иM Nh       
 

В соответствии с формулами (3) вычислим 
величины изгибающих моментов, действую-
щих на стальную (М1) и алюминиевую (М2) ча-
сти стержня: 

 

 

 
 

1 1
1

5

5 5

2 10 112500
390594,6

2 10 0,71 10 112500

288261,7 Н мм ;

 

 
  

   

 

x
и

x с

E I
M M

EI

  

 

 

 
 

2 2
2

5

5 5

0,71 10 112500
390594,6

2 10 0,71 10 112500

102332,9 Н мм .

 

 
  

   

 

x
и

x с

E I
M M

EI

  

 
На рис. 4 приведено поперечное сечение со-

ставного стержня и точки, в которых будут 
определены величины нормальных напряже-
ний. 

                        а                                             b 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 4. Распределение нормальных напряжений  

по высоте составного сечения:  
a – схема поперечного сечения;  

b – эпюра нормальных напряжений 
 

Fig. 4. Distribution of normal stresses along height  
of  composite section: 

a – cross section scheme;  
b – normal stresses diagram 

 
Нормальные напряжения, согласно форму-

лам (6), в точках A и B будут равны: 

1

1 1

13019,82 288261,7
15

2 1500 112500

29,76 (МПа);

       

 

A
x

MN h

A I  

 

1

1 1

13019,82 288261,7
15

2 1500 112500

47,11 (МПа).

       



B
x

MN h

A I  

 

Вычислим нормальные напряжения в точ-
ках C и D, согласно выражениям (7): 

 

2

2 2 2

13019,82 102332,9
15 22,32 (МПа);

1500 112500

     
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C
x

MN h

A I
 

 

2

2 2 2

13019,82 102332,9
15 4,96 (МПа).

1500 112500

     

    

D
x

MN h

A I
 

 
По полученным данным построена эпюра 

распределения нормальных напряжений по вы-
соте сечения составного стержня (рис. 4b).  

 
МКЭ-анализ нормальных напряжений 
 

Для подтверждения теоретических исследо-
ваний проведен расчет нормальных напряже-
ний при нагреве составного стержня (рис. 3) 
методом конечных элементов (МКЭ), реализо-
ванного с помощью ПК Ansys 2023 R2 [8–10]. 

Cмоделирован стержень длиной 1000 мм, 
состоящий из одинаковых стальной (Structu- 
ral Steel) и алюминиевой (Aluminum Alloy) ча-
стей прямоугольного поперечного сечения с 
заданными размерами: b = 50 мм, h = 30 мм 
(рис. 5) и необходимыми механическими ха-
рактеристиками (рис. 6). Затем заданы условия  
закрепления стержня (А – Fixed Support, В – 
Displacement) (рис. 7) и условия температур- 
ного нагрева от 20 до 70 ºC (Thermal Condi- 
tion) (рис. 8). 

Для опасного сечения, проходящего че- 
рез центр масс составного стержня, были оп- 
ределены величины нормальных напряже- 
ний (рис. 9). 
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Рис. 5. Моделирование частей составного стержня 
 

Fig. 5. Modeling parts of  composite rod  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6. Механические характеристики материалов составных частей стержня 
 

Fig. 6. Mechanical material characteristics of  rod parts 
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Рис. 8. Условия температурного нагрева составного стержня 

Fig. 8. Temperature heating conditions for a composite rod 

Рис. 7. Условия закрепления составного стержня 

Fig. 7. Conditions for fastening a composite rod 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Сравнительный анализ результатов 
 

Сопоставим результаты теоретического расчета с данными, полученными в результате  
МКЭ-анализа (табл. 1). 

Таблица 1 
Тable 1 

 

Составной стержень Сечение 

Нормальные напряжения 

Погрешность, % Теоретическое  
значение, МПа 

МКЭ-расчет, MПa 

 Сталь (Structural Steel) 
A –29,76 –30,177 1,40 

B 47,11 47,532 0,90 

 Алюминий (Aluminum Alloy) 
C –22,32 –22,461 0,63 

D 4,96 5,114 3,11 
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Рис. 9. Распределение нормальных напряжений в опасном сечении составного стержня 

Fig. 9. Distribution of normal stresses in a dangerous section of a composite rod 

 
ВЫВОДЫ 

 
1. Предложены соотношения для определе-

ния величины изгибающего момента, действу-
ющего на составной стержень, и формулы для 
определения составляющих изгибающих мо-
ментов, действующих на отдельные части со-
ставного стержня.  

2. Получены выражения для определения 
нормальных напряжений в отдельных частях 
стержня с учетом механических характеристик 
его материалов. Установлено, что в каждом со-
ставном стержне нормальные напряжения из-
меняются по линейному закону, при этом 
стержни имеют нейтральные слои.  

3. Проведен МКЭ-анализ составного стерж-
ня с использованием ПК Ansys 2023 R2. Полу-

ченные результаты с высокой точностью под-
тверждают достоверность теоретических ис-
следований температурных напряжений, воз-
никающих при изгибе стержня, составленного 
из стальной и алюминиевой частей. 
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