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Реферат. Исследуются результаты решения пространственных контактных задач о свободном опирании изгибаемых 
стержней (далее – балок) на упругие четвертьпространство и октант пространства. В задачи исследования входят: 
определение напряженного состояния контактных площадок, получение картины распределения по ним контактных 
напряжений и изучение особенностей, возникающих при решении данных контактных задач. Основной метод реше-
ния – метод Б. Н. Жемочкина, основанный на дискретизации контактных областей путем замены непрерывного кон-
такта точечным. Такой подход позволяет свести контактную задачу к расчету статически неопределимой системы 
хорошо разработанными методами строительной механики. Математическая модель решаемых контактных задач 
строится в предположении линейно-упругой (геометрическая и физическая линейность) работы как изгибаемого эле-
мента, так и упругого основания. Поскольку в процессе деформирования концевые участки балки могут оторваться 
от опорных площадок, решаемые контактные задачи относятся к группе контактных задач с заранее неизвестной об-
ластью контакта. Расчетные схемы таких задач являются конструктивно нелинейными, и их расчет ведется итераци-
онными методами. По результатам решения рассматриваемых контактных задач обнаружено, что при геометрически 
симметричном опирании балки слева и справа на упругие четвертьпространства (октанты пространства) с равными 
опорными площадками, но различными механическими характеристиками, а также симметричном загружении значе-
ния опорных реакций, рассматривая их как равнодействующие контактных напряжений на левой и правой контакт-
ной площадке, и координаты точек их приложения не равны между собой. К подобному результату приводит и реше-
ние контактной задачи в случае опирания балки с одной стороны на упругое четвертьпространство, а с другой – на 
край октанта пространства. К тому же по всей длине балки появляется постоянный крутящий момент, свидетель-
ствующий о том, что балка находится в условиях поперечного изгиба с кручением. 
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Abstract. The paper investigates the results of solving spatial contact problems on the free support of bending rods (hereinaf-
ter referred to as beams) on elastic quarter-space and octant of space. The objectives of the study include determining  
the stress state of contact pads, obtaining a picture of the distribution of contact stresses over them, and studying the features  
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that arise when solving these contact problems. The main solution method is the method of B. N. Zhemochkin, based on the 
discretization of contact areas by replacing a continuous contact with a point one. This approach allows us to reduce the con-
tact problem to the calculation of a statically indeterminate system using well-developed methods of structural mechanics.  
The mathematical model of the contact problems to be solved is built on the assumption of linear elastic (geometric and phy- 
sical linearity) work of both the bending element and the elastic foundation. Since in the process of deformation the end sec-
tions of the beam element can break away from the support areas, the contact problems to be solved belong to the group of 
contact problems with a previously unknown contact area. The design schemes of such problems are constructively nonlinear, 
and their calculation is carried out by iterative methods. Based on the results of solving the considered contact problems, it has 
been found that with a geometrically symmetrical support of the beam element on the left and right on elastic quarter-spaces 
(space octants) with equal support areas, but different mechanical characteristics, as well as symmetrical loading, the values  
of support reactions, considering them as resultants of contact stresses on the left and right contact pads, and the coordinates 
of the points of their application are not equal to each other. The solution of the contact problem leads to a similar result in the 
case of a bending beam element resting on the elastic quarter-space on one side, and on the edge of the space octant on the 
other. In addition, a constant torque appears along the entire length of the beam element, indicating that the beam element is  
in a torsional transverse bending condition. 
 

Keywords: elastic quarter space, elastic space octant, method of B. N. Zhemochkin, tense state, contact pad, mixed method, 
support reaction, torque, constructive non-linearity 
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Введение 
 
Взаимодействие различных строительных 

конструкций, деталей машин, фундаментов с 
грунтовым основанием и т. п. порождает класс 
задач, называемых контактными. В фундамен-
тостроении особый интерес к расчету кон-
струкций на упругом основании обусловлен 
тем, что места контакта являются концентрато-
рами напряжений, а контактные области –  
местами передачи нагрузок. Решение вопроса  
о напряженно-деформированном состоянии 
области контакта способствует адекватной фор- 
мулировке граничных условий, необходимых 
для расчета самой конструкции. Известно, что 
решение любой контактной задачи сводится к 
решению интегрального или интегро-диффе- 
ренциального уравнения [1, 2], которое зависит 
от ядра интегрального уравнения, являющегося 
функцией влияния контактирующих тел. Ана-
литические решения удается получить лишь 
для ограниченного числа задач, в которых кон-
тактирующие тела являются классическими 
областями, ядра которых имеют специальный 
вид. Отдельная проблема – получение ядер 
(функций влияния) для неклассических обла-
стей. Большинство контактных задач решается 
численными и численно-аналитическими мето-
дами [2, 3]. 

Мостовую балку, опираемую на фунда-
ментные массивы, балку, лежащую на грунто-

вом основании с проседанием или отсутствием 
грунта в центральной ее части [4], балку, поко-
ящуюся на толстых стенах, с инженерной сте-
пенью точности можно рассматривать как бал-
ку, опираемую по концам на упругие чет-
вертьпространства и 1/8 пространства. Данная 
контактная задача имеет ряд особенностей. 
Упругое изотропное четвертьпространство и 
1/8 пространства – неклассические области. 
Рассматривается балка конечной жесткости, 
что в процессе совместного деформирования 
упругих оснований и балки приводит к отрыву 
ее концов от опорных поверхностей. Таким об-
разом, решаемая контактная задача относится  
к контактным задачам с заранее неизвестной 
областью контакта, что является признаком ее 
конструктивной нелинейности. 

Получить аналитическое решение данной 
задачи достаточно сложно. Будем использо-
вать численно-аналитический метод Б. Н. Же-
мочкина, основанный на замене непрерывного 
контакта дискретным [5, 6]. Он позволяет ре-
шать контактные задачи с любой степенью 
точности, учитывать конструктивную нели-
нейность, переменность жесткостных характе-
ристик контактирующих тел, пригрузку основа-
ний, наличие начальных напряжений и т. д. [7]. 
Поскольку данный метод приводит к решению 
системы линейных алгебраических уравне- 
ний, решаемые им задачи легко алгоритмизи-
руются. 
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Постановка задач 
 

Рассматривается свободное опирание балки 
на упругие четвертьпространство и 1/8 (октант) 
пространства. Возможны три принципиально 
различных варианта опирания: с двух сторон на 
четвертьпространства; с двух сторон на 1/8 про-
странства; с одной стороны на четвертьпрост- 
ранство, со второй – на 1/8 пространства (рис. 1). 
Во всех рассматриваемых вариантах балка име-
ет геометрически симметричные площадки 
опирания и воспринимает вертикальную сим-
метричную статическую нагрузку. Задачами 
расчета являются определение контактных 
напряжений в местах опирания балки и обна-
ружение взаимосвязи опорных реакций и воз-
никающих в балке усилий от механических ха-
рактеристик опорных поверхностей. 

Построение математических моделей по-
ставленных задач осуществляется в рамках сле- 
дующих допущений: 

– для балки справедливы гипотезы изгиба [8]; 
– балка, четвертьпространство и 1/8 прост- 

ранства – линейно-упругие и линейно-дефор- 
мируемые; 

– связи Б. Н. Жемочкина между опорными 
поверхностями балки и упругого основания 
принимаются односторонними, работающими 
только на сжатие; 

– в зоне контакта не учитываются касатель-
ные напряжения. 

Для всех случаев опирания построение рас-
четной  схемы  осуществляется  одним и  тем же  

образом. А именно, в месте контакта с упругим 
основанием балка заменяется срединной плос-
костью, жесткость которой в направлении оси Y 
принимается бесконечной, а в пролете – про-
дольной осью. Расчет выполняется методом  
Б. Н. Жемочкина. Для этого область контакта 
разбивается на n прямоугольных участков 
(участки Б. Н. Жемочкина) (рис. 2). Предпола-
гается, что контакт балки с опорными поверх-
ностями осуществляется через жесткие одно-
сторонние связи, устанавливаемые в середи- 
не каждого участка. При этом принимается, что 
усилия iz  в связях Б. Н. Жемочкина вызыва- 

ют равномерное распределение контактных 
напряжений по участку. В середине пролета 
балки вводится условное защемление, препят-
ствующее вертикальному перемещению 0u  и 

угловым перемещениям ,x  y  относительно 

осей X и Y соответственно. Полученная статиче-
ски неопределимая система считается сме- 
шанным методом строительной механики, где  
за основные неизвестные принимаются усилия zi 
в связях Б. Н. Жемочкина и перемещения во вве-
денном защемлении 0 ,u  ,x  .y  Результатом 

расчета данной статически неопределимой си-
стемы являются усилия в связях Б. Н. Жемочкина 
и реальные перемещения во введенном защемле-
нии, а именно вертикальное перемещение и два 
угла поворота относительно осей X и Y. 

 

       

 

Рис. 1. Варианты свободного опирания балки  
на упругие четвертьпространство и 1/8 пространства:  

1 – балка; 2 – четвертьпространство;  
3 – 1/8 пространства 

 

Fig. 1. Options for free support of beam  
on elastic quarter space and 1/8 space: 1 – beam;  

2 – quarter space; 3 – 1/8 space 
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Рис. 2. Расчетная схема балки 

 

Fig. 2. Design scheme of beam 

 
По расчетной схеме составляется система 

линейных алгебраических уравнений (1) [5, 8] 
смешанного метода строительной механики [2], 
в матричной записи имеющая вид: 
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y   – вектор-столбец неизвестных; n  – коли-

чество участков Б. Н. Жемочкина на контакт-

ной (опорной) площадке; 
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R

 
 

  
 
 

 – столбец 

свободных членов; ,l i j     , ,r i j      – 

матрицы коэффициентов (перемещения точек i 
уста-новки связей Б. Н. Жемочкина от действия 
единичной силы в точке j) при неизвестных ле-

вой и правой опорных площадках; ,l i j      , 

,r i j       – матрицы коэффициентов (пере-

мещения точек i установки связей Б. Н. Жемоч-
кина от действия единичного перемещения j во 
введенном защемлении) для левой и правой 

площадок опирания соответственно; ,l i jR r    , 

,r i jR r     – то же коэффициентов (реакции i во 

введенном защемлении от единичного усилия  
в связи j Б. Н. Жемочкина) для левой и правой 
площадок опирания; , ,F l  ,F r  – то же пере-

мещений точек установки связей Б. Н. Жемоч-
кина от действия внешней нагрузки F на балку 
для левой и правой площадок опирания; FR  – 
матрица реакций во введенном защемлении от 
действующей на балку внешней нагрузки F. 

Коэффициенты при неизвестных ,i j  в урав-

нениях системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ) определяются по формуле 

 

, , , ,i j i j i jW V                          (2) 
 

где ,i jW  – вертикальное перемещение точки i 

срединной плоскости балки от действия еди-
ничной силы, приложенной в точке j; ,i jV  – 

вертикальное перемещение точки i поверхно-
сти упругого основания от действия единичной 
силы, приложенной в точке j. 

Перемещения ,i jW  определяются извест- 

ными методами строительной механики [8]. 
Перемещения поверхности упругого основа- 
ния ,i jV  зависят от модели упругого основания,  

и для четвертьпространства они вычисляются 
по формуле, полученной в [9], а для 1/8 про-
странства – в [10]. 

Решается система линейных алгебраиче- 
ских уравнений (1) размерностью (2 3)n   [11], 

в результате чего находятся неизвестные уси-
лия iz  в связях Б. Н. Жемочкина, распределяя 

которые по соответствующему участку, полу-
чаем аппроксимирующую поверхность кон-
тактных напряжений в местах опирания балки. 
Однако следует учесть, что связи работают 
только  на  сжатие  (допущение  об  односторон- 
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ности связей Б. Н. Жемочкина). Появившиеся  
в результате решения СЛАУ отрицательные  
(т. е. растягивающие) усилия в связях Б. Н. Же- 
мочкина необходимо удалить из расчетной 
схемы, заново сформировать СЛАУ и ее ре-
шить. И так далее. Итерационный процесс счи-
тается завершенным, когда на границе области 
контакта реактивные давления тождественно 
равны нулю и в оставшихся связях Б. Н. Же-
мочкина возникают только усилия сжатия. Из-
менения в расчетной схеме рассматриваемых 
контактных задач свидетельствуют об их кон-
структивной нелинейности. Необходимо отме-
тить, что алгоритм удаления «растянутых» свя-
зей Б. Н. Жемочкина для рассматриваемых 
контактных задач строится таким образом, что 
на каждой итерации удаляются сразу все «рас-
тянутые» связи левой и правой контактной 
площадки. Такая реализация итерационного 
алгоритма обладает достаточно высокой быст-
ротой (порядка 3–5 итераций) для данной жест-
кости контактирующих тел. 

 
Численные результаты 
 
Для всех задач в качестве изгибаемого балоч-

ного элемента принята железобетонная балка 
конструктивной длиной 5,96 м и шириной 0,2 м, 
модуль упругости бетона балки bE  30 ГПа. 
Размеры площадок опирания на левой и правой 
опорах 0,2 0,2  м. Балка загружена в середине 
пролета сосредоточенной силой 50F   кН. 

1. Для первого варианта опирания, когда 
балка с обеих сторон опирается на четверть- 

пространства, принимаем следующие значения 
модуля деформации и коэффициента Пуассо- 
на упругих оснований: 1 29E   ГПа, 1 0,2  , 

2 2,25E   ГПа, 2 0,25  . 
На рис. 3 построены изолинии контактных 

напряжений для левой и правой контактных 
площадок балки. Полученное решение обладает 
рядом особенностей: 

– на левой площадке, где балка опирается на 
более жесткое основание, она в процессе своего 
изгиба отрывается от опорной поверхности  
и опирание сводится по первому ряду связей  
Б. Н. Жемочкина; 

– на правой площадке, где балка опирается 
на менее жесткое основание, она также отрыва-
ется от опорной поверхности, но при этом зона 
опирания имеет конечные размеры; 

– геометрически симметричное опирание  
и загружение балки вызывают несимметрич- 
ное распределение контактных напряжений на 
левой и правой опорных площадках балки.  
При этом опорные реакции, как равнодейству-
ющие контактных напряжений, не равны меж-
ду собой 25,092 кН 24,908 кН,L RR R    как 
и значения координат точек их приложения 
2,79 м 2,81052 м.  

На первый взгляд, результат ожидаемый, 
так как на левой и правой опорных площадках 
фактические области контакта имеют разные 
размеры, однако подобные результаты обнару-
живаются и при отсутствии всякого отрыва  
на опорных площадках, когда рассматривается 
опирание бесконечно жесткой балки (рис. 4). 

 

 

Рис. 3. Изолинии контактных напряжений на левой и правой контактных площадках балки  
при ее опирании на четвертьпространства различных механических характеристик 

 

Fig. 3. Isolines of contact stresses on left and right contact pads of beam when it rests on quarter space  
of various mechanical characteristics 
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Рис. 4. Изолинии контактных напряжений на левой и правой контактных площадках жесткой балки  
при ее опирании на четвертьпространства различных механических характеристик 

 

Fig. 4. Isolines of contact stresses on left and right contact pads of rigid beam  
when it rests on quarter space of various mechanical characteristics 

 

То есть система, обладающая полной сим-
метрией, имеет разные по значению и точ- 
ке приложения реакции, зависящие от соот- 
ношения жесткостей опорных поверхностей. 
При этом условия равновесия балки не нару-
шаются. 

Представленное решение подтверждает из-
вестный факт, что в статически неопределимой 
системе более жесткие элементы воспринима-
ют большие усилия [8]. 

Введя коэффициент соотношения жестко-
стей упругих оснований , получим зависи-
мость опорных реакций от  (рис. 5) 
 

 
 

2
1 2

2
2 1

1

1

E

E

 
 

 
,                       (3) 

 

где 1E , 1  – модуль деформации и коэффици-

ент Пуассона левой опоры балки; 2E , 2  – то 
же правой опоры балки. 

При значении коэффициента 1  , что со-
ответствует равным механическим характери-
стикам опорных конструкций, опорные реак-
ции равны между собой и принимают значение 
половины действующей нагрузки. С измене- 
нием  контактные напряжения на опорных 
площадках балки распределяются таким обра-
зом, что большие опорные реакции возника- 
ют в более жесткой опоре. При этом равно- 
весие балки не нарушается и left rightR R   

= const = F.  
 

 

Рис. 5. Зависимость опорных реакций в опорах балки  
от соотношения жесткостей опорных конструкций:  

Rleft – опорная реакция на левой контактной площадке;  
Rright – то же на правой контактной площадке 

 

Fig. 5. Dependence of support reactions in beam nodes  
on ratio of support structure rigidity:  
Rleft – support reaction on left pad;  

Rright – support reaction of right node 
 

2. Рассмотрим второй вариант опирания, ко-
гда балка слева и справа опирается на края 
упругих 1/8 пространства (рис. 1). Для большей 
наглядности полученного решения характе- 
ристики упругих оснований берем прежними,  
а балку – бесконечно жесткую. 

Представленное на рис. 6 решение имеет 
также ряд особенностей: 

– геометрически симметричное опирание и 
загружение жесткой балки не вызывает ее от-
рыва от опорных поверхностей и опорные ре-
акции не равны между собой; 
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– помимо различных реакций деформирова-
ние балки сопровождается появлением по ее 
длине постоянного крутящего момента, т. е. 
балка, в конечном счете, работает на попереч-
ный изгиб с кручением. При этом равновесие 
балки не нарушается. 

3. В третьем варианте жесткую балку сво-
бодно опираем слева на 1/8 пространства и 
справа на четвертьпространство (рис. 1). В дан-
ном случае упругие основания примем с рав-
ными механическими характеристиками Е1 =  
= Е2 = 2,25 ГПа, 1 = 2 = 0,25. На рис. 7 пред-
ставлено распределение контактных напряже-
ний на опорных площадках балки.  

Картина распределения контактных на- 
пряжений на левой и правой опорных пло-
щадках (рис. 7) показывает, что жесткая бал-
ка не отрывается от опорных поверхностей, 
значения опорных реакций не равны между 
собой. При этом точки приложения реак- 
ций расположены по разные стороны от про-
дольной оси балки, что вызывает появление 
постоянного по ее длине крутящего момен- 
та, т. е. в данном варианте опирания балка 
также работает на поперечный изгиб с круче-
нием. 

 

 

Рис. 6. Изолинии контактных напряжений на левой и правой опорных площадках жесткой балки  
при ее опирании на 1/8 пространства различных механических характеристик 

 

Fig. 6. Isolines of contact stresses on left and right support pads of rigid beam  
when it is supported on 1/8 of space of various mechanical characteristics 

 

 

Рис. 7. Изолинии контактных напряжений на левой и правой опорах жесткой балки  
при ее опирании на 1/8 пространства (слева) и четвертьпространство (справа) одинаковых механических характеристик 

 

Fig. 7. Isolines of contact stresses on left and right support of rigid beam  
when it is supported on 1/8 space (left) and quarter space (right) of the same mechanical characteristics 
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Сопоставим зависимости опорных реак- 
ций балки при различных соотношениях меха-
нических характеристик опорных поверхно- 
стей (рис. 8). 

 

 

Рис. 8. Зависимость опорных реакций балки  
от соотношения жесткостей опорных конструкций:  
L0,25–0,25, R0,25–0,25 – опорные реакции левой и правой 

 контактных площадок соответственно при опирании  
на четвертьпространства; L0,125–0,125, R0,125–0,125 – то же  

при опирании на края 1/8 пространства;  
L0,125–0,25, R0,125–0,25 – опорные реакции левой и правой  

контактных площадок при опирании слева  
на 1/8 пространства и справа на четвертьпространство 

 

Fig. 8. Dependence of support reactions of beam  
on ratio of supporting structure stiffness:  

L0,25–0,25, R0,25–0,25 – support reactions of  left and right contact 
pads, respectively, when supported by quarter of space;  

L0,125–0,125, R0,125–0,125 – support reactions of left and right con-
tact pads, respectively, when resting on edges of 1/8 space; 

L0,125–0,25, R0,125–0,25– support reactions of left and right  
contact pads, respectively, when supported on left by 1/8  

of space and on right by quarter of space 

 
Представленные на рис. 8 зависимости имеют 

следующие свойства: 
– при увеличении коэффициента (3), что со-

ответствует повышению жесткости левого ос-
нования относительно правого, опорная реак-
ция на левой опоре имеет большее значение, 
чем на правой (т. е. более жесткое основание 
воспринимает большую нагрузку); 

– опирание балки на основания одного вида 
(четвертьпространство – четвертьпространство, 
1/8 пространства – 1/8 пространства) с равны- 
ми механическими характеристиками вызывает 
симметричные по величине и точке приложе-
ния опорные реакции; 

– градиент изменения опорных реакций для 
второго варианта опирания имеет наибольшее 
значение по сравнению с градиентами опорных 
реакций других вариантов; 

– для третьего варианта опирания, когда 
слева 1/8 пространства и справа четвертьпро-
странство, при равных механических характе-
ристиках значения опорных реакций и точек их 
приложения не совпадают за счет разного ха-
рактера деформирования упругих оснований.  
В данном случае графики зависимости опорных 
реакций левой и правой контактных площадок 
имеют точку пересечения, что позволяет найти 
такое значение коэффициента , при котором 
опорные реакции левой и правой контактных 
площадок будут иметь одинаковые значения. 

Поскольку во втором и третьем вариантах 
опирания по длине балки возникает посто- 
янный крутящий момент, на рис. 9 показаны 
зависимости крутящего момента от коэффи- 
циента . 

 

 

Рис. 9. Зависимость крутящего момента от соотношения 
жесткостей опорных конструкций: 1 – балка опирается  
на октанты пространства; 2 – балка слева опирается  

на октант пространства и справа на четвертьпространство 
 

Fig. 9. Dependence of torque on ratio  
of supporting structure stiffness: 1 – beam rests  

on space octants; 2 – beam on left rests on octant of space  
and on right it rests on quarter space 

 
Из рис. 9 видно, что увеличение коэффи- 

циента   для случая опирания на октанты про-
странства приводит к повышению крутящего 
момента и последующему стремлению к не- 
которому постоянному значению (кривая 1). 
Для третьего варианта опирания (кривая 2) зна-
чение крутящего момента уменьшается с уве-
личением жесткости более податливого осно-
вания (1/8 пространства). 

 
ВЫВОДЫ 
 

1. Установлено, что значения опорных реак- 
ций, как равнодействующих контактных на- 
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пряжений, для свободно опертых балок зависят 
не только от характера приложения, вида и зна-
чений прикладываемых нагрузок, но и от соот-
ношения жесткостей и принятых моделей упру-
гого основания. 

2. Показано, что возникающие несиммет-
ричные опорные реакции при симметричном 
приложении внешней нагрузки распределяются 
таким образом, что большее из них значение 
воспринимается более жестким основанием. 

3. Свободное опирание балки одновременно 
на 1/8 пространства и четвертьпространство,  
а также при опирании с двух сторон на 1/8 про-
странства с разными механическими характе-
ристиками вызывает по всей ее длине появле-
ние постоянного крутящего момента. Балка, 
таким образом, работает на поперечный изгиб  
с кручением. 
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