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Реферат. Предлагаемая статья является продолжением представленной ранее публикации автора в развитие теории 
и методики расчета гибких ортотропных железобетонных плит на упругом основании с учетом физической нелиней-
ности материала плит. В статье приводятся численные результаты упругого и нелинейного расчетов изолированной 
прямоугольной ортотропной плиты на упругом основании (под действием внешней статической нагрузки с учетом 
собственного веса железобетонной плиты), моделируемом упругим однородным изотропным слоем, жестко соеди-
ненным с недеформируемым основанием. В расчете исследуемой конструкции учитывалось изменение ее жесткости 
в момент трещинообразования и дальнейшего активного раскрытия трещин. Расчет гибкой ортотропной плиты на 
упругом основании в нелинейной постановке выполнялся итерационным путем методом Б. Н. Жемочкина. Для опре-
деления коэффициентов канонических уравнений и свободных членов был использован смешанный метод строи-
тельной механики. На первой итерации железобетонная плита рассчитывалась как линейно-упругая, однородная и 
ортотропная, на последующих – как линейно-упругая, неоднородная и ортотропная на каждом участке Жемочкина. 
Прогибы плиты с защемленной нормалью в основной системе смешанного метода от действия сосредоточенной силы 
определялись методом Ритца при представлении прогибов в виде степенного полинома в новом оригинальном выра-
жении, которое автор предложил впервые в части 1 статьи. Алгоритм решения реализован при помощи компьютер-
ной программы Wolfram Mathematica 11.3. Приведены численные и графические результаты упругого и нелинейного 
расчетов осадок дорожной железобетонной плиты, контактных напряжений и эпюры изгибающих моментов в плите. 
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Improvement of Calculation Technique for Flexible Orthotropic Plates 
on Elastic Base 

Part 2. Calculation Results 
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Abstract. The proposed paper is a continuation of the author's theoretical work presented earlier in the development of the 
theory and methodology for calculating flexible orthotropic reinforced concrete plates on an elastic foundation, taking into 
account the physical nonlinearity of the plate material. The paper presents numerical results of elastic and nonlinear calcula-
tions of an isolated rectangular orthotropic plate on an elastic foundation, modeled by an elastic homogeneous isotropic layer 
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rigidly connected to a non-deformable foundation under the action of an external static load, taking into account the  
own weight of the reinforced concrete plate.  The change in its stiffness at the time of cracking and further active opening  
of cracks has been taken into account in the calculation of the structure under study. The nonlinear calculation of the studied 
structure takes into account the change in its rigidity at the time of cracking and further active crack opening. The calculation 
of a flexible orthotropic plate on an elastic foundation in a nonlinear formulation is performed iteratively by the method  
of B. N. Zhemochkin. A mixed method of structural mechanics has been used to determine the coefficients of canonical equa-
tions and free terms. At the first iteration, the reinforced concrete plate is calculated as linearly elastic, homogeneous,  
and orthotropic; at the subsequent ones – as linearly elastic, inhomogeneous, and orthotropic at each Zhemochkin site. Camber 
plates with a clamped normal in the primary system of mixed method due to the action of a concentrated force are determined 
by the Ritz method when the deflections were represented as a power polynomial in a new original expression that has been 
proposed for the first time in the Part 1 of the paper. The solution algorithm has been implemented using the Wolfram Ma- 
thematica 11.3 computer program. Numerical and graphical results of elastic and non-linear calculations of sediment concrete 
road plate, contact stresses and bending moment diagrams on the plate are presented in the paper. 

Keywords: flexible orthotropic reinforced concrete plate, Zhemochkin's method, elastic layer, nonlinear calculation, “stiff-
ness – curvature” dependence, Ritz method, cracking, reinforced concrete road plate, settlements, contact stresses, bending 
moments 
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Общая постановка задач расчета  
ортотропных плит на упругом основании 
и алгоритм их расчета  
с учетом трещинообразования 

В предлагаемой статье, являющейся про-
должением представленной ранее публикации 
автора [1] в развитие теории и методики расче-
та гибких ортотропных плит на упругом осно-
вании с учетом физической нелинейности ма-
териала плит, рассматривается прямоугольная 
железобетонная плита под действием стати- 
ческой поверхностной нагрузки ([1], рис. 4). 
При моделировании основание заменялось упру- 
гим изотропным слоем, соединенным жестко 
с несжимаемым слоем. Принимались следую-
щие гипотезы и допущения: 

– в контактной зоне отсутствуют касатель-
ные напряжения; 

– для гибкой плиты справедливы гипотезы
технической теории изгиба [2]. 

Расчет прямоугольной ортотропной плиты 
автор предлагает вести смешанным методом 
строительной механики [3] с использованием 
способа Б. Н. Жемочкина [4], приняв за неиз-
вестные силы в вертикальных связях Жемочки-
на, а также два угловых и линейное перемеще-
ния введенного защемления нормали в центре 
плиты. Для описания контакта плиты с упругим 
основанием после того, как плита разбивается 
на одинаковые прямоугольные участки разме-
рами ∆x×∆y, в центре каждого участка разме-
щается вертикальная связь. Считается, что уси-
лие в связи вызывает равномерное распределе-

ние контактных напряжений при определении 
перемещений центра участка. 

Для сформулированной в [1] задачи в нели-
нейной постановке, т. е. с учетом трещинообра-
зования в железобетонной плите со слабо вы-
раженной ортотропией, предлагается итераци-
онный алгоритм способа Б. Н. Жемочкина 
с использованием зависимости «жесткость – 
кривизна» [5]. На первой итерации плита рас-
считывается как линейно-упругая, ортотропная 
и однородная [1], на последующих – как ли-
нейно-упругая, ортотропная и неоднородная на 
каждом участке Жемочкина. Вертикальные пе-
ремещения поверхности упругого слоя от со-
средоточенной силы P определены из соотно-
шения, приведенного в статье С. В. Босако- 
ва [6], и представлены в теоретической части 
данной публикации. Прогибы плиты с защем-
ленной нормалью в основной системе сме- 
шанного метода от действия сосредоточенной 
силы ([1], рис. 5) определены методом Рит- 
ца [7] при представлении прогибов в виде сте-
пенного полинома в новом оригинальном вы-
ражении, которое впервые предложено в [1].  

Функционал полной энергии гибкой желе-
зобетонной пластинки с защемленной нор- 
малью определен как квадратичная функция 
коэффициентов Ai,k [1], что позволяет из систе-
мы линейных алгебраических уравнений найти 
эти коэффициенты и таким образом вычис- 
лить прогибы плиты с защемленной нормалью. 
Так формируется система уравнений способа 
Жемочкина на каждой итерации.  
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Последовательность нелинейного расчета 
в соответствии с требованиями  
нормативных документов 

Значения нелинейных жесткостей железо- 
бетонных элементов следует устанавливать 
в зависимости от стадии расчета, требований 
к расчету и характера напряженно-деформиро- 
ванного состояния элемента. На первой стадии 
расчета конструктивной системы, характеризу-
емой тем, что армирование железобетонных 
элементов неизвестно, нелинейную работу эле-
ментов рекомендуется учитывать путем пони-
жения их жесткостей с помощью условных 
обобщенных коэффициентов ([8], п. 6.2.5). 
На последующих стадиях расчета конструктив-
ной системы, когда известно армирование 
железобетонных элементов, в расчет следует 
вводить уточненные значения жесткостей эле- 
ментов, определяемые с учетом армирования, 
образования трещин и развития неупругих де-
формаций в бетоне и арматуре согласно указа-
ниям действующих нормативов по проектиро-
ванию железобетонных конструкций ([9], гла- 
вы 5.3, 5.4, п. 5.5.3). 

В [10] моделирование железобетонной пли-
ты в линейной постановке выполняется для 
решения задач, характеризующих работу мате-
риала такой несущей конструкции до достиже-
ния предела упругости (величина напряжений, 
при которых не возникает остаточных дефор-
маций), а также в качестве первой стадии рас-
чета с целью получения данных для дальней-
шего нелинейного расчета. Неупругую работу 
(физическую нелинейность) рекомендуется 
учитывать косвенно с помощью пониженных 
значений модуля упругости материалов в соот-
ветствии с СП 52-103–2007 [8]. Модуль упруго-
сти для конечного элемента (КЭ) плит прини- 
мается пониженным с коэффициентом 0,3 (0,2), 
учитывающим ползучесть бетона и нали- 
чие трещин. Следует отметить, что в модуле 
упругости при построении точки 3 (рис. 1) на 
диаграммах «момент – кривизна», «жесткость –
 кривизна» по В. И. Соломину [5] для элемен- 
та прямоугольного сечения из бетона клас- 
са С20/25 (В25) использовался понижающий 
коэффициент 0,3, точки 4 – 0,2, что отражено 
на рис. 1. 

а 
 М, кН⋅м 

 0 χ1χ2  2      4       6      8   χ3  10  χ ⋅ 103, м–1 

  b       с 
   B, МПа⋅м4 B, МПа⋅м4 

  0    80  160 М, кН⋅м   0     2    4     6    8    10  χ ⋅ 103, м–1 

Рис. 1. Зависимости кривизны элемента балки (а) 
и коэффициента жесткости (b) от момента,  

жесткости от кривизны (с) 
Fig. 1. Dependences of curvature of beam element (a) 

and stiffness coefficient (b) on the moment,  
of stiffness on curvature (c) 

Построение диаграммы  
«жесткость – кривизна» для плиты 
и ее упругий расчет 

При нахождении переменной (секущей) 
жесткости плиты для участка Жемочкина на 
каждой итерации используется зависимость 
«жесткость – кривизна» (рис. 2) в направлени- 
ях Х, Y. Зависимость «жесткость – кривизна», 
согласно [5], построена по изложенной выше 
методике, отраженной в [8–10], с использова-
нием приведенной цилиндрической жесткости 
плиты по направлению осей ортотропии.  
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Рис. 2. Зависимость «жесткость – кривизна» по [5] 
Fig. 2. Dependence “stiffness – curvature” according to [5] 

Упругий расчет выполняли для дорожной 
железобетонной плиты размерами 4×3×0,14 м 
из тяжелого бетона класса C20/25 с упругими 
характеристиками: модуль деформации бето- 
на Eб = 29,05 МПа, коэффициент Пуассо- 
на νб = 0,17. Плита находилась на упругом изо-
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тропном слое мощностью (толщиной) H = 7 м, 
жестко соединенном с недеформируемым осно-
ванием. Параметры упругого слоя: E0 = 20 кПа, 
ν0 = 0,33. Внешняя нагрузка от колеса Q = 65 кН 
распределялась по площади 0,4×0,4 м и была 
приложена в центре плиты. В расчете учиты-
вался собственный вес плиты q = 3,5 кН/м2. 

Начальная цилиндрическая жесткость орто-
тропной плиты: 

– в плоскости YOZ

( )
3

б
2
б

(0) (0) )

6

2

0

3

( 0,14
12 1 ν

29,05 10 0,14 6840,46 кН м;
12(1 0,17 )

х x хD В EJ E
=

⋅
=

−

⋅ ⋅
= =

=

⋅
−

=

– в плоскости XOZ
(0) (0) (0) (0)1,15

1,15 6840,46 7866,56 кН м.
y y y xD В EJ EJ

=

= =

= ⋅ ⋅

= =

Начальная жесткость кручения гибкой пли-
ты, формула которой приведена в [1], после вы- 
числений получается 

(0) (0) (0)

2
0,17 0,17 6840,46 7866,56

2
1247,05 кН м.

x y
k х yD D D

ν + ν
= =

+
= ⋅ =

= ⋅
 

Для анализа параметров напряженно-дефор- 
мированного состояния по формуле из [11] 
определяли показатель гибкости изолирован-
ной плиты конечных размеров a и b 

( )
3

0
2
0 б

,
1 ν

E а
ЕJ

π
β =

−
                  (1) 

где Е0, ν0 – упругие параметры изотропного 
слоя; EJб – цилиндрическая жесткость плиты. 

После подстановки параметров плиты и 
упругого основания в (1) получили следующее 
значение показателя гибкости, которое свиде-
тельствует о том, что в данной задаче рассчи-
тываются именно гибкие плиты: 

( )
6 3

2 3

3,14 20 10 1,5 34,789.
1 0,33 6840,46 10

⋅ ⋅ ⋅
β = =

− ⋅
 

На рис. 3, 4 в изолиниях для демонстратив-
ности построены: эпюры осадок дорожной же-
лезобетонной плиты по методике расчета орто-
тропных плит, приведенной выше, и контакт-
ных напряжений в зоне взаимодействия плиты 
с упругим основанием, моделируемым упругим 
изотропным слоем. Наибольшие значения полу-
чены в центре тяжести плиты, где приложена 
сосредоточенная сила от колеса машины: осад-
ки плиты wmax = 0,0012558 м; контактные 
напряжения Pmax = 10,38 кПа. 

На рис. 5, 6 построены эпюры изгибающих 
моментов My, Mx (упругий расчет) в изолиниях, 
которые симметричны относительно осей изги-
ба и в полной мере подтверждают наличие гео-
метрической ортотропии в дорожных плитах. 

–1,0 –0,5     0         0,5   1,0      –1,0          –0,5             0              0,5           1,0
 

Рис. 3. Эпюры осадок, м, дорожной  
железобетонной плиты (упругий расчет) 
Fig. 3. Diagrams of precipitation, m, of road 
reinforced concrete slab (elastic calculation) 

 

Рис. 4. Эпюры контактных напряжений, кПа 
(упругий расчет) 

Fig. 4. Diagrams of contact voltages, kPa 
(elastic calculation) 
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–1,0 –0,5     0         0,5   1,0 –1,0 –0,5      0       0,5   1,0
Рис. 5. Эпюры изгибающих моментов My, кН, 

железобетонной плиты (упругий расчет) 
Fig. 5. Diagrams of bending moments My, kN,  
of reinforced concrete slab (elastic calculation) 

Рис. 6. Эпюры изгибающих моментов Mх, кН, 
железобетонной плиты (упругий расчет) 

Fig. 6. Diagrams of bending moments Mx, kN,  
of reinforced concrete slab (elastic calculation) 

Нелинейный расчет 

На рис. 7, 8 приведены результаты нели-
нейного расчета (3-я итерация): эпюры осадок 
дорожной железобетонной плиты и контакт-
ных напряжений. Наибольшие значения при 
упругом расчете получены в центре тяжести 
плиты, где приложена сосредоточенная сила 
от колеса машины: осадки плиты wmax = 
= 0,0012582 м; контактные напряжения Pmax = 
= 10,43 кПа. 

На рис. 9, 10 построены эпюры изгибающих 
моментов My, Mx (3-я итерация) в изолиниях, 

которые почти симметричны относительно 
осей изгиба. 

Сопоставление результатов упругого и не-
линейного расчетов (3-я итерация) проводилось 
для осадок ортотропной плиты и контактных 
напряжений в зоне взаимодействия плиты с 
упругим основанием. На рис. 11 показано гра-
фическое сравнение эпюр осадок железобетон-
ной плиты между упругим и нелинейным 
решением (3-я итерация), которое свидетель-
ствует о практически полном совпадении ре-
зультатов при незначительном их увеличении 
с учетом переменной кривизны и жесткости. 
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Рис. 7. Эпюры осадок, м,  
дорожной железобетонной плиты (3-я итерация) 

Fig. 7. Diagrams of precipitation, m,  
of road reinforced concrete slab (3rd iteration) 

Рис. 8. Эпюры контактных напряжений, кПа 
(3-я итерация) 

Fig. 8. Diagrams of contact voltages, kPa 
(3rd iteration) 
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Рис. 9. Эпюры изгибающих моментов  
железобетонной плиты My, кН (3-я итерация) 

Fig. 9. Diagrams of bending moments  
of reinforced concrete slab My, kN (3rd iteration) 

Рис. 10. Эпюры моментов железобетонной 
плиты Mх, кН (3-я итерация) 

Fig. 10. Diagrams of moments of reinforced 
concrete slab Mx, kN (3rd iteration) 

Осадки плиты, м 

Рис. 11. Осадки дорожной железобетонной плиты:  
красный цвет – упругое решение; синий цвет – 3-я итерация 

Fig. 11. Precipitation of road reinforced concrete slab: 
red color – elastic solution; blue color – 3rd iteration 

Контактное напряжение, кПа 

Рис. 12. Контактные напряжения: красный цвет – упругое 
решение; зеленый цвет – 3-я итерация 

Fig. 12. Contact stresses: red color – elastic solution; 
green color – 3rd iteration 

На рис. 12 приведено графическое сравне-
ние эпюр контактных напряжений в зоне взаи-
модействия между упругим и нелинейным ре-
шением (3-я итерация), которое свидетельст- 
вует о практически полном совпадении резуль-
татов в центре плиты и небольшом (до 3 %) 
расхождении к краям плиты при учете пере-
менной кривизны и жесткости. 

ВЫВОДЫ 

1. Предложена в теоретическом развитии и
апробирована численно методика нелинейного 
итерационного расчета методом Б. Н. Жемоч-
кина железобетонной (гибкой) ортотропной 
плиты на упругом основании, моделируемом 
упругим слоем конечной толщины. В отличие 
от традиционных подходов в нелинейных рас-
четах, основанных на применении зависимости 
«момент – кривизна», автор статьи использо- 
вала зависимость «жесткость – кривизна», что 
сокращает объем вычислений. Исследования 
проводились в компьютерной программе Wolf-
ram Mathematica 11.3. Впервые предложено 
представление прогибов плиты с защемленной 
нормалью в основной системе смешанного ме-
тода от действия сосредоточенной силы опре-
делять методом Ритца в виде степенного поли-
нома в новом оригинальном выражении. 

2. Проведенный анализ показал, что учиты-
вать нелинейные свойства железобетона через 
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переменную кривизну гибкой плиты в каждом 
направлении возможно, и такой учет целесо- 
образен и существен в зоне активного трещи-
нообразования при больших остаточных де-
формациях (например, при увеличении эксп- 
луатационной нагрузки на дорожные или фун-
даментные плиты на порядок), а также при 
моделировании упругого основания с учетом 
его податливости и слоистости (через комбини-
рованные модели, например вместо однород-
ных). Таким образом, изучаемая отрасль иссле-
дований нелинейных задач требует дальнейшей 
разработки в плане как формирования общей 
методики решения данного вида задач, так и 
создания численных методов расчета.  
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