
Сivil and Industrial Engineering 

 191 Наука 
и техника. Т. 21, № 3 (2022) 
   Science and Technique. V. 21, No 3 (2022) 

С Т Р ОИ Т ЕЛЬ СТ В О   
 

С I V I L  A N D  I N D U S T R I A L  E N G I N E E R I N G  

https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-191-195 

УДК 539.3 

К уточнению решения о действии сосредоточенной силы 
на упругое четвертьпространство  
при произвольном коэффициенте Пуассона 
Докт. техн. наук, проф. С. В. Босаков1)

1)Белорусский национальный технический университет (Минск, Республика Беларусь)

 Белорусский национальный технический университет, 2022 
    Belarusian National Technical University, 2022 

Реферат. Ранее автором получено аналитическое решение для определения вертикальных перемещений грани одно-
родного изотропного четвертьпространства, на которую действует вертикальная сосредоточенная сила. Это выраже-
ние давало точное решение для определения вертикальных перемещений грани четвертьпространства из несжимае-
мого материала и приближенное – при коэффициенте Пуассона, отличном от 0,5. Позднее в опубликованной статье 
С. В. Босакова и П. Д. Скачека «Действие сосредоточенной силы на 1/8 однородного изотропного пространства» бы-
ло показано, что, комбинируя решения для определения вертикальных перемещений четвертьпространства и полу-
пространства от действия сосредоточенных сил, можно найти вертикальные перемещения для одной восьмой грани 
однородного изотропного пространства. Полученные выражения позволяют решать контактные задачи для некласси-
ческих областей в виде четвертьпространства и одной восьмой пространства. В настоящей статье автор приводит 
первое приближение для определения вертикальных перемещений грани четвертьпространства от действия верти-
кальной сосредоточенной силы, широко используя метод специальной аппроксимации, развитый в трудах В. М. Алек-
сандрова и позволяющий успешно вычислять несобственные интегралы. Построенные графики показывают близ- 
кие результаты при определении перемещений с коэффициентом Пуассона, отличном от 0,5 и равном 0,5. Следует 
отметить, что указанный в статье С. В. Босакова и П. Д. Скачека подход может быть успешно использован при опре-
делении всех перемещений граней одной восьмой грани однородного изотропного пространства от действия сосре- 
доточенных сил, касательных к грани четвертьпространства. Это даст возможность решать контактные задачи с уче-
том сил трения в контактной зоне балки или пластинки. 
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ная сила 
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to Elastic Quarter-Space for Arbitrary Poisson’s Ratio 
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Abstract. Previously, the author obtained an analytical solution for determining the vertical displacements of the homogene-
ous isotropic quarter-space face, which is affected by a vertical concentrated force. This expression gave an exact solution for 
determining the vertical displacements of a quarter-space face made of incompressible material and an approximate solution 
for a Poisson ratio different from 0.5. Later, in the published paper by S. V. Bosakov and P. D. Skachek “Action  
of Concentrated Force on 1/8 of Homogeneous Isotropic Space”, it was shown that by combining solutions for determining 
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the vertical displacements of a quarter-space and a half-space from the action of concentrated forces, one can find vertical 
displacements for  one-eighth face of a homogeneous isotropic space. The resulting expressions allow solving contact prob-
lems for non-classical domains in the form of a quarter of a space and one eighth of a space. Below, the author obtains the first 
approximation for displacements of a quarter-space face from the action of a vertical concentrated force. In this paper,  
the author gives the first approximation for determining the vertical displacements of a quarter-space face from the action of  
a vertical concentrated force, widely using the special approximation method developed in the works of V. M. Alexandrov 
and allowing to calculate successfully improper integrals. The constructed graphs show good results when determining  
displacements with a Poisson’s ratio different from 0.5 and equal to 0.5. It should be noted that the approach indicated in  
the paper by S. V. Bosakov and P. D. Skachek can be successfully used in determining all displacements of the faces of 
one-eighth face of a homogeneous isotropic sharpened forces tangent to the edge of a quarter-space and this will allow 
to solve contact problems taking into account friction forces in the contact zone of the beam or plate. 
Keywords: quarter-space, Poisson’s ratio, Boussinesq decision, displacements, concentrated force 
For citation: Bosakov S. V. (2022) To Clarify Decision on Action of  Concentrated Force to Elastic Quarter-Space for Arbi-
trary Poisson’s Ratio. Science and Technique. 21 (3), 191–195. https://doi.org/10.21122/2227-1031-2022-21-3-191-195 
(in Russian) 

В [1] на основании результатов Я. С. Уф-
лянда [2] получено точное выражение для оп-
ределения вертикальных перемещений грани 
упругого однородного изотропного четверть- 
пространства от действия сосредоточенной вер- 
тикальной силы в виде тройного несобственного 
интеграла. Надо отметить, что в научной литера-
туре это выражение носит название задачи Хете-
ни [3], который предложил вычислять ее мето- 
дом наложения решений для полупространства. 
В [4, 5] делались попытки упростить полученное 
выражение для перемещений при произвольном 
коэффициенте Пуассона при решении задач рас-
чета фундаментных конструкций на грунтовом 
основании вблизи откосов. Д. А. Пожарский [6] 
опубликовал монографию, где в интегральном 
виде приводятся формулы для перемещений гра-
ницы упругого четвертьпространства от различно 
приложенных внешних сил. 

Рассмотрим выражение для определения 
вертикальных перемещений грани упругого 
однородного изотропного четвертьпространст- 
ва от действия сосредоточенной вертикальной 
силы (рис. 1): 
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где Е, ν – модуль упругости и коэффициент 
Пуассона четвертьпространства; Kiτ(x) – функ-
ция Бесселя [7]. 
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Рис. 1. Действие сосредоточенной силы 
на четвертьпространство 

Fig. 1. Action of concentrated force 
on quarter-space 
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Выражения (2)–(4) получены исходя из 
асимптотических свойств функций на нуле 
и бесконечности. Точность принятой аппрок-
симации можно оценить по рис. 2, 3. 
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Рис. 2. Точность аппроксимации выражения (2) 

Fig. 2. Expression approximation accuracy (2) 

Подчеркнем, что наличие осциллирующих 
функций в (1) говорит о незначительном влия-
нии различий  в  значениях  точных и аппрокси- 

мирующих выражений в (2) и (3). Точность ап-
проксимации (4) рассмотрена в [8]. 
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Рис. 3. Точность аппроксимации выражения (3) 
Fig. 3. Expression approximation accuracy (3) 

Используя принятые аппроксимации и опус- 
кая промежуточные вычисления, получаем: 
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Далее  используем  формулы  интегра- 
лов [1, 8, 9]: 
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В итоге получаем выражение для вертикальных перемещений грани четвертьпространства от вер-
тикальной силы в следующем виде: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2
0 0 0 0 1

0 2 2 0 3
1 2 1 2

4
2 0 2 2 21 4

4 0 03 5 3 5
1 1 1 2 1 2

2 24 3 2 2 2 2 2 2 22
3 3

1

1 1 11 2 arctg
2

1 2 arctg 1 7 1
322

12 12 3 35

8

P a a A A R ara a a A
R R R RE ar

a A arR aar ar ara A a ar r z A
R R R R R Rar ar

R a a r ar r z r z a r z
a r

R

− ν + + + + + + + + ππ 

 +
+ − − + − + + − + ×  π π 

 
× +− − + + + + + 



+
( )

( )
3

2 2 2 1
5/ 2 7 arctg .

2 2
Ra ar r z

arar


− + + 



  (7) 

Первое слагаемое в полученном выражении 
для перемещений (7) – это известное решение 
Буссинеска [10] для упругого однородного изо-
тропного полупространства и является сингу-
лярным. Также можно заметить, что наиболь-
шее влияние на величины перемещений (7) 
учет коэффициента Пуассона оказывает вблизи 
ребра четвертьпространства, что подтверждают 
данные рис. 4, 5. 
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Рис. 4. Перемещения при ν = 0,5 (желтый цвет) 
и ν = 1/3 (синий цвет) вдоль оси z при r = a = 1 

Fig. 4. Movements at ν = 0.5 (yellow)  
and ν = 1/3 (blue) along axis z at r = a = 1 

В (7) перемещения ограничены на ребре 
четвертьпространства, на бесконечности стре-

мятся к нулю, как 1/R1. Полученные результаты 
также дают возможность уточнить формулу 
перемещений грани 1/8 однородного изотроп-
ного пространства, опубликованной в [9]. 
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Рис. 5. Перемещения при 1/R1 (желтый цвет) 
и ν = 1/3 (синий цвет) вдоль оси R при z = 0 

Fig. 5. Movements at 1/R1 (yellow)  
and ν = 1/3 (blue) along axis R at z = 0 

ВЫВОД 

Получено уточненное аналитическое выра-
жение для определения вертикальных переме-
щений грани упругого однородного изотропно-
го четвертьпространства от действия сосредо-
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точенной вертикальной силы, справедливое при 
любых значениях коэффициента Пуассона. 
Следует отметить, что указанный подход при 
определении перемещений может быть исполь-
зован в решении задачи о действии сосредото-
ченных сил, касательных к грани четвертьпро-
странства. Это позволит решать контактные 
задачи с учетом сил трения в контактной зоне 
балки или пластинки. Полученные результаты 
также дают возможность уточнить формулу 
для определения вертикальных перемещений 
грани одной восьмой однородного изотропного 
пространства, ранее опубликованной в статье 
С. В. Босакова  и  П. Д. Скачека  «Действие  со-
средоточенной силы на 1/8 однородного изо-
тропного пространства». 
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