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Реферат. В статье описана методика моделирования и оптимизации составных кольцевых ультразвуковых волново-
дов, состоящих из двух последовательно соединенных сегментов из различных материалов, с помощью метода ко-
нечных элементов. Обоснована возможность применения таких волноводов для усиления колебаний по амплитуде. 
Преимущество разработанной методики – возможность ее реализации с помощью стандартного программного обес-
печения, в частности COMSOL Multiphysics. Корректность и эффективность методики подтверждена путем сравне-
ния численных данных с результатами моделирования с помощью метода передаточных матриц с применением урав-
нений колебаний типа Эйлера – Бернулли и Тимошенко. Показано, что в составных кольцевых волноводах могут 
возникать собственные формы колебаний двух типов – знакопеременные и знакопостоянные, причем практический 
интерес для усиления колебаний по амплитуде представляют только знакопостоянные моды. Даны рекомендации  
по выбору оптимальных геометрических параметров волноводов, в частности показано, что для обеспечения мак- 
симального коэффициента усиления колебаний по амплитуде центральные углы сегментов волновода должны выби-
раться с учетом расчетной зависимости коэффициента усиления от угла, характеризующейся наличием нескольких 
локальных максимумов коэффициента усиления. Отмечено, что высокая точность существующих полуаналитических 
методов расчета и проектирования кольцевых волноводов достигается при использовании методов, основанных  
на применении уравнений колебаний типа Тимошенко. 
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Abstract. The paper describes a technique for modelling and optimization of ring-shaped compound ultrasonic waveguides 
consisting of two sequentially joined segments of different materials by means of finite elements method. The possibility 
 

Адрес для переписки 
Степаненко Дмитрий Александрович 
Белорусский национальный технический университет 
ул. Я. Коласа, 22, 
220013, г. Минск, Республика Беларусь 
Тел.: +375 17 293-91-01 
stepd@tut.by 

Address for correspondence 
Stepanenko Dmitry A. 
Belarusian National Technical University 
22, Ya. Kolasa str., 
220013, Minsk, Republic of Belarus 
Tel.: +375 17 293-91-01 
stepd@tut.by 

 



Deformation in Solid Mechanics  
 

 

        477 Наука 
и техника. Т. 20, № 6 (2021) 
   Science and Technique. V. 20, No 6 (2021) 

of using such waveguides for amplifying vibrations in amplitude has been justified in the paper. The advantage of the deve- 
loped technique consists in possibility of its realization by means of standard engineering software, particularly COMSOL 
Multiphysics. The correctness and efficiency of the technique is proved by comparing the numerical data with the simulation 
results by means of transfer matrix method using equations of vibration of Euler – Bernoulli and Timoshenko type. It is shown 
that in compound ring-shaped waveguides two kinds of vibration modes are possible – variable-sign and constant-sign, more-
over only constant-sign modes are of practical interest for amplification of vibration amplitude. Recommendations for  
selection of optimal geometric parameters of the waveguides are given, particularly it is shown that for ensuring maximum 
vibration amplification factor it is necessary to choose central angles of the waveguide segments with account for calculated 
dependence between amplification factor and angle, characterized by presence of several local maxima of the amplification 
factor. It is noted that the high accuracy of the existing semi-analytical methods for calculating and designing ring-shaped 
waveguides is achieved using methods based on the application of Timoshenko-type equations of vibration. 
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Введение 
 
Одним из способов усиления ультразвуковых 

колебаний по амплитуде является применение 
кольцевых волноводов с изменяющейся по длине 
окружности изгибной жесткостью EI (где E –  
модуль продольной упругости материала вол-
новода; I – осевой момент инерции поперечно-
го сечения волновода). Технически изменение 
изгибной жесткости может быть реализовано  
за счет геометрического профилирования вол-
новода [1–4] либо использования составных 
волноводов, состоящих из нескольких последо-
вательно соединенных сегментов, выполнен-
ных из материалов с существенно различаю-
щимися значениями модуля упругости E [4, 5]. 
По своему принципу действия составные коль-
цевые волноводы аналогичны составным 
стержневым волноводам, применяемым для 
усиления продольных ультразвуковых колеба-
ний [6, 7]. В случае кольцевого волновода про-
дольные колебания возбудителя, например 
стрежневого волновода, преобразуются в изгиб-
ные колебания, которые усиливаются кольце-
вым волноводом по амплитуде, а затем изгиб-
ные колебания трансформируются в продоль-
ные колебания инструмента, присоединенного 
к кольцевому волноводу в сечении, диамет-
рально противоположном по отношению к вход-
ному сечению.  

Для расчета эксплуатационных характери-
стик составных кольцевых волноводов могут 
использоваться полуаналитические методы ти-
па метода передаточных матриц [8, 9] и метода 
гармонического баланса. Также представляют 
интерес численные – наподобие метода конеч-
ных элементов (МКЭ), которые могут быть  
реализованы посредством стандартного инже-

нерного программного обеспечения. Модели-
рование с помощью МКЭ также является эф-
фективным средством проверки достоверности 
результатов, полученных с использованием по-
луаналитических методов. В статье рассматри-
ваются особенности моделирования состав- 
ных кольцевых ультразвуковых волноводов  
с помощью МКЭ с применением програм- 
мы COMSOL Multiphysics. Достоверность по-
лученных результатов подтверждается путем 
их сравнения с результатами расчета, выпол-
ненного методом передаточных матриц. 

 
Описание методики моделирования 
 

В программе COMSOL Multiphysics, с по-
мощью которой выполняли моделирование, 
изменения модуля упругости и плотности ма-
териала по длине окружности волновода опи-
сываются путем задания функций, матема- 
тически выражающих эти изменения, вместо 
обычно используемых постоянных свойств ма-
териала. Для этого в разделе Options  Con-
stants в виде таблицы задаются значения посто-
янных, используемых при моделировании: 
E1 = 2,1  1011 Па – модуль упругости материала 
входного сегмента волновода (материал – 
сталь); E2 = 1,3  1011 Па – модуль упругости 
материала выходного сегмента (материал – 
бронза); rho1 = 7800 кг/м3 – плотность материа-
ла входного сегмента; rho2 = 8300 кг/м3 – плот-
ность материала выходного сегмента; phi0 – 
половина центрального угла входного сегмен-
та; d – половина угловой ширины переходного 
слоя между входным и выходным сегментами 
(в расчете принято d = /32 рад = 5,625°).  

При моделировании предполагается, что 
технология соединения сегментов волновода 
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обеспечивает формирование между ними тон-
кого переходного слоя с непрерывным измене-
нием состава и физико-механических свойств 
(функционально-градиентного слоя). Примером 
подходящей технологии является диффузион-
ная сварка. Задание постоянных в виде таблицы 
обеспечивает параметризацию модели, позво-
ляющую исследовать влияние параметров ма-
териала на эксплуатационные характеристики 
волновода путем простого изменения их значе-
ний в таблице. Чтобы исключить рассмотрение 
внеплоскостных мод изгибных колебаний и 
антисимметричных мод, рассматривалась гео-
метрическая модель волновода в виде четверти 
кольца с наложением симметричных гранич-
ных условий на плоскости разреза. После по-
строения геометрической модели в разделе 
Physics  Subdomain Settings задавались сле-
дующие выражения для модуля упругости и 
плотности: 

 

1 ( 2 1) *flc2hs(atan 2( , )

/ 2 0, );

E E E y x

pi phi d

  
 

 

 

1 ( 2 1)* flc2hs(atan 2( , )

/ 2 0, ).

rho rho rho y x

pi phi d

  
 

 

 

Функция atan2(y, x) используется для опре-
деления угловой координаты точки (x, y) по ее 
декартовым координатам, а flc2hs(x, d) пред-
ставляет собой сглаженный аналог ступенчатой 
функции Хевисайда, имеющий непрерывную 
вторую производную и плавно возрастающий 
от 0 до 1 на интервале [–d; +d] [10, с. 150].  
При описании свойств материала обычной функ-
цией Хевисайда могут возникать проблемы со 
сходимостью МКЭ, обусловленные наличием  
у функции разрыва. Применение сглаженной 
функции Хевисайда хорошо согласуется с приня-
тым выше допущением о непрерывности измене-
ния физико-механических свойств материала  
в переходном слое между сегментами. Следует 
обратить внимание, что в конечно-элементной 
модели отсчет угловой координаты производится 
таким образом, что входному сечению волновода 
соответствует координата –90°, а выходному се-
чению – координата +90°. 

Для оптимизации волновода по коэффи- 
циенту усиления колебаний по амплитуде K =  
= ( 2) ( 2)w w   (где w() – амплитуда ради-

альной составляющей колебательного смеще-
ния) производилась параметрическая прогон- 

ка (Parametric Sweep) с варьированием цент- 
рального угла входного сегмента 2phi0 в диапа-
зоне от 6° до 174° с шагом 1°. Предельные зна-
чения центрального угла были выбраны таким 
образом, чтобы выполнялось неравенство 

 

2 0 .d phi d     
 

Для определения коэффициента усиления 
рассчитывались значения амплитуды радиаль-
ной составляющей колебательного смещения  
в точках 1 и 7, лежащих на образующей наруж-
ной цилиндрической поверхности волновода  
в его входном и выходном сечениях. Для этого 
в разделе Options  Integration Coupling Varia-
bles  Point Variables задавались две перемен-
ные w1 и w7 (в точках 1 и 7 соответственно), 
определяемые выражением 

 

with( , ) *cos(atan 2( , ))

with( , ) *sin(atan 2( , )),

num u y x

num v y x




 

 

где with(num, v) – функция, возвращающая зна-
чение переменной var для собственной формы 
колебаний с порядком num [10, с. 166]; u, v – 
принятые в COMSOL обозначения координат-
ных составляющих перемещения по координа-
там x и y в глобальной декартовой системе ко-
ординат xyz.  

Порядку num собственной формы придава-
лось значение, соответствующее знакопостоян-
ной моде колебаний (классификация собствен-
ных форм рассматривается далее в разделе «Ре-
зультаты моделирования и их обсуждение»). 

В разделе Solve  Parametric Sweep задава-
лись параметр прогонки phi0, диапазон и шаг его 
изменения )180/*174,180/,180/*6range( pipipi  

и переменные w1 и w7, подлежащие вычисле-
нию. Результаты записывались в текстовый 
файл с расширением .log, содержащий 4 столб-
ца числовых значений, соответствующих пере-
менным phi0, lambda (собственная частота  
колебаний), w1 и w7. Для каждого значения уг-
ла phi0 в файл записывалось 12 собствен- 
ных частот (значение, заданное в разделе Sol- 
ve  Solver Parameters в поле Desired number  
of eigenfrequencies – требуемое количество соб-
ственных частот), и поэтому столбцы, соответ-
ствующие переменным phi0, w1 и w7, содержа-
ли блоки из 12 последовательных повторяю-
щихся значений. После удаления из файла 
текстовых комментариев и изменения расши-
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рения на .prn результаты из файла импортиро-
вались в программу Mathcad для дальнейшей 
обработки и визуализации. 

 
Результаты моделирования  
и их обсуждение 
 

В качестве численного примера рассмотре-
но моделирование волновода с центральным 
углом входного сегмента 2phi0 = 187,2°, радиу-
сом средней линии R = 29 мм и толщиной в ра-
диальном направлении b = 2 мм. По результа-
там предшествующих исследований для дан-
ных значений R и b и заданных выше свойств 
материала достигается максимальное значение 
коэффициента усиления колебаний по ампли-
туде [9]. В результате моделирования установ-

лено наличие двух типов собственных форм 
колебаний составных кольцевых волноводов: 

1) знакопеременные собственные формы, 
визуально схожие с собственными формами 
изгибных колебаний однородных колец и ха-
рактеризующиеся наличием узлов амплиту- 
ды колебательных смещений (в качестве при-
мера на рис. 1a показана знакопеременная  
собственная форма, соответствующая часто- 
те 29,58 кГц); 

2) знакопостоянные собственные формы,  
не имеющие узлов амплитуды и являющиеся 
комбинацией изгибной деформации и дефор-
мации растяжения средней линии (в качестве 
примера на рис. 1b показана знакопостоян- 
ная собственная форма, соответствующая ча-
стоте 24,03 кГц). 

 

а 

 
 

b 

 
 

Рис. 1. Результаты расчета знакопеременной (а) и знакопостоянной (b) собственных форм колебаний 
 

Fig. 1. Calculation results of variable-sign (а) and constant-sign (b) of natural vibration shapes 
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На рис. 1 представлено распределение ам-
плитуды радиальной составляющей колеба-
тельного смещения, определяемой выражением 

 

*cos(atan 2( , )) *sin(atan 2( , )).u y x v y x  
 

Знакопеременным собственным формам со-
ответствуют близкие к единице значения коэф-
фициента усиления, и по этой причине они не 
представляют практического интереса с точки 
зрения их использования в ультразвуковой тех-
нике. Например, для собственной формы, пред-
ставленной на рис. 1a, коэффициент усиле- 
ния K = 1,08. Знакопостоянным собственным фор-
мам соответствуют более высокие значения ко-
эффициента усиления: например, для собствен-
ной формы, представленной на рис. 1b, K = 1,88. 
Вывод о наличии двух типов собственных форм 
колебаний согласуется с результатами, ранее по-
лученными Д. А. Степаненко и соавторами с по-
мощью метода передаточных матриц [8]. 

Собственная частота знакопостоянной мо- 
ды f = 24,03 кГц, определенная с помощью МКЭ,  
с высокой точностью совпадает со значени- 
ем f = 24,01 кГц, ранее полученным для волново-
да с теми же значениями параметров с помощью 
метода передаточных матриц [9]. Собственные 
формы колебаний, рассчитанные с использова-
нием МКЭ и метода передаточных матриц, 
имеют качественно сходную форму (рис. 2, кри-
вые 1, 2), однако метод передаточных матриц  
дает завышенные значения амплитуды (рис. 2, 
кривая 1). 

 

 
                                –50                     0                     50 

Угловая координата , град 
 

Рис. 2. Результаты расчета знакопостоянной моды 
f = 24,03 кГц 

 

Fig. 2. Calculation results for constant-sign mode  
f = 24.03 kHz 

 
Количественные различия между кривыми 1 

и 2 на рис. 2 объясняются тем, что кривая 1 по-
лучена на основе уравнений колебаний типа 

Эйлера – Бернулли. Более точными являются 
уравнения типа Тимошенко, дополнительно 
учитывающие такие факторы, как сдвиговая 
деформация и инерционный момент, связанный  
с вращением поперечного сечения. Как видно  
из рис. 2, при использовании уравнений колеба-
ний типа Тимошенко расчетные значения ампли-
туды (кривая 3) также оказываются несколько 
выше значений, определенных с помощью МКЭ, 
однако количественная ошибка определения ам-
плитуды снижается с 27,8 до 1,9 %. 

Путем обработки результатов параметриче-
ской прогонки с помощью программы Mathcad 
получена зависимость коэффициента усиле- 
ния колебаний по амплитуде K = w7/w1 от  
угла phi0, представленная на рис. 3. 
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Рис. 3. Зависимость коэффициента усиления колебаний K 
от половинного значения phi0 центрального угла  

входного сегмента волновода 
 

Fig. 3. Dependence of vibration amplification factor K  
on half value of phi0 of central angle in input segment  

of waveguide 
 

Зависимость на рис. 3 качественно согла- 
суется с зависимостью, ранее полученной с по-
мощью метода передаточных матриц [9]. Оба 
метода дают близкие по величине оптимальные 
значения угла phi0, при которых коэффициент 
усиления достигает максимума. При прибли-
жении phi0 к значениям 0° и 180° коэффициент 
усиления стремится к единице, что соответст- 
вует однородному кольцу. Отношения 2:5, 4:3  
и 6:1, указанные на рис. 3, представляют собой 
отношение n1:n2, где n1, n2 – число максиму- 
мов амплитуды для входного и выходного  
сегментов волновода соответственно: напри-
мер, для собственной формы, представленной 
на рис. 2, n1:n2 = 4:3. 

На практике рекомендуется выбирать зна-
чение центрального угла входного сегмента 
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волновода исходя из результатов расчета зави-
симости коэффициента усиления от угла таким 
образом, чтобы коэффициент усиления дости-
гал своих максимальных значений. Что касает-
ся совершенствования существующих полуана-
литических методов расчета и проектирования 
кольцевых волноводов, рекомендуется моди-
фицировать их на основе уравнений колебаний 
типа Тимошенко, что позволит повысить точ-
ность расчета собственных форм колебаний и 
точность определения коэффициента усиления. 

 
ВЫВОДЫ 

 

1. Разработана методика моделирования и 
оптимизации составных кольцевых ультразву-
ковых волноводов с помощью метода конечных 
элементов. 

2. На конкретном численном примере про-
веден сравнительный анализ данных, получен-
ных как с использованием метода конечных 
элементов, так и с помощью метода передаточ-
ных матриц, который подтвердил корректность 
и достоверность результатов. 

3. Сформулированы рекомендации по выбо-
ру оптимальных геометрических параметров 
составных кольцевых ультразвуковых волново-
дов и рекомендации по совершенствованию 
существующих полуаналитических методов их 
расчета и проектирования. 
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