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Реферат. Выполнены спектральный анализ сигналов различной природы, построение скалограммы сигнала с помо-
щью вейвлета Морле, модификация скалограммы для получения более информативного графического представления 
сигнала. Путем преобразования Фурье строится спектральный анализ сигнала. С помощью системы Mathematica раз-
работана модификация графического представления результата вейвлет-преобразования. Для этого использовалась 
вейвлет-скалограмма как двумерное представление исходного сигнала. На ней введена шкала для значения амплиту-
ды сигнала в зависимости от времени и периода ее составляющих компонентов. Такое графическое представление 
позволяет получить дополнительную информацию о динамических свойствах исходного сигнала. Разработана моди-
фикация представления скалограммы исходного сигнала для более полного спектрального анализа (определение пе-
риода составляющих компонент). Приведен пример использования модифицированной скалограммы для анализа 
сигнала, содержащего два импульса – звукового сигнала и белого шума. Базисным вейвлетом в этом случае является 
вейвлет Морле. Произведено сравнение скалограмм – полученной с помощью встроенной функции и модифициро-
ванной. Недостаток первой скалограммы – невозможность оценки периодичности сигнала, а ее достоинство – воз-
можность оценки локализации импульса. Для модифицированной скалограммы достоинством является оценка пери-
одичности сигнала, а недостатком – неточность определения диапазона локализации импульса. Для спектрального 
анализа в системе Mathematica рекомендуется использовать сочетание двух подходов (использование стандартной 
встроенной функции для определения локализации импульса) и модифицированной скалограммы (для определения 
периодов составляющих компонент). 
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Abstract. The purpose of this paper is a spectrum analysis of signals of various nature, construction of the signal scalogram 
using Morlet wavelet, modification of the scalogram to obtain a more informative graphic representation of the signal. Spec-
tral analysis of the signal is constructed by means of the Fourier transform. A modification of the graphical representation  
of the result of the wavelet transform has been developed with the help of  the Mathematica system. For this, a wavelet scalo-
gram has been used as a two-dimensional representation of the original signal. A scale has been introduced on it for the value 
of the signal amplitude depending on the time and period of its constituent components. This graphical representation allows 
us to obtain additional information about the dynamic properties of the original signal.  A modification of the representation  
of the original signal scalogram has been developed for a more complete spectrum analysis (determination of the period of  
the constituent components). The paper contains an example using a modified scalogram for the analysis of a signal  
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containing two pulses, an audio signal and white noise. The basic wavelet in this case is the Morlet wavelet. A comparison of 
the scalogram, obtained using the built-in function, and the modified scalogram has been made in the paper. The disadvantage 
of the first scalogram is the impossibility of assessing the frequency of the signal; its advantage is the ability to assess  
the localization of the pulse. For a modified scalogram, the advantage is the estimation of the signal periodicity, and the  
disadvantage is the inaccuracy in determining the range of pulse localization. For spectrum analysis in Mathematica, it is  
recommended to use a combination of two approaches (using a standard built-in function to determine the localization of the 
pulse) and a modified scalogram (to determine the periods of the constituent components). 
 

Keywords: Wolfram Mathematica, signal processing, Fourier transform, spectrum analysis, signal frequency, wavelet trans-
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Введение 
 
При обработке сигналов часто используется 

спектральный анализ, применяемый в задачах 
распознавания речи, обнаружения надводных 
кораблей и подводных лодок, в системах сжа-
тия полосы речевого сигнала, при получении 
информации о скорости цели в радиолокацион-
ных системах [1, 2]. Поэтому развитие данного 
направления является актуальным для различ-
ных областей науки и техники. В отечествен-
ной и зарубежной литературе широко освеще-
ны существующие методы и задачи спектраль-
ного анализа сигналов, представлена подробная 
классификация методов спектрального анализа 
и рассмотрены наиболее применяемые из них 
на сегодняшний день. Особое внимание уделя-
ется классическим методам спектрального ана-
лиза сигналов, построенных на преобразовании 
Фурье [3]. В этом случае сигнал раскладывается 
на элементарные гармонические колебания с раз-
личными частотами [4], а свойства и зависимости 
выражаются с помощью одной базисной экспо-
ненциальной функции.  

Известно, что преобразование Фурье нашло 
широкое применение в прикладных исследова-
ниях. Одна из актуальных областей его исполь-
зования – биометрическая идентификация че-
ловека по радужной оболочке [5]. Также обра-
ботке могут подвергаться речевые сообщения. 
Например, для сокрытия двоичных данных в 
речевых сообщениях могут использоваться 
преобразование Фурье и вейвлет-преобразова-
ние, что позволяет повысить стойкость скры-
тых сообщений [6, 7].  

Спектральный анализ широко применяется 
для сбора дополнительной информации о дан-
ных, полученных промышленным оборудо- 

ванием [8, 9]. Система Mathematica может ис-
пользоваться для реализации известных и раз-
работки новых методов обработки сигна- 
лов [10–12]. 

Цель исследования автора – проведение 
спектрального анализа некоторых сигналов, 
построение скалограммы сигнала с помощью 
встроенных возможностей системы, модифика-
ция скалограммы для получения дополнитель-
ной информации о сигнале. 

 

Основная часть 
 

Путем преобразования Фурье строится спект-
ральный анализ сигнала. С помощью системы 
Mathematica разработана модификация графи-
ческого представления вейвлет-коэффициентов 
преобразования. Спектральный анализ является 
одним из наиболее распространенных видов 
анализа сигналов и в системе Mathematica  
имеет ряд особенностей. 

Сигнал, содержащий две периодические 
составляющие. Рассмотрим сигнал, который 
представляет собой сумму синусоид sin(100) + 
+ sin(300x).  График  этого  сигнала  показан  
на рис. 1а.  

Спектр вычисляется с помощью преобразо-
вания Фурье, примененного к массиву значе-
ний, которые соответствуют отсчетам сигнала 
во временной области. Вычисление комплекс-
ного спектра осуществляется с помощью функ-
ции Fourier. Здесь для его отображения исполь-
зуется модуль комплексного спектра (ампли-
тудный спектр). 

Для построения представления комплексно-
го спектра применяется функция ComplexList-
Plot, результат действия которой изображен  
на рис. 1b. 
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Рис. 1. График исходного сигнала (а) и представление комплексного спектра (b):  
f(x) – значение сигнала;  Re(f *), Im(f *) – действительная и мнимая части преобразования Фурье 

 

Fig. 1. Source signal graph (a) and complex spectrum representation (b):  
f(x) – signal value;  Re(f *), Im(f *) – real and imaginary parts of the Fourier transform 

 
Следует отметить, что графики на рис. 1 не 

дают достаточно информации о сигнале: для 
простых сигналов представляет собой отдель-
ные линии, для сложных – набор отрезков.  
В этом случае необходимо построение графика 
модуля спектра (рис. 2). 

 

 х 
 

Рис. 2. Отображение модуля комплексного спектра:  
| f(x)| – абсолютное значение сигнала 

 

Fig. 2. Complex spectrum module display:  
| f(x)| – absolute signal value 

 
График на рис. 2 более информативен,  

но по оси абсцисс отложены отсчеты сигнала. 
На оси Ох необходимо представить вектор  
частот, соответствующий отсчетам спектра. 
Для этого определим число отсчетов в массиве 
и частоту дискретизации с помощью коман- 
ды signal//Length.  

Под разрешением спектрального анализа 
будем понимать минимальную разницу между 
соседними значениями частоты в спектре. Ча-
стота дискретизации определяется по формуле  

 

fs = d/h, 
 

где d – длина всего интервала; h – разрешение 
спектрального анализа. 

Спектр вычисляется в диапазоне частот от 
нуля до частоты дискретизации с помощью сле- 
дующей пользовательской функции:  

 

fv[n_]:=Table[i/(n – 1)fs, {i, 1, n – 1}]. 
 

Заметим, что спектр данного сигнала пери-
одичен, значит, информативной частью спектра 
является его половина. Тогда вектор частот 
формируется как нормированный вектор от ну-
ля до половины частоты дискретизации, при-
чем размерность вектора равна размерности 
исходного массива: 

 

fv1[n_]:=Table[i/(n – 1)fs, {i, 1, n/2}]. 
 

Массив точек, где первой координатой яв-
ляется частота, а второй – значение амплитуды, 
определяется следующим образом:  

 

sp[n_]:=Table[{fv1[n][[i]], Abs[Fourier[sig]][[i]]}, 
{i, 1, n/2}], 

 

где sig – значение исходного сигнала. 
Под скалограммой будем представлять дву-

мерное описание одномерного сигнала, где на 
оси Ох задается время, на оси Oу – шкала, пред- 
ставляющая собой оценку локального спектра 
энергии [13, 14]. 

Для построения скалограммы существует 
встроенная функция WaveletScalogram. Внача- 
ле на исходный массив данных воздействуем 
вейвлет-преобразованием на основе вейвлета 
Морле, затем строим скалограмму. Коман- 
ды, реализующие эти действия, выглядят сле-
дующим образом: dwd=ContinuousWaveletTrans-  
form[sig, n]; MorletWavelet[]]; WaveletScalo- 
gram[dwd]. Результат выполнения перечислен-
ных команд представлен на рис. 3а.  

Данная функция строит представление ко-
эффициентов вейвлет-преобразования и дает 
графическую интерпретацию в виде рядов 
цветных прямоугольников, в которых большие 
значения отражаются  темнее,  а  каждая  после- 
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дующая строка соответствует различным спе-
цификациям индекса вейвлета. Недостатком 
такого представления является сложность опре- 
деления периода компонент сигнала. Согласно 
рис. 3, периода – два, но их значения на графи-
ке отсутствуют. 

Для устранения этого недостатка исполь- 
зуем разработанную модифицированную ска-
лограмму. Вначале определяем коэффициент 
вейвлет-преобразования как функцию от пара-
метров a, b следующим образом:  

 

W[a_, b_]:=1./a^(1/2)Sum[fi[(i–b)/a]dt[[i]], {i, 1, n}]. 
 

Затем определяем массив коэффициентов 
для некоторого диапазона значений исходных 
параметров  

 

w=Flatten[Table[{a, b, W[a, b]//Chop},  
{a, 1, n},{b, 1, n}], 1]. 

 

После этого строим контурное распределе-
ние ListContourPlot[w]. Результат выполнения 
этих команд представлен на рис. 3b.  

Полученный спектр позволяет оценить точ-
ное значение частоты сигнала. Из рис. 3 видно, 
что периодами для данных компонент исходно-
го сигнала являются значения 50 и 150. 

Сигнал, представляющий собой белый 
шум. Воспроизведем белый шум с помощью 
встроенной функции системы sig=RandomFunc- 

tion[WhiteNoiseProcess[], {0, 40}]. График сиг-
нала и его гистограмма представлены на рис. 4. 

С целью оценки качества работы генерато- 
ра проанализируем распределение значений от-
счетов выходного сигнала и построим его 
спектр. Для представления информации о функ-
ции распределения сигнала можно использовать 
команду Histogram[sig, 10]. Чтобы оценить ча-
стотные характеристики сигнала, вычислим  
частоту дискретизации c помощью команды 
Fs=1/(sig[[2]]–sig[[1]]). Модуль комплексного 
спектра можно оценить как sp=Abs[Fourier[sig]]. 

Стандартная и модифицированная скало-
граммы изображены на рис. 5. Их интерпрета-
ция подтверждает информацию, что тот сигнал, 
который обрабатывается, представляет собой 
белый шум.  

Из рис. 5 видно, что в спектре присутствуют 
отдельные дискретные составляющие на ниж-
них частотах, но в широкой полосе частот 
сформированный сигнал близок к случайному 
процессу с постоянной спектральной плотно-
стью мощности. 

При необходимости могут быть проанали-
зированы и другие характеристики сигнала, 
например интервал корреляции, дисперсия, 
пик-фактор и т. д.   

 

                                                     а                                          b 

                
 

Рис. 3. Скалограмма сигнала, полученная с помощью встроенной функции (а), и модифицированная скалограмма (b):  
a, b – параметры разложения 

 

Fig. 3. Signal scalogram obtained with the built-in function (a), and modified scalogram (b):  
a, b – decomposition parameters 

  

        
 

Рис. 4. Выходной сигнал схемы генератора шума и гистограмма сигнала: x, y – значения исходного сгенерированного сигнала 
 

Fig. 4. Noise generator circuit output and signal histogram: x, y – values of original generated signal 
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Рис. 5. Скалограмма сигнала: а – полученная с помощью встроенной функции; b – модифицированная: 
a, b – параметры разложения  

 

Fig. 5. Signal scalogram: а – obtained using built-in function; b – modified: 
a, b – decomposition parameters 

 

Обработка звукового сигнала. Описанный 
подход может применяться к обработке звуко-
вых сигналов. В системе Mathematica есть 
набор стандартных звуков, а также возмож-
ность импорта звукового файла. 

Значение массива данных может быть опре-
делено с помощью встроенной функции Sound 
следующим образом: 

 

sig=Sound[SoundNote["C"]]. 
 

Обращение к встроенным образцам звука 
осуществляется с помощью функции Example- 
Data. 

Рассмотрим сигнал звука ноты си:  
sig=ExampleData[{"Sound", "SubwayTrain"}]. 
Результат действия функции ListPlot[sig]  

и распределение модуля комплексного спект- 

ра представлены на рис. 6, скалограммы –  
на рис. 7. 

 
ВЫВОД 
 

При использовании модифицированной ска- 
лограммы появляется возможность определе-
ния по графику периода входящих в сигнал 
компонент и значений параметров, при кото-
рых коэффициенты вейвлет-преобразования до- 
стигают наибольших величин. Для спектраль-
ного анализа в системе Mathematica рекоменду-
ется использование сочетания двух подходов: 
стандартной встроенной функции (для опреде-
ления локализации импульса) и модифициро-
ванной скалограммы (для определения перио-
дов составляющих компонент). 

 

                                                    а                                       b 

                
 

Рис. 6. График исходных сигналов и модуля комплексного спектра 
 

Fig. 6. Plot of original signals and complex spectrum modulus 
 

                                                      а                        b 

                                    
 

Рис. 7. Скалограмма сигнала, полученная с помощью встроенной (а) и пользовательской функций (b): 
a, b – параметры разложения 

 

Fig. 7. Signal scalogram, obtained using built-in (а) and custom functions (b): a, b – decomposition parameters 
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