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Реферат. С целью повышения надежности и точности выполнения манипуляторами-роботами либо иной строитель-
ной техникой грузоподъемных операций рассчитан оптимальный динамический режим перемещения их стреловой 
системы. В результате проведенных исследований построена математическая модель движения манипулятора и по-
лучены кинематические характеристики оптимального динамического режима. При определении оптимального  
динамического режима движения в качестве оптимизационного критерия использовано критериальное действие, 
представляющее собой интеграл по времени с подынтегральной функцией, выражающей динамическую составляю-
щую мощности привода манипулятора. Рассчитаны функции изменения кинематических характеристик стрелы ма-
нипулятора при ее движении из одного заданного положения в другое, которые соответствуют оптимальному дина-
мическому режиму движения. Поиск оптимального режима движения выполнен посредством минимизации критерия 
оптимизации при помощи уравнений Эйлера – Пуассона. При этом использован обобщенный угол поворота, который 
позволил связать перемещение стрелы и колебания ее опорной части. В качестве связующего компонента также при-
менены дифференциальные уравнения движения системы, где записаны взаимосвязи между углом колебания, жест-
костью опоры манипулятора и его массово-геометрическими характеристиками. Результаты работы могут быть по-
лезны для уточнения и усовершенствования существующих инженерных методов расчета приводных механизмов 
манипуляторов как на стадиях проектирования/конструирования, так и в режимах реальной эксплуатации, а также 
использоваться при проектировании или усовершенствовании подобных исполнительных механизмов строительной 
техники и роботов. 

Ключевые слова: робот, вариационная задача, режим движения, привод, ускорение, податливость опоры, упругость 
Для цитирования: Ловейкин, В. С. Синтез оптимального динамического режима движения стрелы манипулятора, 
установленного на упругом основании / В. С. Ловейкин, Д. А. Мищук // Наука и техника. 2019. Т. 18, № 1. С. 55–61. 
https://doi.org/10.21122/2227-1031-2019-18-1-55-61 

Synthesis of Optimal Dynamic Mode  
of Manipulator Boom Movement Mounted on Elastic Base  

V. S. Loveikin1), D. A. Mischuk2) 

1)National University of Life and Environmental Sciences of  Ukraine (Kyiv, Ukraine),
2)Kyiv National University of Construction and Architecture (Kyiv, Ukraine)

Abstract. In order to increase reliability and accuracy of robot manipulators or other construction equipment used for lifting 
operations an optimum dynamic mode for moving its boom system has been calculated in the paper. Results of the research 
have made it possible to construct a mathematical model for manipulator movement and obtain kinematic characteristics 
of the optimum dynamic mode. While determining the optimum dynamic motion mode, a criterion action has been used as an 
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optimization criterion which represents a time integral with an integrand function expressing a dynamic component of mani- 
pulator drive power. Functions for changing kinematic characteristics of an manipulator boom have been calculated when  
it moves from one predetermined position to another one and which correspond to optimum dynamic mode of motion. Search 
for an optimum motion mode has been performed by minimizing the optimization criterion using the Euler–Poisson equations. 
In this case a generalized angle of rotation has been used which permits to relate movement of the boom and oscillations of its 
support part. As a linking component differential equations of system motion have been also applied, in which relationships 
between an oscillation angle, rigidity of a manipulator support, and its mass-geometric characteristics have been recorded.  
Results of the work can be useful for refinement and improvement of existing engineering methods for calculating the drive 
mechanisms of manipulators both at design/construction stages and in real operation modes, and the results can also be used 
while making design or improvement of similar executive mechanisms for construction equipment and robots. 

Keywords: robot, variation problem, motion mode, drive, acceleration, support compliance, elasticit 
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Введение 

Системы манипуляторов являются основ-
ными механизмами подъемно-транспортных 
средств, которые используются в строительном 
производстве и не только. В процессе измене-
ния вылета стрелы манипулятора с грузом из-
меняются величины ее энергетических харак-
теристик, причем их максимальные значения  
в несколько раз превышают средние. Постоян-
ные пуско-тормозные режимы движения мани-
пулятора приводят к возникновению в его при-
воде и шарнирно-сочлененных элементах зна-
чительных динамических нагрузок, которые 
побуждают колебания металлоконструкции и 
перемещаемого груза. Упругость элементов 
опорной части усугубляет такую ситуацию и 
впоследствии может привести к преждевремен-
ному выходу машины из рабочего состояния 
из-за усталостного разрушения некоторых ее 
элементов. 

Существует ряд теоретических и экспери-
ментальных исследований, посвященных ми-
нимизации колебаний в стреловых системах 
манипуляторов методом создания оптимизиро-
ванных режимов их движения [1–7]. Вместе  
с тем совершенно не уделено внимание иссле-
дованию влияния податливости опорного ме-
ханизма манипулятора на динамику его работы. 
Существует ряд работ [8, 9], где исследуется 
кручение стреловой системы манипулятора 
вследствие колебаний, однако вопросы поиска 
методов устранений подобных явлений не рас-
смотрены. 

Цель исследований – поиск оптимальных 
режимов движения стреловой системы манипу-
лятора с учетом податливости его опорного ме-
ханизма для повышения точности выполнения 
операций и надежности.   

Основная часть 

Задачи оптимизации режимов движения ме-
ханизмов машин состоят из определения кри-
терия оптимизации и поиска экстремумов тако-
го критерия [2]. Наиболее общий критерий, до-
статочно хорошо отображающий динамическое 
совершенство машин и механизмов, – критери-
альное действие [10, 11], представленное в виде 
интеграла по времени с подынтегральной 
функцией, которая выражает меру движения 
системы.  

Для определения оптимального динамиче-
ского режима движения манипулятора авторы 
статьи предлагают решить вариационную зада-
чу для функционала 

1

0

( , , , ) ,
t

V k k k

t

I V t q q q dt                      (1) 

где ),,,( kkk qqqtV   – энергия ускорений опти-

мизируемого механизма; t0, t1 – граница проме-
жутка времени, на котором будет выполнена 
оптимизация. 

Данный критерий оптимизации выбран из 
соображений получения на своих границах 
участков разгона и торможения [10]. Подынте-
гральную функцию критерия (1) будем пред-
ставлять в виде половины произведения обоб-
щенного момента инерции механической си-
стемы на квадрат углового ускорения, что 
отвечает критериальному действию по Аппелю. 
Такой критерий характеризирует динамиче-
скую составляющую мощности привода при 
перемещении из состояния спокойствия в за-
данное положение с полной остановкой. 

Рассмотрим динамическую систему стрело-
вого манипулятора (рис. 1) с гидроприводом,  
у которого массу m стрелы и груза сосредото-
чим на конце жесткой стрелы длиной l1. В ниж-
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ней части стрела закреплена на одном непо-
движном шарнире и через опорное звено дли-
ной l2 – на пружинном основании. На модели 
упругое основание изображено в виде пружины 
жесткостью с. Массой звена l2 и демпфирую-
щими элементами пренебрегаем. 

Рис. 1. Упрощенная динамическая модель манипулятора 
Fig. 1. Simplified dynamic model of manipulator 

Изменение вылета стрелы манипулятора 
осуществляется путем ее поворота вокруг не-
подвижного шарнира за счет выдвижения што-
ка приводного гидроцилиндра, который од- 
ним концом присоединен к подъемной стреле,  
а другим установлен на опорное звено. 

За обобщенные координаты движения при-
няты угол  поворота стрелы и угол  поворота 
опорного звена l2, который происходит вслед-
ствие деформаций упругой опоры. 

В пределах голономных связей по методу 
уравнения Лагранжа 2-го рода [12, 13] выпол-
нено дифференцирование кинетической и по-
тенциальной энергий рассмотренной механиче-
ской системы и составлена система уравнений 
движения: 

1 1

1 1

2
1 2

1 1

( , )
cos( );

cos( ) sin 2
2

M t mgl

J J

mgl cl

J J
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
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 

 

     (2) 

где  ,   – угловое ускорение соответственно 
стрелы от выдвижения гидроцилиндра и от де-
формации опоры; J1 – приведенный момент 

инерции массы стрелы и груза; b
c m

m
m 

2
 – 

приведенная масса системы; М1(, t) – движу-
щий момент, который создает приводной меха-
низм манипулятора для поворота стрелы. 

В упрощенном виде момент инерции J1 [3] 

2
1 1 ,

3
c

b

m
J m l

   
 

         (3) 

где mc, mb – масса стрелы и груза. 
Уравнения движения (2) показывают влия-

ние обеих обобщенных координат на динамику 
манипулятора. Таким образом, критерий опти-
мизации запишем в следующем виде: 

1

2
1

0

1
( ) min.

2

t

VI J dt                   (4) 

В связи с тем, что критерий (4) характеризу-
ет динамическую составляющую мощности, 
произведен поиск его минимума на участке 
от 0 до t1. 

Условиям минимума функционала (4) отве-
чает уравнение Эйлера–Пуассона 

2

2
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   (5) 

где ;q      ;q       .q       
В результате указанных замен получим 

дифференциальное уравнение 
IV
1 0,J q        (6) 

решая которое [14], получаем:  
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где С1, С2, С3, С4 – постоянные интегрирования, 
определяемые из граничных условий; t – время. 

Зададимся граничными условиями движе-
ния:  

при t = 0 (пуск): 
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при t = t1 (остановка): 

1 1( ) ;t    1 1( ) ;t    1 1 1( ) ;q t      

1( ) 0;t   1( ) 0;t   1 1 1( ) ( ) ( ) 0.q t t t       

Подставив вышеуказанные граничные усло-
вия в (7), получим: 

0;t   4 0 0;С      3 0;С          (8) 

1 1 0 0
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1
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       (9) 

Проанализировав полученные результаты, 
отметим, что координаты начального и конеч-
ного положений стрелы можно задавать, так 
как ее угловая координата является управляю-
щей. Начальное и конечное положения угла 
поворота опорной стойки найдем из системы 
уравнений движения (2). Приравнивая первое и 
второе уравнения системы (2) и упрощая полу-
ченный результат, имеем 
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2

2 ( , )1
arcsin .

2

M t

cl
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 
    (10) 

Знак «–» в (10) показывает, что угол  на 
рис. 1 для принятого направления сил отклады-
вается в противоположном к указанному в схе-
ме направлении. 

Учитывая, что в начальный момент времени 
система еще не двигается, а по окончании дви-
жения она уже не должна двигаться, движущий 
момент должен уравновешиваться только си-
лами веса. Таким образом, преобразуем (10) к 
следующему виду: 

1 0
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        (11) 

Полученные уравнения полностью определя-
ют постоянные интегрирования выражений (7). 

Для расчета параметров управляющего угла  
положения стрелы рассмотрим второе уравне-
ние системы (2). В силу малости угла поворота  
опорного звена принимаем, что sin()  , 
cos  1. Тогда получим 
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Из (9) следует, что величина угла поворо- 
та  точно определяется величиной координа- 
ты q и ее ускорением, которые, по сути, были 
найдены при помощи оптимизационной зада- 
чи. Таким образом, можем записать функцию 
управляющего угла поворота стрелы 
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Найдем производные от обобщенных коор-
динат по времени: 
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Для заданных параметров стреловой систе-
мы манипулятора (l1 = 3 м; l2 = 1 м; mс = 250 кг; 
mb = 500 кг; с = 100000 Н/м) определены посто-
янные интегрирования и для участка време- 
ни 6 с построены графики изменений угла по-
ворота стрелы и опорной платформы, угловой 
скорости и углового ускорения стрелы (рис. 2).  

Анализ графиков на рис. 2 показывает, что 
при реализации оптимального динамического 
режима движения стрелы манипулятора появля-
ется возможность контролировать угол поворота 
опорной платформы, который возникает вслед-
ствие проседания упругой опоры под действи- 
ем сил тяжести и внешнего возмущения. Также 
отметим, что при реализации данного режима 

колебания опорной платформы в процессе пере-
мещения отсутствуют, а начальное и конеч- 
ное значения угла соответствуют его значениям  
в заданных положениях стрелы в момент ее  
покоя.  

Графики процесса моделирования оптималь-
ного динамического режима движения стре- 
лы для аналогичных массово-геометрических 
параметров, но при меньшей жесткости опо- 
ры (с = 50000 Н/м), представлены на рис. 3. 
Из полученных зависимостей видно, что при 
малых жесткостях опорной части оптимальный 
динамический режим движения будет сложно 
реализовать, так как в начальных периодах 
движения должна присутствовать начальная 
скорость стрелы.  

Недостатком полученного режима движе-
ния также является то, что в начале пуска и в 
конце торможения присутствует величина уг-
лового ускорения стрелы, что будет вызывать 
дополнительные динамические нагрузки на 
привод в данные моменты времени. 

a       b

c      d

Рис. 2. Моделирование оптимального динамического режима движения стрелы при жесткости опоры с = 100000 Н/м  
для изменения угла поворота стрелы (а), опорной платформы (b), угловой скорости (с)  
и углового ускорения (d) стрелы при заданных параметрах механической системы: 

 l1 = 3 м; l2 = 1 м; mс = 250 кг; mb = 500 кг 
Fig. 2. Simulation of the optimal dynamic mode of the boom movement with support stiffness с = 100000 N/m 

change in the angle of rotation of the boom (a), the rotation of the pillar platform (b), the angular velocity of the boom (c),  
and the angular acceleration boom (d) for the given parameters:  

l1 = 3 m; l2 = 1 m; mс = 250 kg; mb = 500 kg 
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ВЫВОДЫ 

1. В результате проведенного исследования
с целью повышения надежности и точности 
выполнения перемещения груза манипулято-
ром рассчитан оптимальный динамический ре-
жим его движения с учетом влияния податли-
вости опорной части. 

2. Оптимальный динамический режим дви-
жения стрелы манипулятора на упругом осно-
вании можно реализовать при жесткостях 
опорной части более 100000 Н/м. При меньших 
жесткостях необходимо использовать опти-
мальные режимы движения, которые определе-
ны для ускорений высших порядков. 

3. Результаты работы могут быть использо-
ваны для уточнения и усовершенствования су-
ществующих инженерных методов расчета 
стреловых систем манипуляторов [15] как на 
стадиях проектирования/конструирования, так 
и в режимах реальной эксплуатации. 
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Рис. 3. Моделирование оптимального динамического режима движения стрелы при жесткости опоры с = 50000 Н/м  
для изменения угла поворота стрелы (а), опорной платформы (b), угловой скорости (с)  

и углового ускорения (d) стрелы при заданных параметрах механической системы, как на рис. 2  

Fig. 3. Simulation of the optimal dynamic mode of the boom movement with support stiffness с = 50000 N/m  
change in the angle of rotation of the boom (a), the rotation of the pillar platform (b), the angular velocity of the boom (c),  

and the angular acceleration boom (d) for the given parameters same as on fig. 2 
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