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Реферат. Получено условие равновесия нетонкого винтового клиновидного двойника, находящегося вдали от по-
верхности кристалла. Рассмотрен случай недеформируемого твердого тела. Установлено, что при таких условиях 
винтовой двойник существовать не может. Результат находится в полном соответствии с общеизвестными результа-
тами для дислокационных стенок из винтовых дислокаций. В методике вывода условия равновесия использовалось 
приближение непрерывного распределения двойникующих дислокаций на двойниковых границах. Форма двойнико-
вых границ описывалась функциями, зависящими от плотности двойникующих дислокаций на двойниковых гра- 
ницах. Принималось равенство нулю сил, действующих на двойниковые границы со стороны дислокаций двойника. 
Для двойникующих дислокаций предполагалась одна степень свободы вдоль направления двойникования. В модели 
эффекты переползания дислокаций исключены. Расчет полей напряжений двойника велся в рамках теории упругости. 
При этом рассматривалась суперпозиция напряжений от каждой двойниковой границы. Решение уравнений искали  
в виде полинома. Детально рассмотрено линейное приближение такого решения. Полученное условие равновесия 
выполняется при двух равных нулю значениях – длины двойника и его ширины у устья. Результат имеет большое 
значение в области механики двойникующихся материалов, материалов с эффектом памяти формы, а также в разра-
ботке методик прогнозирования разрушения и функционирования двойникующихся материалов. 
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Abstract. The equilibrium condition for a non-thin helical wedge-shaped twin located far from the surface of the crystal  
is  obtained. The  case of  an undeformed  solid is considered. It is established that under such conditions a helical twin can not 
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twin can not exist under such conditions. The result is in full conformity with generally known results for dislocation walls 
from helical dislocations.  An approximation for continuous distribution of twinning dislocations at twin boundaries has been 
used in methodology for deriving an equilibrium condition. The shape of the twin boundaries has been described by functions 
that depend on density of the twinning dislocations at the twin boundaries. It has been assumed that the forces acting on the 
twin boundaries from the side of the twin dislocations are equal to zero. One degree of freedom along a twinning direction  
has been presupposed for twinning dislocations. Dislocation creeping effects have been excluded in the model. A calculation 
of stress fields for a twin has been carried out within the framework of an elasticity theory. In this case a superposition of 
stresses from each twin boundary has been considered. The solution of equations has been sought in the form of a polynomial. 
A linear approximation of such solution is considered in detail. The ем resulting equilibrium condition is satisfied for two 
values equal to zero that is a twin length and its width at the mouth. The result is important in the field of mechanics for twin-
ning materials, shape memory materials, and in the development of techniques for predicting destruction and functioning of 
twinning materials. 
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Введение 
 

Возможность зарождения и существования 
механических двойников вдали от поверхности 
кристалла экспериментально была показана еще 
в первой половине прошлого века [1]. Сущест- 
вует теория тонких двойников, находящихся 
вдали от поверхности [2–5]. В [6–8] развивается 
теория остаточных нетонких механических 
двойников. Эта теория требует дальнейшего 
развития, так как границы нетонких двойников 
являются концентраторами больших внутрен-
них напряжений, способствующих зарождению 
трещин [9, 10]. 

Целью данной работы стал вывод условия 
равновесия винтового клиновидного двойника, 
находящегося вдали от поверхности твердого 
тела, в приближении непрерывного распреде-
ления двойникующих дислокаций на двойни-
ковых границах. 

 

Постановка задачи 
 

Контур клиновидного двойника в плоско-
сти, перпендикулярной плоскости двойникова-
ния, схематически представлен на рис. 1.  

Форму границ двойникового клина будем 
описывать функциями f1(ξ) и f2(ξ), где ξ – те-
кущая координата точки на границе двойни- 
ка (рис. 1). В данной работе не будем учитывать 
напряжения дислокаций устья двойника, фор- 
ма которого на рис. 1 описана функцией f3(ξ). 
Также зададимся вопросом о равновесной фор-
ме двойника без учета напряжений их концен-
тратора (рис. 1), у которого зародился двойник. 
Пусть двойникующим дислокациям не будут 

препятствовать силы трения, или величина этих 
сил пусть будет пренебрежимо малой. Тогда 
для равновесия двойника необходимо выпол-
нение условий: 

 

1 0;F =


                              (1) 
 

2 0,F =


                              (2) 
 

где 1F


 – сила, действующая в точке на грани- 
це 1 двойника со стороны поля напряжений 
двойникующих дислокаций на границах 1 и 2; 

2F


 – то же, действующая в точке на границе 2 
двойника со стороны поля напряжений двойни-
кующих дислокаций на границах 1 и 2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Схематическое изображение клиновидного  
двойника, находящегося вдали от поверхности кристалла 

 

Fig. 1. Schematic diagram of wedge-shaped twin  
located at distance from crystal surface 

 
Введем запрет на перемещение двойнику-

ющих дислокаций вдоль оси OY, т. е. исключим 
процесс переползания дислокаций. Тогда из (1) 
и (2) получим: 
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1 11 21 0;x x xF =F F+ =                     (3) 
 

2 22 12 0,x x xF =F F+ =                    (4) 
 

где F11x – проекция на ось OX (рис. 1) силы, 
действующей на двойникующие дислокации  
на границе 1 со стороны поля напряжений, со-
зданного дислокациями этой же границы; F21x – 
то же на ось OX силы, действующей на двойни-
кующие дислокации на границе 1 со стороны 
поля напряжений, созданного двойникующими 
дислокациями границы 2; F22x – компонента 
силы, действующей на двойникующие дисло-
кации на границе 2 со стороны поля напряже-
ний, созданного дислокациями этой же грани-
цы; F12x – то же силы, действующей на двойни-
кующие дислокации на границе 2 со стороны 
поля напряжений, созданного двойникующими 
дислокациями границы 1. 

Согласно [11], проекции сил (3) и (4) могут 
быть найдены с использованием соотношения 

 

в ,x yzF b= σ                           (5) 
 

где bв – модуль винтовой составляющей векто-
ра Бюргерса двойникующей дислокации; σyz – 
сдвиговая компонента тензора напряжений, 
созданных дислокациями границ двойника.  

В рамках теории упругости справедливо со-
отношение 

 

(1) (2)( , ) ( , ) ( , ),yz yz yzx y x y x yσ = σ + σ           (6) 
 

где (1) (2)( , ), ( , )yz yzx y x yσ σ  – напряжение, обуслов-
ленное первой и второй границами двойника 
соответственно. 

Как было показано в [8], напряжения (6) 
рассчитываются по формулам: 

 

( )

(1)

2 (1,0)
1 1 1

0

( , )

1 ( ( )) ( ) ( , , , ) ;

yz

L

yz

x y

f x y f d

σ =

′= + ξ ρ ξ σ ξ ξ ξ∫
  (7) 

 
 

( )

(2)

2 (2,0)
2 2 2

0

( , )

1 ( ( )) ( ) ( , , , ) ,

yz

L

yz

x y

f x y f d

σ =

′= + ξ ρ ξ σ ξ ξ ξ∫
  (8) 

где 
 

( )
( )( )

(1,0) в
1 22

1

( , , , ) ;
2 ( )

yz
b xx y f

x y f

µ − ξ
σ ξ ξ =

π − ξ + − ξ
  (9) 

 

( )
( )( )

(2,0) в
2 22

2

( , , , ) ;
2 ( )

yz
b xx y f

x y f

µ − ξ
σ ξ ξ =

π − ξ + − ξ
 (10) 

 

L – величина проекции на ось OX границ двой-
ника (рис. 1); ρ1(ξ), ρ2(ξ) – плотность двойни-
кующих дислокаций на первой и второй двой-
никовых границах; µ – модуль сдвига; ν – ко-
эффициент Пуассона. 

Формулы (9) и (10) использованы для двой-
ника, находящегося вдали от поверхности кри-
сталла [1]. 

С учетом (7)–(10) в (3) и (4) можно принять: 
 

( ) ( )( )

2 (1,0)
11 в 1 1

0 0

1 1

1 ( ( )) ( )

, , , ;

L L

x yzF b f

f f d d

′= + ξ ρ ξ σ ×

× ζ ζ ξ ξ ξ ζ

∫ ∫       (11) 

 

( ) ( )( )

2 (2,0)
21 в 2 2

0 0

1 2

1 ( ( )) ( )

, , , ;

L L

x yzF b f

f f d d

′= + ξ ρ ξ σ ×

× ζ ζ ξ ξ ξ ζ

∫ ∫      (12) 

 

( ) ( )( )

2 (2,0)
22 в 2 2

0 0

2 2

1 ( ( )) ( )

, , , ;

L L

x yzF b f

f f d d

′= + ξ ρ ξ σ ×

× ζ ζ ξ ξ ξ ζ

∫ ∫      (13) 

 

( ) ( )( )

2 (1,0)
12 в 1 1

0 0

2 1

1 ( ( )) ( )

, , , ,

L L

x yzF b f

f f d d

′= + ξ ρ ξ σ ×

× ζ ζ ξ ξ ξ ζ

∫ ∫       (14) 

 

где ζ – параметр интегрирования;  
 

( ) ( )

( ) ( )( )

(1,0)
1 1

в
22

1 1

( , , , )

;
2 ( )

yz f f

b

f f

σ ζ ζ ξ ξ =

µ ζ − ξ
= ⋅

π ζ − ξ + ζ − ξ

     (15) 

 

( ) ( )

( ) ( )( )

(2,0)
1 2

в
22

1 2

( , , , )

;
2 ( )

yz f f

b

f f

σ ζ ζ ξ ξ =

µ ζ − ξ
= ⋅

π ζ − ξ + ζ − ξ

      (16) 
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( ) ( )

( ) ( )( )

(2,0)
2 2

в
22

2 2

( , , , )

;
2 ( )

yz f f

b

f f

σ ζ ζ ξ ξ =

µ ζ − ξ
= ⋅

π ζ − ξ + ζ − ξ

     (17) 

 

( ) ( )

( ) ( )( )

(1,0)
2 1

в
22

2 1

( , , , )

.
2 ( )

yz f f

b

f f

σ ζ ζ ξ ξ =

µ ζ − ξ
= ⋅

π ζ − ξ + ζ − ξ

      (18) 

 

Подставим (11)–(14) в (3) и (4). В результате 
получим: 

 

( ) ( )( )2 (1,0)
1 1 1 1

0 0

1 ( ( )) ( ) , , ,
L L

yzf f f d d′+ ξ ρ ξ σ ζ ζ ξ ξ ξ ζ +∫ ∫  

 

( ) ( )( )

2 (2,0)
2 2

0 0

1 2

1 ( ( )) ( )

, , , 0;

L L

yzf

f f d d

′+ + ξ ρ ξ σ ×

× ζ ζ ξ ξ ξ ζ =

∫ ∫           (19) 

 

( ) ( )( )2 (2,0)
2 2 2 2

0 0

1 ( ( )) ( ) , , ,
L L

yzf f f d d′+ ξ ρ ξ σ ζ ζ ξ ξ ξ ζ +∫ ∫  

 

( ) ( )( )

2 (1,0)
1 1

0 0

2 1

1 ( ( )) ( )

, , , 0.

L L

yzf

f f d d

′+ + ξ ρ ξ σ ×

× ζ ζ ξ ξ ξ ζ =

∫ ∫          (20) 

 

Решение данных уравнений будем искать в 
виде полиномов [12, 13]: 

 

0 1 1
1 0 1 1( ) ... ... ;n n

n nf a a a a−
−ξ = ξ + ξ + + ξ + + ξ   (21) 

 

0 1 1
1 0 1 1( ) ... ... ;n n

n nf a a a a−
−ζ = ζ + ζ + + ζ + + ζ   (22) 

 

0 1 1
2 0 1 1( ) ... ... ;m m

m mf b b b b−
−ξ = ξ + ξ + + ξ + + ξ   (23) 

 

0 1 1
2 0 1 1( ) ... ... ,m m

m mf b b b b−
−ζ = ζ + ζ + + ζ + + ζ   (24) 

 
где ai, bj – коэффициенты (i = 0, 1, …, n;  j =  
= 0, 1, …, m). 

При этом для (19) и (20) учтем соотноше-
ния: 

 

( ) ( )1
1

1ρ ;
df

=
c d

ξ
ξ

ξ
                    (25) 

 

( ) ( )2
2

1ρ ,
df

=
c d

ξ
ξ

ξ
                   (26) 

 

где c – межплоскостное расстояние в плоско-
сти, перпендикулярной плоскости двойнико- 
вания. 

В первом приближении (при n = 1 и m = 1) 
из (21)–(24) получим: 

 

1 0 1 1 0 1( ) , ( ) ;f a a f a aξ = + ξ ζ = + ζ        (27) 
 

2 0 1 2 0 1( ) , ( ) ;f b b f b bξ = + ξ ζ = + ζ        (28) 
 

( ) ( )
1 0 2 0

0 0
1 2

( ) , ( ) ,

ρ , ρ ;

f a f b
a b
c c

′ ′ξ = ξ =

ξ = ξ =
               (29) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1 2

0 0 1 1

,

;

f f a f f

a b a b

ζ − ξ = ζ − ξ ζ − ξ =

= − + ζ − ξ
  (30) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
2 2 1 2 1

0 0 1 1

,

.

f f b f f

b a b a

ζ − ξ = ζ − ξ ζ − ξ =

= − + ζ − ξ
   (31) 

 

Далее соотношения (15)–(18) преобразу- 
ются в: 

 

( ) ( ) ( )
(1,0) в

1 1 2
1

1( , , , ) ;
2 1yz

bf f
a

µ
σ ζ ζ ξ ξ =

ζ − ξπ +
 (32) 

( ) ( )

( ) ( )( )

(2,0)
1 2

в
22

0 0 1 1

( , , , )

;
2 ( )

yz f f

b

a b a b

σ ζ ζ ξ ξ =

µ ζ − ξ
= ⋅

π ζ − ξ + − + ζ − ξ

  (33) 

 

( ) ( ) ( )
(2,0) в

2 2 2
1

1( , , , ) ;
2 1yz

bf f
b

µ
σ ζ ζ ξ ξ =

ζ − ξπ +
  (34) 

 

( ) ( )

( ) ( )( )

(1,0)
2 1

в
22

0 0 1 1

( , , , )

,
2 ( )

yz f f

b

b a b a

σ ζ ζ ξ ξ =

µ ζ − ξ
= ⋅

π ζ − ξ + − + ζ − ξ

 (35) 

 
а соотношения (19) и (20) в: 

 

( )

( ) ( )( )

2 2
0 0 0 0

2
0 01

22
0 0 0 0 1 1

1 11
1

0;
( )

L L

L L

a a b b
d d

cc a

d d
a b a b

+ +
ξ ζ + ×

ζ − ξ+

ζ − ξ
× ξ ζ =

ζ − ξ + − + ζ − ξ

∫ ∫

∫ ∫
  

 

(36) 
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( )

( ) ( )( )

2 2
0 0 0 0

2
0 01

22
0 0 0 0 1 1

1 11
1

0.
( )

L L

L L

b b a a
d d

cc b

d d
b a b a

+ +
ξ ζ + ×

ζ − ξ+

ζ − ξ
× ξ ζ =

ζ − ξ + − + ζ − ξ

∫ ∫

∫ ∫
  ) 

 

Из (36) и (37) после несложных преобразо-
ваний получим условие равновесия рассматри-
ваемого винтового двойника в твердом теле 
после снятия нагрузок и при допущении о ну-
левой силе трения для двойникующих дисло- 
каций 

 

( )

( ) ( )( )

2 2
0 0 1

2
0 0

22
0 0 0 0 1 1

1 1

1

( )

L L

b b a

a a

d d
a b a b

+ +
×

+

ζ − ξ
× ξ ζ −

ζ − ξ + − + ζ − ξ
∫ ∫

 

 

( )

( ) ( )( )

2 2
0 0 1

2
0 0

22
0 0 0 0 1 1

1 1

1

0.
( )

L L

a a b

b b

d d
b a b a

+ +
− ×

+

ζ − ξ
× ξ ζ =

ζ − ξ + − + ζ − ξ
∫ ∫

 ) 

Принимаем: 
 

0 1 0 1; ; ; ,
2 2 2 2
H H H Ha a b b

L L
= = − = − =   (39) 

 

где H – ширина двойника у устья (рис. 1). 
Тогда для функций, описывающих форму 

границ двойника, получим: 
 

1 1( ) 1 ; ( ) 1 ;
2 2
H Hf f

L L
ξ ζ   ξ = − ζ = −   

   
       (40) 

 

2 2( ) 1 ; ( ) 1 .
2 2
H Hf f

L L
ξ ζ   ξ = − − ζ = − −   

   
  (41) 

 

В данном случае (38) примет вид 
 

2
2 20 0

2
2 2

( ) 1
2

0.
( ) 1

2

L L

H
L

d d
H

L

ζ − ξ − ζ + ξ  ζ − ξ + −   
ζ − ξ − ξ ζ =ζ + ξ  ζ − ξ + −    

∫ ∫

      (42) 

 

Это условие выполняется при L = 0, что со-
ответствует расположению двойникующих 
дислокаций в стенку. Однако известно [11], что 
такое расположение винтовых дислокаций не-
устойчиво. Учитывая второе значение, при ко-
тором выполняется условие (42), это H = 0, 
стенка винтовых дислокаций стремится к за-
хлопыванию. В связи с этим можно заключить, 
что устойчивое равновесие нетонкого клино-
видного винтового двойника, находящегося 
вдали от поверхности недеформируемого твер-
дого тела, отсутствует. 

 
ВЫВОД 

 
На основании дислокационной модели двой-

ника в приближении непрерывного распреде-
ления двойникующих дислокаций на двойни-
ковых границах получено условие равновесия 
нетонкого клиновидного винтового двойника, 
находящегося вдали от поверхности кристалла. 
Установлено, что такой двойник в недеформи-
руемом твердом теле не имеет устойчивой рав-
ной формы. 
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