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Выполнение значительных объемов работ 
по реконструкции, модернизации и капиталь­
ному ремонту зданий и сооружений, уплотне­
нию городской застройки требует большого 
количества строительных материалов, полу­
чаемых из природного сырья чаще всего путем 
дробления и помола. Процесс помола материа­
лов -  один из энергоемких. Например, при про­
изводстве цемента до 30 %  от общих энергоза­
трат составляют затраты на помол сырья и го­
тового продукта. К тому же помольные агре­
гаты довольно металлоемкие. Поэтому поиск 
и разработка новых высокоэффективных по­
мольных агрегатов -  актуальная задача.

Определенный интерес с этой точки зрения 
представляют планетарные мельницы. Конст­
руктивно они относятся к мельницам барабан­
ного типа. Главный элемент таких мельниц -  
полый вращающийся барабан, в который за­
гружаются измельчаемый материал и мелющие 
тела. Разрушение материала происходит за счет 
интенсивного воздействия мелющих тел на ма­
териал. Отличительная особенность планетар­
ных мельниц состоит в том, что они имеют не­

сколько барабанов, оси которых закрепляются 
на водиле, а своей поверхностью барабаны 
опираются на неподвижное колесо. Таким об­
разом, при вращении водила барабаны враща­
ются относительно его оси и вокруг собствен­
ных осей. При таком характере движения на 
мелющие тела действуют значительные инер­
ционные силы, что способствует интенсифика­
ции помола.

Планетарные мельницы широко использу­
ются в лабораторной практике [1]. Есть также 
примеры их практического применения [2]. 
Опыт эксплуатации показывает, что они обла­
дают рядом преимуществ по сравнению с из­
вестными помольными агрегатами. При одина­
ковой производительности планетарные мель­
ницы имеют значительно меньшие габариты и 
металлоемкость. Соответственно меньше и 
энергозатраты на помол. Широкого распро­
странения в промышленности планетарные 
мельницы не получили из-за недостаточной их 
изученности, отсутствия надежных методов 
расчета кинематических и динамических ха­
рактеристик.
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Рис. 1. Режимы движения загрузки: а -  каскадный; б -  водопадный; в -  центрифугальный

В данной работе проведен анализ движения 
мелющих тел в планетарной мельнице с целью 
определения критических скоростей вращения. 
Причем изначально принималось, что для пла­
нетарной мельницы, как и для других барабан­
ных, характерны три основных режима движе­
ния загрузки (материала и мелющих тел): кас­
кадный, водопадный и центрифугальный [3]. 
Правомерность такого подхода подтверждается 
в [4]. Характер движения мелющих тел при 
этих режимах показан на рис. 1. Наиболее эф­
фективен -  водопадный. Поэтому задача опре­
деления критических скоростей сводится к ус­
тановлению границ начала и завершения этого 
режима. Обычно анализируется движение оди­
ночного мелющего тела. Из-за небольших раз­
меров по сравнению с барабаном его можно 
рассматривать как материальную точку.

Любая материальная точка (размольное те­
ло), связанная с поверхностью барабана, со­
вершает сложное движение, которое можно 
представить в виде переносного и относитель­
ного. Если выбрать неподвижную ( O X 0Y0 ) и 
подвижную { A X xYx) системы координат так, 
как показано на рис. 2, то относительным дви­
жением будет вращение барабана вокруг своей 
оси, а переносным -  поступательное движение 
по окружности. На тело, которое находится в 
произвольной точке В  барабана, действуют си­
ла тяжести G, реакция связи -  N B, сила трения 
FT = JNB , где /  -  коэффициент трения сколь­
жения.

Применив для расчета принцип Даламбера 
[5], добавим силу инерции

F  — —т а Л -  т а вл =  FA +  FBA, (1)

где т  -  масса мелющего тела; F A -  переносная

сила инерции; F BA -  относительная сила инер­
ции.

Рис. 2. Расчетная схема определения 
минимальной угловой скорости

Поскольку переносное движение поступа­
тельное (сопер= о ) , кориолисова сила инерции
равна нулю. Инерционные центробежные силы 
направлены вдоль соответствующих радиусов г  
и R. Их величину можно рассчитывать по фор­
мулам:

Fba = m (0 2r ,  F “ = т т 20 (R  +  г ) , (2)

где со -  угловая скорость барабана; соо -  то же 
водила; г  -  радиус барабана; R  -  то же непод­
вижной окружности.

Введя обозначение в виде геометрического 
критерия к  =  г /  R , получим г  =  kR  .
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Поскольку точка соприкосновения окруж­
ностей радиусами R  и г  в данном случае явля­
ется мгновенным центром скоростей, линейная 
скорость точки А  х>Л =  cor = v BA. Вместе с тем 
v A = со0 (R  + г ) , откуда сог = со0 (/? + г ), или

Тогда общее уравнение равновесия после 
подстановки выражений для инерционных сил 
(6) можно записать в виде

г 2; п , ШСО R k  ( \/  mcc k R  + m g  cos cp н-------------cos(cp -  (p0 j
1 +  k

co r  

R  +  r
= co—

R  +  r
(3)

С учетом геометрического критерия k  полу­
чим

co0 = k

1 + k
(4)

Углы поворота водила и барабана связаны 
между собой подобной зависимостью

С учетом этого формулы (2) для расчета 
инерционных сил примут вид:

Г  = ; FBA =  m (02kR . (6)
1 +  k

Рассмотрим условие подъема тела вместе с 
барабаном. Тело удерживается на поверхности 
барабана и поднимается вверх за счет силы 
трения. Согласно принципу Даламбера условия 
равновесия тела в точке В  в общем виде можно 
записать

G + F t +  N b +  F Z  +  F b"a =  0. (7)

В проекции на ось, совпадающую с каса­
тельной к окружности барабана в точке 5, ус­
ловие удержания тела на его поверхности при­
мет вид

FT =Gsincp-hFAHsin(cp-cp0). (8) 

В свою очередь сила трения

FT = f N  =  f [ F BA +  G cos(p+ F f cos((p-<p0)]. (9)

=  m g s m < p + m ®  R k  sin (cp — ф()). (10)
l  +  k

После сокращения массы и проведения ряда 
преобразований можно рассчитать угловую 
скорость, достаточную для подъема тела на оп­
ределенный угол ф:

ю= I g(l + fc)(sin(p- / coscp)
у k R [ f (  1 +  k ) +  Д  cos(9- фо)- /:8Іп(ф- ф0)]

( И )

Поскольку более эффективный помол в ба­
рабанных мельницах достигается при водопад­
ном режиме [3], тело соответственно должно 
подниматься на угол, больший 90°. Подставим 
в формулу (11) ф  =  7С/ 2 и  получим

<*>mm =
g ( l + * )

k R [ f ( l  +  k ) +  f k  БІпфо -/:со8ф 0]
( 12)

Эта угловая скорость считается минималь­
ной критической для наступления самого эф­
фективного водопадного режима.

Максимальную критическую скорость вра­
щения можно определить по аналогии с шаро­
вой мельницей из условия наступления цен- 
трнфугального режима, при котором помол 
практически прекращается. Начало центрифу- 
гального режима характеризуется безотрывным 
положением мелющего тела в верхней точке 
барабана. Анализ работы планетарной мельни­
цы показывает, что момент наступления этого 
режима необходимо рассматривать при нахож­
дении барабана в нижнем положении, когда 
инерционные силы направлены в противопо­
ложные стороны (рис. 3). В верхнем положении 
барабана обе инерционные силы будут направ­
лены от оси вращения и обеспечат удержание 
тела на его поверхности при значительно 
меньших скоростях.
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Рис. 3. Схема определения максимальной 
угловой скорости

Условие равновесия тела в верхней точке 
можно записать следующим образом:

G  +  N b + F a + F m  = 0 . (13)

В критической ситуации в момент отрыва 
N  =  0 .  С учетом направления действия сил и 
формул (6) условие удержания тела в верхней 
точке примет вид

mOd2kR  -  m g
m(Q2R k 2 

1 +  k
(14)

можно считать максимальной

сошах
g(i + fc)

k R
(15)

Для расчета и анализа критических скоро­
стей использовался пакет программ «Mathcad». 
В результате расчета удалось установить, что 
при каком-то фиксированном радиусе в диапа­
зоне изменения параметра к  = 0,1... 1,0 макси­
мальная скорость вращения практически не за­
висит от него (рис. 4). Ее значение будет опре­
деляться только величиной радиуса R  не­
подвижного колеса.

Анализируя (12) для расчета минимальной 
угловой скорости, можно заметить, что она яв­
ляется функцией нескольких переменных. Если 
зафиксировать радиус неподвижной окружно­
сти R  = const, то для какого-то конкретного 
значения угла (р0, определяемого по формуле 
(5) и соответствующего углу ср = 7с/2, мини­
мальная угловая скорость зависит только от 
двух параметров: коэффициента трения / и  гео­
метрического критерия к. Поэтому дальнейшие 
расчеты направлены на выяснение влияния 
этих параметров на угловую скорость. Предва­
рительно оценивалась возможность использо­
вания (12) с точки зрения физического смысла. 
Очевидно, что в том случае, когда знаменатель 
становится меньше нуля, формула (12) не имеет 
физического смысла. Поскольку R  Ф 0 и к Ф 0, 
это условие принимает вид

Из выражения (14) после несложных преоб­
разований можно получить критическую угло­
вую скорость наступления центрифугального 
режима, которую для планетарных мельниц

f ( l  +  k ) +  f k  sincp0 -/:cos(p0 > 0 . (16)

Из этого условия определялся минималь­
но возможный коэффициент трения для разных

Рис. 4. Зависимость максимальной угловой скорости от геометрического параметра к
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Рис. 5. Зависимость минимально возможного коэффициента трения при разных значениях параметра к

значений к , а затем при тех же значениях к  рас­
считывалась минимальная угловая скорость 
при изменении коэффициента трения от мини­
мума до единицы. Результаты расчетов для 
трех значений геометрического критерия 
к = 0,25; 0,5; 1,0 представлены на рис. 5 в виде 
графических зависимостей 0 )^ =  f ( f )• Здесь же 
штриховой линией показаны максимальные 
угловые скорости для данного параметра к.

Очевидно, что водопадный режим может 
существовать только в той зоне, где макси­
мальная скорость больше минимальной. По

точке пересечения графических зависимостей 
для этих скоростей можно установить мини­
мальный коэффициент трения, при котором 
возможен водопадный режим. Он довольно 
существенно зависит от геометрического кри­
терия (рис. 6). С увеличением геометрического 
критерия условия подъема измельчающего тела 
по поверхности барабана улучшаются.

Анализ зависимостей, представленных на 
рис. 5 и 6, показывает, что большинство из­
мельчаемых материалов, коэффициент трения 
по стали которых составляет 0,5...0,8, может
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Рис. 6. Зависимость минимально возможного коэффици­
ента трения от геометрического параметра к

подниматься по поверхности барабана за счет 
силы трения при к  > 0,5. Стальные или чугун­
ные шары при коэффициенте трения 0,15...0,3 
не могут подняться даже при к  = 1 (/*= 0,631). 
Выход может быть найден при использовании 
специальной ступенчатой или волнистой футе­
ровки внутренней поверхности барабанов.

Таким образом, удалось получить аналити­
ческие зависимости для расчета минимальной и 
максимальной скоростей вращения планетар­
ной мельницы. Проведена оценка границ ис­
пользования этих зависимостей и показана воз­
можность их практического применения.
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При обработке отверстия цилиндра двигате­
ля внутреннего сгорания одним из главных 
требований является обеспечение высокой точ­
ности размеров и формы обработанных по­
верхностей. Например, для двигателей мото­
циклов, выпускаемых на предприятии ОАО 
«Мотовело», допускаемое отклонение диаметра 
отверстия составляет не более 2...4 мкм, а по­
грешности формы (некруглость, нецилиндрич- 
ность) не должны превышать 1 мкм. Требуемые 
параметры обеспечивают путем последова­
тельного выполнения операций зенкерования, 
получистового растачивания, тонкого растачи­

вания, хонингования. Один из недостатков 
данного техпроцесса -  то, что при использова­
нии традиционных методов финишной обра­
ботки предельно достижимые параметры точ­
ности формы отверстия составляют 4.. .7 мкм, а 
это требует дополнительной ручной притирки 
свободным абразивом.

Из-за конструктивных особенностей цилин­
дра двигателя мотоцикла использовать в пол­
ной мере возможности финишных операций, 
таких, например, как тонкое растачивание и 
хонингование, не представляется возможным. 
Известно, что при тонком растачивании пре­
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