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При оптимазации конструктивных парамет­
ров предварительно изолированного самоком- 
пенсирующегося теплофикационного трубо­
провода [1] важно определить условия потери 
устойчивости (состояние, при котором в трубах 
возникают большие осевые сжимающие силы и 
скручивающие моменты).

При потере устойчивости ось эквивалентно­
го бруса выпучивается и может образовать про­
странственную кривую. Будем считать, что 
концы бруса закреплены шарнирно. Рассматри­
ваемая система является неконсервативной, но 
для определения критических значений осевой 
силы Р и скручивающего момента для данной 
системы можно воспользоваться статическим 
методом [2, 3].

Выберем основную (x,y,z) и скользящую 
системы координат (л:,,у,,z,) (рис. 1). Обозна­
чим через V и w перемещение точки, лежащей 
на оси бруса х , в направлении осей у  и z.

Определяя проекции вектора момента М  на 
осях ух и Zj для малых перемещений получаем 
дифференциальные уравнения упругой кривой 
в плоскостях хОу и xOz [1, 2]. Так как изгиб- 
ная жесткость эквивалентного бруса относи­
тельно главных центральных осей одна и та же 
и равна В , получим

у, d2v , t ,d w  , n,, л.В  ТГ + М  —: \г Р\> = 0;
dx2 dx

(1)
T>d2w i / Л  , п ЛВ— + Pw = Q. 

dx2 dx

Рис. 1. Потеря устойчивости эквивалентного бруса 
при кручении и осевом сжатии

гг М  , Р  2Полагая —  = к и — = s , получаем систему
В В

уравнений, решение которой будем искать в 
виде:

V = A sin пх + В cos г,х + С sin r7x + D cos г7х\
(2)

w = ^Isin rxx + Bcosr^x -  С cosr2x + .Dsin r2x.

Решая систему уравнений (2), находим, что 
гх и г2 должны удовлетворять одному и тому 
же квадратному уравнению

г2 + k r - s2 = 0. (3)

Для определения постоянных А, В, С, D ис­
пользуем граничные условия:
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х -  О, х = Я , V = О; 

х -О, х = Я , w = О.

Из условий при х = О следует:

А.-\- С — О и В •¥ ID ^  О.

Из условий при х - Н  следует:

/4(sin rxH  -  sin г2Н) + В{cos rxH  -  cos г2Н) = О, 

-  ^(cos rxH  -  cos г2Н) + 5(sin rxH  -  sin г2Н) = 0:

Приравнивая к нулю определитель системы, 
получаем

(sin гхН  -  sin г2Н)2 + (cos г,Я -  cos г2Я )2 = 0.

Или
С08(г, Я - Г 2Я )  =  1 .

Наименьшая величина аргумента, не равная 
нулю и, следовательно, не дающая тривиально­
го (нулевого) решения системы уравнений, 
равна гхН  -  г2Н  = 2 я , но из (3) следует

Отсюда получаем критические значения 
скручивающего момента М  и сжимающей си­
лы Р

И 'А О 2 Р f п у— Н---- — —

4 ,в) в [н] (5)

В случае защемления концов бруса получа­
ется аналогичный результат, хотя зависимости 
между Р и М  более сложные, чем в (5). Но при 
защемлении концов бруса критическая сила Р 
(при М  = 0), естественно, равна эйлеровой

Рэ =
4%2В 
Я 2

а критический момент (при

Р = 0) равен М кр = 2,861— .

Теперь рассмотрим возможность потери 
устойчивости эквивалентного бруса, когда 
винтовой брус изготовлен из тонкостенной 
трубы и подвергается нагреву при невозможно­
сти торцевых перемещений. Так как реактив­
ный момент М  связан с осевой силой Р урав­
нением

М  = Pi?sin(pcoscp------v ■ , (6)
1 + vsin ф

(здесь R -  радиус образующего цилиндра), 
уравнение (5) принимает вид

(rP)2+ABP = ̂ f ~ ,  (7)
Г1

г Лэтфсоэфгде Г  =------х—y~3~v •
1 + vsin ф

Решая квадратное уравнение, найдем Р

кр
2В
Г 2 1 +

п2Г 2
Я 2

-1
J

(8)

Уравнение (5) может быть использовано и 
для случая действия скручивающего момента и 
растягивающей силы. В этом случае перед си­
лой Р надо поставить знак «-». Уравнение (5) 
также может быть использовано и в частных 
случаях действия одного скручивающего мо­
мента М, тогда сила Р = 0', или действия одной 
только сжимающей силы, тогда момент М  = 0.

При М = 0 из (5) получаем значение крити­
ческой силы Р, которая равна эйлеровой

Р3 = ; при Р = 0 из (5) получаем значение

критического момента Л7кр 2кВ 
Я  ' Оба крити­

ческих значения соответствуют случаю шар­
нирного опирания концов бруса.

Следовательно, максимальное значение Ркр

будет равно Ркр,і= п2В
Я 2

что соответствует слу­

чаю, когда нет скручивающего момента.
Но при закреплении торцов винтового бруса 

таким образом, что запрещены и взаимный по­
ворот, и линейное (осевое) перемещение торцов 
будут одновременно возникать при нагреве и 
осевая сила Р и скручивающий момент М.

Определим величину В. При малом угле 
подъема витка ф из (5)

EJH 1 
TiRi 1 + 1 + V

и для тонкостенной трубы имеем
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Ed25H 
8(2 + v)Ri ’ (9)

где i -  число витков.
В общем случае при учете угла подъема 

витков получаем:
sincp 2EJsmq>В =

1 + sin2 ф cos2 ф
2 EJ 2 GJP

1 + sin2 ф + cos2 ф 2 EJ 
2G-2J

sin q>Ed2dn 
4(2 + v cos2 ф)

( 10)

с работой сил P, сжимающих стержень:

p « 1
-  \{ y 'fd x .
2 o

Приравнивая, получим выражение для на­
хождения критической силы

н н н
у  j(y fd x  = Щ- ^ { f fd x  + Щ- J'у1 dx . (12)

0 0 0

Для изогнутой оси стержня (рис. 2) общий 
вид уравнения имеет вид

Таким образом, задавшись параметрами 
винтового полого бруса (i?, d, 8, і, Н, ф ), из 
уравнений (6), (7), (9), (10) можно найти крити­
ческую силу Ркр и скручивающий момент Мкр
для заданного сочетания параметров бруса и 
решить задачу потери устойчивости эквива­
лентного бруса. Для этого необходимо связать 
полученные силовые факторы с температурны­
ми напряжениями. В [1] указаны зависимости 
осевой силы и скручивающего момента от 
£ аД Г , ф, k , F.

Теперь рассмотрим потерю устойчивости 
полого тонкостенного стержня в упругой среде. 
Стержень с шарнирно опертыми концами сжи­
мается силами Р (рис. 2), причем выпучиванию 
стержня препятствует реакция упругой среды.

Рис. 2. Продольный изгиб в упругой среде

Реакция грунта пропорциональна длине 
элемента оси стержня и величине прогиба у

dy = C0ydx , (11)

где С0 -  коэффициент пропорциональности 
(жесткость среды), кг/см2.

Находим величину критической силы для 
стержня. Для этого воспользуемся методом 
сравнения потенциальной энергии деформи­
руемой среды и изгиба стержня

н н
U = ̂ - \{ y " )2dx + ̂ - \ y 2dx

о о

• ппх , 10vу = Z-ian s m - ^ “ • О 3)
Л = 1 ™

Выполнив подстановку (13) в (12), запишем

Для определения Ркр нужно найти min вы­

ражения (14). Наименьшее число получается в 
том случае, когда все ап (кроме одного) обра­
щаются в 0, т. е. первой искривленной формой 
стержня будет синусоида, но не с одной полу­
волной, а с  -гг.

. пю: 
У = ап sm (15)

%1 E J ( 2 у ']
-  н> 1" + „’>

(16)

II

ч
[ч (17)

Пока упругая среда обладает малой жестко­
стью и коэффициент Со мал, первая форма бу­
дет без точек перегиба. Увеличивая С0 (или у), 
мы достигнем предела, когда первой формой 
равновесия будет синусоида с двумя полувол­
нами. Соответствующие значения у найдутся

или у = 4 .
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Форма равновесия с п +1 полуволнами бу­
дет первой формой равновесия при значении

2 Уу = 4 , при котором п + - у  в (16) увеличивает-
п

ся с заменой п на п +1. Величина, соответст­
вующая моменту перехода от п к п + 1 полу­
волнам, определяется

И2 + - у  =  (и +  1)2 +  , Y ч2 •
W (« + 1)

Откуда
у = и2(и + 1)2. (18)

Зная длину Н  и жесткость EJ, а также жест­
кость среды С0, из (17) вычисляется у , а из ра­
венства (18) -  число полуволн п, и, наконец, из 
(16) -  критическая сила Ркр.

Если у очень велико, то число полуволн 
будет также велико. При этом стержень будет 
искривляться змейкой с большим числом полу­
волн. В этом случае (18) можно заменить на
n - i j j  , и критическая сила будет равна

, _ 2kEJ _ 2 tz2EJ 
Kp~ ( H / n f ~  X2

(19)

где X -  длина одной полуволны.
Иными словами, если длинный тонкостен­

ный стержень искривляется в упругой среде по 
большому числу полуволн, то Ркр для него ока­
зывается вдвое больше эйлеровой силы для 
стержня той же жесткости EJ и длиной полу­
волны X с обоими опертыми концами.
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