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Как известно, интегральные (макроскопиче­
ские) свойства неоднородной среды описыва­
ются с помощью эквивалентной (эффективной) 
среды [1]. Эффективные упругие операторы 
(модули) зависят от вида корреляционных 
функций материальных коэффициентов среды, 
отражающих ее структурные свойства. Рас­
смотрим основные соотношения приближений 
эффективной среды.

Распространение гармонических волн в не­
однородной линейной упругой среде описыва­
ется уравнениями

( M * K /) l7+ рМ °> Ч = 0 > w

где Хди -  тензор упругих коэффициентов, ком­
поненты которого зависят от пространственных 
координат Xi (i = 1, 2, 3); р(х) -  плотность сре­
ды; Ui -  вектор перемещений; со -  частота.

Граничные условия, или условия на беско­
нечности, являются детерминированными и 
ставятся обычным образом для каждой кон­
кретной задачи.

При решении прямых детерминированных 
задач: А^Дх), р(х) -  заданные реализации, яв­
ляющиеся функциями пространственных коор­
динат; иДх) -  искомые детерминированные 
функции, описывающие волновое поле в среде 
с данной реализацией структуры. В обратных 
задачах: мДх) -  измеряемые (наблюдаемые) 
функции на некотором множестве Р, а 
XiJkl (х), р(х) должны быть определены на неко­
тором множестве V. Как известно, эта задача 
некорректная [1...6] и для решения требует 
знания какой-либо информации об искомых 
функциях.

Введем естественную иерархию структур 
исследуемых полей. Заменим данную конкрет­

ную реализацию через множество подоб­
ных реализаций, т. е. случайные функции 
A iJki (х), Р(х). Таким образом, считаем, что
в (1) Xijkl(x), р(х) являются случайными функ­
циями, и сохраним за ними те же обозначения. 
Тогда символически можно записать:

=Kjki + Kjki; р=р’ + р'; л у = а. /  -  л*/, (2)

где A*ijki, р* -  эффективные операторы упруго­
сти и плотности, вводимые соотношениями:

(а <>) = (Чи(*)и) = (рм,) - Р*(и,) • (3)

Представляя решения (1) согласно (2), (3) 
в виде

и.(х) = (и.(х)\+  Z U^n\ x )  (4)
п - \

и подставляя (4) в (1), получим рекуррентную 
систему уравнений динамики в виде

к». “В w  «в= - к  “В- 0 р'“г “И
« = 0, 1, 2,...; «В’ = 0, = {«,}.

Из (5) следует, что решение прямой задачи 
при п -  0 сводится к заданию эффективных
волновых операторов Л*̂ /5 р*, которые описы­
вают интегральные свойства исходной среды. 
Разработке методов теоретического вычисле­
ния эффективных модулей посвящено много 
исследований, особенно в случаях статики 
[7...11]. В случае динамики для статистически 
изотропных однородных сред эффективные 
волновые операторы представляют интеграль­
ные операторы с разностным ядром по -про­
странственным координатам. Ядро же пред-
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ставляет композицию тензора Грина однород­
ной среды и корреляционного тензора упругих 
модулей, характеризующего интегральные 
свойства структуры исходной среды [7, 10, И]. 
При вычислении эффективных волновых опе­
раторов корреляционные (структурные) функ­
ции среды задаются на основе некоторой 
имеющейся информации о структуре исходной 
среды. Одним из источников такой информа­
ции являются эксперименты по исследованию 
затухания (рассеяния) волн в неоднородной 
среде и определению дисперсии скоростей 
волн. В результате обработки результатов экс­
перимента получают информацию об аналити­
ческом виде корреляционной функции для дан­
ной среды.

Вопросы нахождения корреляционных
функций по данным измерения коэффициентов 
затухания (рассеяния) и дисперсии скорости 
рассматривались в [7]. Приведем примеры тео­
ретического нахождения корреляционных
функций для статистически изотропных одно­
родных сред.

Для слоистой неоднородной среды измене­
ние упругих коэффициентов задается формулой 
[12]

п (6)1; xk < x< xk + a k,
и Н п[0; х < xk; x> xk + a k,

где e'(x) -  случайные флуктуации функции 
e(x); xk -  случайные координаты скачка 
s(x) вдоль прямой х; <хк -  случайная толщина 
слоя. В простейшем случае е'(х); хк, а к -  не­
зависимые случайные величины.

Рассмотрим слой общей толщины L . Пусть 
случайная величина п -  число различных ком­
понент на длине L, распределена по закону Пу­
ассона

{п) =  щЬ, (7)

где щ = const и связана с вероятностью Щх) 
появления другого компонента на интервале от
д: до х + dx

W(x)dx = n\dx. (8)

Величина а  распределена по экспоненте

f a  (а) = а"1 ехр(- а  1а), а = ( а ) .

Тогда корреляционная функция имеет вид
[ 12]
i?(z) = (е'(х)е'(х + z)) = n,^e2^(a)exp(-|zja4 ). (9)

Возможная реализация е(х) представлена 
на рис. 1а.

а б

Для слоистого материала со значения­
ми компонент 8, и е2 вводится функция

v(jc) = [е(х) -  0,5(8, + е 2 )]f—— — . Тогда кор-
V  2  )

реляционная функция v(x) имеет вид [12]
R(z) = 0,25(8, -  е2)2 ехр(- 2я,|z|), что соответст­
вует распределению Пуассона координаты х*. 
Толщина слоя L -  случайная величина -  при 
этом распределена по экспоненциальному за­
кону. Возможная реализация такой среды пред­
ставлена на рис. 16.

В случае, если толщина слоя L распределена 
по закону Рэлея, корреляционная функция 
примет вид [13] i?(z) = i?0exp(-z2cT“). Таким
образом, распределение структурных парамет­
ров хк, а к связано с конкретным видом корре­
ляционной функции.

Для статистически изотропной и однород­
ной среды собственными функциями операто­
ров A)Jkl, р* являются (u(x)) -u(ą)exp(iąx).
Дисперсионные уравнения, определяющие за­
кон дисперсии да = qa(со) (а = l,f), получаются 
на основе уравнений (5) при п = 0 [7]:

0а(®) =
К к )  ’
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Ą(q) = X{q) + 2\i{q) Kt(q) = ц*(q) . ( 10)

На основании измерений коэффициентов 
5а (со) = 1т ? а(ю) -  затухания среднего поля и 
дисперсии скорости волн, связанных с Х<х(©) = 
= Re <7а(со), находятся спектры Л*а (со), р‘(со) и 

затем ядра Л*а(х -х ,) р*(х-х,) операторов 
Л*, р*, которые связаны с корреляционными 
функциями R ^\x  -  х,); Rp(x -  х,) через извест­

ную функцию Грина G°(x-Xj) в виде произве­

дения Л*а (х -  хх) = G0 (х -  х,) л{а)(х -  х,) . Таким 
образом, в символической записи имеем 
4 а)(* -  *i) = Л*а (х -  Xj )G° (х -  Xj).

По виду корреляционной функции 
упругих модулей можно сделать 

некоторые выводы о свойствах конкретных 
реализаций XiJlcl(x). Например, о гладкости,
степени упорядоченности или неупорядоченно­
сти структуры. Однако на практике при реше­
нии задач геофизики, дефектоскопии необхо­
димо знание данной конкретной реализации 
физико-механических коэффициентов среды. 
Для этого необходимо в рассеянной волне вы­
делить иерархию структур полевых величин и 
установить ее взаимосвязь с особенностями 
структуры среды.

Рассмотренные соотношения приближений 
эффективной среды и корреляционной функции 
являются составной частью алгоритма иденти­
фикации упругих коэффициентов неоднород­
ной среды на основе совместного применения 
статистического варианта метода осреднения и 
метода статистического обращения. Этот метод 
в сейсмологии позволяет определить свойства 
среды по направлению распространения волн,

вызванных землетрясениями, создавать меха­
нические резонаторы и фильтры в акустоэлек- 
тронике, проектировать многослойные конст­
рукции, которые являются наиболее перспек­
тивными в строительстве с точки зрения вибро­
звукоизоляции.
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