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Среди задач оптимизации на графах (сетях) 
пшроко известна задача оптимального преобра­
зования сети. Так, при поиске оптимального 
управления сложными динамическими систе­
мами, математическими моделями которых яв­
ляются многополюсные сети, возникает задача 
оптимального синтеза сети с заданными пара­
метрами ее функционирования. Например, при 
управлении процессом функционирования 
транспортной системы приходится зачитывать 
множественность критериев эффективности, 
что приводит к необходимости решать ком­
плекс іфоблем, связанных с анализом сущест­
вующей сети маршрутов, минимизацией затрат 
по перемещению грузов (пассажиров), оп­
тимальным распределением транспортных 
средств между маршрутами и т. п. Модели и 
алгоритмы решения ряда таких задач описаны в 
[1, 2]. Однако одной из особенностей, прису­
щих логистическим .системам, является их ди­
намизм, в связи с чем часто возникает необхо­
димость увеличения пропускной способности 
системы с минимальными затратами. Эта зада­
ча допускает несколько формулировок.

Как и в [1], рассмотрим сеть G(K, U), где V -  
множество вершин, |К| = г ; U -  множество дуг.
В сети выделены подмножества 5 с  К -  вер­
шины, в которых сосредоточен груз (источни­
ки), и Т с  V -  вершины, в которых сосредото­
чены пункты спроса (стоки). Известно, что 
стоимость увеличения пропускной способности 
дуги (i. У) е и  на единицу равна ą-, а ее пропуск­
ная способность -  d,y.

1. Пусть известна величина потока v„ из ка­
ждого источника seS  НУ,-в каждый сток t еТ  
сети G(V, U). Для некоторого множества источ­
ников 5 '  с  5  и стоков Т'с Т требуется увели­
чить выходящие и входящие потоки на величи-

f .  Л
ны Ау„ seS'  и Д V,, і е Т'

ветственно. Либо необходимо увеличить 
суммарный поток из источников множества S ’ 
в стоки множества Т' на величину Av. Каким 
образом следует синтезировать новую сеть, 
увеличив пропускные способности дуг с мини­
мальными затратами, чтобы получить требуе­
мые потоки?

2. Пусть известно, что суммарные затраты 
на преобразование сети ограничены некоторой 
величиной С. Как следует увеличить пропуск­
ные способности дуг, чтобы в синтезированной 
сети получить как можно большую величину 
потока из источников множества S ' в стоки 
множества Т' (или увеличить величину потока 
между некоторыми источниками и стоками на 
заданную величину, максимально увеличив по­
ток из источников множества S' в стоки множе­
ства Т'), чтобы суммарные затраты на преобра­
зование сети не превысили величину С.

Для сетей с одним источником и стоком эти 
задачи решены [3 ,4 ]. Здесь мы опишем сетевые 
модели для многополюсных сетей и алгоритмы 
решения этих задач, использующие идею мо­
дифицированных сетей и стоимостей [1].

Обозначим через уу приращение пропуск­
ной способности дуги (i , j)śU,  а ху -  дуговой 
поток по этой дуге; N(k) -  множество вершин 
сети G{V, U), соседних с вершиной keV.

Первая из сформулированных задач может 
быть записана следующим образом: минимизи­
ровать суммарные затраты '^СуУу на преоб-

(.Ши
разование сети при условиях:

VseS' (еГ
соот-

leiV(k) Ĵ N{k) 

ie N { s i )

(1)
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i e N ( s , )  J e N i s i )

/еЩ) JeN(t,y

0<x,y<d^+y,y, (i,j)eU.

(2)

(3)

Если необходимо увеличить суммарный по­
ток из источников множества S' в стоки множе­
ства Т' на величину Av, то к условиям (2) доба­
вятся ограничения:

5/€S* tjCT*

AVj >  (  ̂ 6 .S'; Av. ^ t , e T .

(4)

Вторая задача может быть записана в сле­
дующем виде: максимизировать суммарное 
приращение потока A v= ^Av^^ при условии,

5/бУ
ЧТО выполняются ограничения (1).. .(4) и

(5)

Ниже приводятся алгоритмы решения 
сформулированных задач, которые существен­
но используют их сетевое представление, что 
позволяет значительно уменьшить объем обра­
батываемой информации.

Как и в [1], для сети G(F, U) построим мо­
дифицированную сеть G(F, U). Каждой верши­

не lp&TC\S, р  = Хк поставим в соответствие 

две вершины Sp и tp, соединив их ориентиро­
ванной дугой {tp,s^, р  = \, к , полагая:

Ś  = {si, ..., s j ;  f  = f j .  Заметим,

что ГГ)5 = 0 .  Введем две дополнительные 
вершины s a t ,  полагая для каждой дуги (5, s,) 
и (ty, t) стоимость увеличения их пропуск­
ной способности на единицу равной =оо,

1 = 1,/и; c,,i=<xi,j = \ n .  Все выходящие (в том

числе и неориентированные) дуги из вершины 
1р остаются инцидентными вершине Sp, причем 
полагаем для них: d, ,• = d , с, , = с , Анало-

•*р‘ ^p^ ‘‘ р* ' р '

гично для всех входящих в вершину 1р дуг по 
лагаем. dj, = dji; с у. = Су/.

и,  ̂ множество неориентированных дуг, инци­

дентных вершине 1̂ , р ~ \ , к .
Рассмотрим задачу оптимального синтеза 

многополюсной сети в первой постановке. Бу­
дем считать пропускные способности дуг: 
d,,, = V,. 5,. € 5  \ S '; + Av,̂ , s, e  S '. Соот­

ветственно для дуг {ty, t) имеем:
^ e  2’ \ d,,, = v,̂  + tsv,,,ty e  Г. Пропу­

скные способности дуг {tp, 5p), p  = \ k  будем 
полагать неограниченными.

Необходимо синтезировать новую сеть, 
увеличив пропускные способности дуг {i, j)  на 
величину уіу таким образом, чтобы полученный 
максимальный поток в сети отвечал требуемым 
параметрам, а суммарная стоимость этого пре­
образования была минимальной. Матрицу
Y  = |[yj,|, порядок которой определяется числом

вершин сети, будем называть матрицей синтеза 
сети, а если она удовлетворяет требуемым ус­
ловиям -  матрицей оптимального синтеза. Ве­
личина C(Y) -^СуУу равна стоимости синтеза 

сети.

Теорема 1. Если Y  = [у у -  матрица опти­

мального синтеза сети G{y,U), то матрица

Y° = ,где

УІ = ' у̂, если (/, j)  г  и І, j * s , t \
р-\

(6)

>'^=3^,->^^.3'/>0,еслйд^^-ў;>^>0-, 

{i, =  к,

У І = Ą  -  Я '  y«r = К  -

{ i , l p ) e U . , p  =  U ,

является матрицей оптимального синтеза сети 
G{V, U).

Доказательство. Предположим противное, 
т. е. существует матрица синтеза сети Y =|[у,у|

Обозначим через ■ Построим матрицу
'J '.у
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Y = p ,

разом:

синтеза сети G(V, U) следующим об-

5'«=Ууг = 0. V / ; y e F ;

Ўі,,=Уй,>

У> ,̂=^’ Р = ̂ ^ -
Все остальные элементы матриц Y и Y 

совпадают.

Если ^  =1^1 -  оптимальное преобразова­

ние приведенной однополюсной сети G(F, U), 

то из того, что > О, следует, что Ў,^=0, и

наоборот. Действительно, в противном случае 
tp. Sp, i образуют цикл (tp, Sp), (Sp, i), (i, no ко­
торому можно уменьшить поток (а соответст­
венно и пропускные способности дуг), не изме­
нив при этом суммарного потока из источника 
в сток, что противоречит оптимальности мат-

рицы синтеза Y . Но отсюда следует, что

стоимость синтеза C(Y ) равна стоимости син­
теза C(Y®).

Поскольку поток по дуге ориентирует ее ес­
тественным образом, величины и уу  не 

могут одновременно быть положительными. 
Тогда стоимости синтеза C (Y ) и C(Y) также

—О ““
равны. Но отсюда следует C(Y ) > C (Y ), что 
противоречит оптимальности матрицы синтеза

Y° =11^1 сети G(K,H).

Таким образом, для отыскания оптимально­
го синтеза Y°=|y»j| многополюсной сети 

G(V, U) достаточно найти оптимальный синтез 

^  =||5̂ | однополюсной приведенной сети 

G (K ,n).
Алгоритм нахояедения оптимального 

синтеза сети G(F, U ). Начальный шаг. Строим

однополюсную приведенную сеть G(K, U) , как 
описано выше. Полагаем все элементы матри­

цы Y° = |)^ | равными нулю, а

симальный поток в сети G(y,U) величины v, 
v° = V + Av.

Шаг 1. Для имеющегося потока определяем 
матрицу модифицированных дуговых весов;

О, если Ху < dy, 

с* =< Су, ecnaxy>dy.;

-Су, если Xji>djp

Элементы матрицы К = [|';>| полагаем рав­

н ы м и :  Г у =  ] ,  / , у  =  1 , р [

Шаг 2. Последовательно для вершин 

к = \ 2 , ..., pj осуществляем тернарные опера­

ции Су = min(cj, % + с̂  ̂i Ф j ^ k ,  полагая при 

этом:

Гу, еслис*.<4+с;^.;
Гу=<

Гік, еслис^>С(4 + с*̂ ..

Если с*, = 00, то переходим к шагу 4, в про­
тивном случае -  к шагу 3.

Шаг 3. С помощью элементов матрицы R  
находим путь L минимального веса из источни­
ка ̂  в сток /:

Пусть
Ху < di}, L~ = fey ) e  LIXji > d }

£  = ^i, j )GLia<Xyi<d}

Если £  = 17 = 0 ,  то полагаем е = 

=  min (di, -  Хц), в противном случае вычисляем:

Увеличиваем поток из источника s в сток t 
на величину е = mm(8„ Ej, 63) (или до требуемой
величины Vo, если е + v ее превосходит), изме­
няя поток вдоль пути L следующим образом;

x,j :=Xy+s ,  е с л и  (г, у) б Г ;

д^:=л:^--Е,если ( і , / ) е Г й £ .
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Если суммарный поток достиг заданной

величины, то переходим к шагу 4. В противном 
случае-к шагу 1.

Шаг 4. Вычисляем матрицу Y° = |^ у|  оп­

тимального синтеза приведенной сети Cr(F, U) \

—О
Уу = \

Xy-dy, если Xy>dy,

О -в остальных случаях.

По формулам (6) находим матрицу

Y = оптимального синтеза исходной

многополюсной сети G(F, U) с минимальной 
стоимостью преобразования

< J

Поскольку увеличение потока каждый раз 
осуществляется вдоль пути минимального веса, 
а вес пути -  это затраты, связанные с увеличе­
нием потока вдоль этого пути на единицу, то 
понятно, что суммарные затраты, связанные с 
синтезом сети заданной величины потока, бу­
дут минимальны. Для доказательства коррект­
ности алгоритма осталось показать, что на каж­
дом шаге алгоритма не могут возникнуть цик­
лы отрицательного веса, так как алгоритм 
построения путей минимального веса работает 
только при отсутствии циклов отрицательно­
го веса.

Действительно, в начале работы алгоритма 
циклов отрицательного веса нет, так как Ху < dy
для всех дуг сети. Предположим, что на неко­
торой итерации алгоритма при увеличении по­
тока вдоль пути L минимального веса возник
отрицательный цикл L°. Очевидно, что  ̂
ф 0 , так как модифицированные веса изме­
нились только для дуг, входящих в путь L.
причем дуги множества I П  при увеличении 
потока вдоль пути L проходят в направлении 
потока, а в цикле -  в противоположном (т. е. 
суммарные модифицированные веса дуг

множества Lf]l^ в направление потока вдоль 
пути L положительны) фис. 1).

Рис. 1

Это означает, ч т о - Cj + С^о^^<0,т. е. > 

> . Но тогда вес пути, полученного из пу­

ти L заменой дуг множества на дуги

множества Z,\Z? (т. е. проходящего через вер­
шины I*, ip, i, ), меньше веса пути L, что проти­

воречит его минимальности. Корректность ал­
горитма доказана.

Рассмотрим теперь вторую задачу -  макси­
мально увеличить суммарный поток из источ­
ников множества s 'с  5' в стоки множества 
fczT  таким образом, чтобы суммарные затра­
ты на синтез новой сети не превысили заданной 
величины С.

Для многополюсной сети G(F, U) известны 

величины потоков v̂  ,i = Х т , выходящих из 

каждого источника s,-€5 и v, ,̂j = Xn, -  пото­

ков, входящих в каждый сток t j& T . По прави­

лу, описанному выше, для многополюсной сети 
строим приведенную сеть G(K, U). Определим

матрицу D = ||rfy| пропускных способностей 

следующим образом;

dis = О ,геV; d,j = 0 , j e V \ Ś ;  dss,= v,̂ ,i =Хтп; 

da ~ 0 , j e  F; dii =0, i e V \  T,dtjt = v,., j  = 1,«;

^‘pJ — dilp — îlpP —

i , jeV\SV[T.

Величины dtp̂  и dŝ  ̂ определяются со­
держанием моделируемой задачи. Здесь мы 
будем полагать их значения как угодно боль­
шими.

Далее формируем матрицу С = ||су| стоимо­

стей увеличения пропускных способностей дуг 
приведенной сети на единицу.

Полагаем:

Вестник БИТУ, № 4, 2005 55



Естественные и точные науки

Cis=<X>, V; C s s , =0,і =  \,т; Csj = O0 ,J€V\S;

Cti = сю, г 6 У; с,,, =0,у = 1, и; с,., =co,i&V\T;

Су = с , = Cj,- c,̂ j = с, си̂  = С;,,/? = 1,Л:,' i ,je.V\SV\T.

Заменяя величины = \ к  , опреде­

ляются содержанием моделируемой задачи. 
В нашем случае естественно положить

Несложно проверить (аналогично теореме 

1), что если Y° =|j>f|| -  матрица оптимального

синтеза приведенной сети G(y, U ), то матрица

Y“ = |[v | получения по формулам (6) будет

матрицей оптимального синтеза исходной мно­
гополюсной сети G(V, U ), а величина

является максимальной величиной,
/

на которую можно увеличить поток из источ- 
ников множества S'c.S  в стоки множества 
Г' с  Г таким образом, чтобы суммарные затра­
ты на синтез новой сети не превысили заданной 
величины С.

Алгоритм максимального увеличения 
потока с заданным уровнем затрат. На­
чальный илаг. Строим однополюсную приве­

денную сеть G{y, U ), формируя матрицу

D = p ,)| пропускных способностей дуг и мат­

С- ='■IJ

рицу с = |ci/| дуговых весов этой сети, как опи­

сано выше. Пользуясь любым из известных ал­
горитмов
[3, 4], строим максимальный поток из источни­

ка 5 в сток t в приведенной сети С?(К, U ). Пола­

гаем Cj и все элементы матрицы преобразова­

ния Y =|̂ ,у|| равными нулю.

Шаг 1. Для потока X  = |[̂ ў| определяем мат­

рицу модифицированных дуговых весов еди­
ничного потока:

О, если X{j < dy. 

Су, если Ху  ̂dy, 

-Cji, если Xji>dji.

(7)

Элементы матрицы R = p |  полагаем рав­

ными ry = j , i  = xY^ j  = x f \

Шаг 2. Последовательно для вершины 

к = \,..., 1?̂  осуществляем тернарные операции

Су >= min(cj-,% + для всех J * k .
Одновременно с тернарной операцией из­

меняем элементы матрицы R по следующему 
правилу;

Г- ~  <fjj . 'v
Гу, если 4 ^ 4 + 4 ;  

Пк’ если 4 > 4 + с * .

Шаг 3. Элемент с], указьшает минимальный 
вес пути из источника s в сток t, а элементы 
матрицы R: = ц, ..., = t,

указывают этот путь L = і ,̂..., 4_і, і̂ , /}-

Далее полагаем ą =  niin(<4 -.%) для мно-
( i , J ) c L \  > "

жества С  ненасыщенных дуг, проходимых 
в {s -  І) пути L в направлении потока,
£, = min Xji -  для множества L' дуг (г; j), про-

(<.ЛеГ •'
ходимым в ( s - о  пути L в направлении, проти­
воположном направлению потока.

Если Cg + 8 ^ 4 < С ,  где e = m in(ą,e2) , то 

положим Cg: = Cj + 8 ^ 4  и переходим к шагу 4. 

Если

Q : = Q + e E 4 > < ^ ’ ™ 8  = - ^ ^ ,  C = Cg, 
(i,y)sŁ

и переходим к шагу 4.

56 Вестник БИТУ, № 4, 2005



Естественные и точные науки

Шаг 4. Увеличиваем поток из источника s в 
сток t:

Xjj + £, если (/, j ) e L \ L  , 

Ху-е ,ест {i,j)eL~.

Если Q  < С, то переходим к шагу 1. В про­
тивном случае алгоритм заканчивает работу. 
Вычисляем элементы матрицы оптимального

синтеза Y° =j[> îy| приведенной сети

ў9. = <
Xy-dij, если Xy>dij;

О, в остальных случаях

По формулам (6) находим матрицу опти­
мального преобразования исходной задачи.

Корректность алгоритма следует из того, 
что, как это было доказано, в сети не возникает 
циклов отрицательного веса, и по построению

матрицы С=|ё,>| стоимость оптимального син­

теза исходной многополюснои и приведенной 
сети совпадают.

В Ы В О Д

Получены алгоритмы оптимального синтеза 
многополюсных сетей, которые могут исполь­
зоваться при решении любых задач, связанных 
оптимальным преобразованием динамических 
систем, допускающих формулировку в терми­
нах теории графов.
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ПОЛНОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ВЕЛИКОЙ ТЕОРЕМЫ ФЕРМА

Студ. ЛЕЩИНСКИЙ А. С

Белорусский национальный технический университет

История великой теоремы Ферма началась в 
1637 г., когда французский математик Пьер 
Ферма (1601... 1665) сформулировал теорему, 
согласно которой при натуральном и > 2 урав­
нение У  +у" = г" не имеет решений в целых по­
ложительных числах X, у ,  Z.

Для полного доказательства достаточно до­
казать две теоремы.

Теорема 1.0. кг Ф 0 modp, где кг -  второй 
множитель числа классов идеалов кругового 
поля QiCp)', р  -  простое нечетное число.

Теорема 2.0. Для простого показателя р > 5  
справедлив второй случай теоремы Ферма, 
если кг Ф о modp.

Первый случай теоремы Ферма при 
кгФО т о ф  был доказан Вандивером. В даль­
нейшем будем использовать обозначение ^  =

2я.

Теорема 2.1. Уравнение

У + /  = ел'^У,

где X, у , Z, 8 6  Z[^ +  8 -  единица кольца,
целое и > 1, простоер ^ 5, п = (I -  Q(1 -  не 
имеет решений в ненулевых х, у, z.

□  Пусть уравнение имеет решение в нену­
левых д:, у ,  Z.
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