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Функционирование разнообразных техниче-

ских устройств практически всегда сопряжено с 
отклонениями параметров от номинальных 
значений, установленных техническими требо-
ваниями. Подобные отклонения могут привести 
к значительной неопределенности и наруше-
нию режима работы устройства, вплоть до его 
выхода из строя. Одним из основных направле-
ний исследований систем с неопределенностью 
является параметрическое направление [1–5], 
рассматриваемое в настоящей статье. Наиболее 
значительные успехи были достигнуты в обла-
сти анализа устойчивости систем. В рамках ча-
стотного подхода известны работы Я. З. Цып- 
кина и Б. Т. Поляка [1], труды В. Л. Харитонова, 
Б. Р. Бармиша и Р. Темпо посвящены алгебраи-
ческому [2] и корневому [3] подходам. В дан-
ной работе развивается корневое направ- 
ление [4, 5] к проблеме. Формулируются усло-
вия устойчивости для использования с целью 
параметрического синтеза робастных САУ. 

Формирование корневого портрета. Рас-
смотрим интервальную динамическую систему 
(ИДС), описываемую семейством характери-
стических полиномов: 

P(s) = a0sn + a0sn–1 + … + an–1 + an,        (1) 
 

где ,0,,0, 0 ≠=≤≤ anjaaa jjj  ja  и ja  – со-
ответственно действительные значения мини-

мальной и максимальной границ замкнутого 
интервала изменения коэффициента aj, которая 
представляет собой систему с параметрической 
неопределенностью. 

Сделав в (1) замену переменного s = σ + iω, 
запишем выражение относительно выбранного 
варьируемого коэффициента ak 

 

),,(),()( ωσ+ωσ== ivusfak             (2) 
 

где u(σ, ω) и v(σ, ω) – гармонические функции 
двух независимых действительных переменных 
σ и ω. 

Интервальное семейство рациональных 
функций отображения (2) позволяет формиро-
вать в плоскости s корневой портрет системы. 
Тогда уравнение корневого годографа Теодор-
чика – Эванса [4] определяется выражением 

 

v(σ, ω) = 0,                           (3) 
 

а уравнение параметра [4] – выражением 
 

ak = u(σ, ω).                           (4) 
 

Динамика корневого портрета на грани-
це устойчивости. Устойчивость семейства (1) 
зависит от расположения его корней относи-
тельно мнимой оси iω плоскости корней s, яв-
ляющейся границей асимптотической устойчи-
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вости. Рассмотрим характер пересечения гра-
ницы годографами корневого портрета. 

Положим, что варьируемым коэффициен-
том, т. е. параметром корневого годографа, яв-
ляется свободный член (1) ak = an. Определим в 
общем виде уравнение (3) годографа на грани-
це устойчивости. При четных n, n/2 оно имеет 
вид 

 

v(ω) = –a1ωn–1 + a3ωn–3 – a5ωn–5 + … – 
 
 

– an–3ω3 + an–1ω = 0.                    (5) 
 

Для вычисления значений параметра в точ-
ках пересечения границы устойчивости ветвя-
ми годографов определим также в общем виде 
уравнение (4) параметра годографа на этой гра-
нице. При четных n, n/2 оно имеет вид 

 

u(ω) = –a0ωn + a2ωn–2 – a4ωn–4 + … – 
 
 

– an–4ω4 + an–2ω2 = an.                 (6) 
 

Уравнения годографа и параметра для слу-
чаев, когда n четно, n/2 нечетно; n нечетно,  
(n – 1)/2 четно и n нечетно, (n – 1)/2 нечетно, 
выводятся таким же образом. Далее исследова-
ние будем вести применительно к случаю, когда  
n четно, n/2 четно (5), (6), поскольку для всех 
четырех случаев оно проводится аналогично. 

Область пересечений. Ввиду аналитичности 
и непрерывности функций (5), (6) очевидно, что 
точки пересечения границы устойчивости вет-
вями годографов портрета образуют на этой оси 
некоторую многолистную область [5] Dω, при-
чем каждая ветвь образует непрерывную подоб-
ласть (лист) указанной области. 

Определение 1. Область пересечений грани-
цы асимптотической устойчивости годографа-
ми корневого портрета ИДС назовем областью 
пересечений портрета. 

Определим множество координат iDω  точек 
пересечения границы устойчивости, составля-
ющих область пересечений, как множество WD 
= { iDω }. Множество значений iDa  параметра в 
точках iDω  обозначим как AD = { iDa }. 

Область экстремумов. Выразим экстре-
мальные значения функции параметра (6) в об-
ласти Dω. Для этого выполним ее исследование 
на экстремум 

u′(ω) = + na0ωn–1 – (n – 2)a2ωn–3 + (n – 4)a4ωn–5 – 
 

– … + 4an–4ω3 – 2an–2ω = 0.                 (7) 
 

Корни уравнения (7) формируют множество 
We = { ieω } точек экстремума функции параметра 
на границе устойчивости, т. е. ее область экстре-
мумов De. Соответствующее множество значений 
функции параметра в точках множества We опре-
деляется как Ae = { iea } на основании (6). 

Запишем выражения первой производной: 
 

u′(ω) = + n 0a ωn–1 – (n – 2) 2a ωn–3 +  
 

+ (n – 4) 4a ωn–5 – … + 4 4−na ω3 – 2 2−na ω = 0;  (8) 
 

u′ (ω) = + n 0a ωn–1 – (n – 2) 2a ωn–3 + 
 

+ (n – 4) 4a ωn–5 – … + 4 4−na ω3 – 2 2−na ω = 0  (9) 
 

для определения соответственно максимальных 
и минимальных значений функции параметра 
на границе устойчивости в области пересече-
ний портрета. Корни (8) и (9) формируют соот-
ветственно подмножества maxeW ⊂We и mineW ⊂We 
координат точек максимума и минимума функ-
ции параметра в области Dω. Подмножество 
значений параметра в точках подмножества 

maxeW  обозначим как maxeA , а в точках подмно-

жества mineW  – как mineA . 
Из формы уравнения параметра (6) следует, 

что границы eω  и eω  области экстремумов для 
системы при четных n, n/2: 

 
• верхняя          eω = sup maxeW ;                 (10) 
 
 
 
 

• нижняя           eω = inf maxeW .                  (11) 
 

Характер распределения функции пара-
метра вдоль границы устойчивости. Интер-
вальное семейство функций (7) порождает се-
мейство кривых (рис. 1) распределения функ-
ции параметра траекторий u(ω) вдоль границы 
устойчивости. Для упрощения рисунка точки 
экстремума функции соединены прямыми ли-
ниями, хотя в действительности они представ-
ляют собой кривые. Участки возрастания функ- 
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ции параметра обозначены знаком плюс, убы-
вания функции – знаком минус. Из уравнения 
параметра (6) следует, что кривая, порождаемая 
функцией (8), является мажорантой, а порождае-
мая функцией (9) – минорантой семейства. 

 

 
 

Рис. 1. Динамика функции параметра  
на границе устойчивости 

 
Исходя из (5), (6), (8), (9), координаты точек 

экстремума и значения функции параметра в 
этих точках, а следовательно, и границы обла-
сти экстремумов (10), (11) зависят только от 
коэффициентов при четных степенях характе-
ристического уравнения (1). Если хотя бы один 
из коэффициентов изменяется на бесконечном 
интервале, то область пересечений Dω беско-
нечна. 

Область пересечений Dω разделяется на три 
области: 

• De – экстремумов, в пределах интервала 
[ eω , eω ]; 

• tDω  – пересечений верхнюю, в пределах 

интервала [ eω , ∞]; 
• bDω  – пересечений нижнюю, в пределах 

интервала [–∞, eω ]. 
Реальная область пересечений. При зада-

нии границ интервалов вариации параметра 

область пересечений ωD  не бесконечна и явля-
ется ограниченной. Максимальная Dω  и мини-

мальная Dω  координаты, ограничивающие об-
ласть пересечений, определяются из уравнения 
корневого годографа (5). 

Границы реальной области Dω пересече- 
ний заданного портрета могут различным обра-
зом располагаться по отношению к грани- 
цам области экстремумов De. Например, реаль- 
ная область пересечений может включать об-
ласть экстремумов (рис. 2) или только ее неко-
торую часть, а также располагаться за ее пре- 
делами. 

Координаты максимальных верхних и ми-
нимальных нижних границ участков в семей-
стве кривых распределения функции параметра 
для реальной области пересечений корневого 
портрета определяются соответственно из 
уравнений 

 

v(ω) = – 1a ωn–1 + 3a ωn–3 – 5a ωn–5 + … – 
 

– 3−na ω3 + 1−na ω = 0;            (12) 
 

v(ω) = – 1a ωn–1 + 3a ωn–3 – 5a ωn–5 + … – 
 

– 3−na ω3 + 1−na ω = 0,            (13) 
 

а максимальные и минимальные значения па-
раметра на этих границах – по формулам 

 

u(ω) = – 0a ωn + 2a ωn–2 – 4a ωn–4 + … – 
 

– 4−na ω4 + 2−na ω2 = maxna ;           (14) 
 

u(ω) = – 0a ωn + 2a ωn–2 – 4a ωn–4 + … – 
 

– 4−na ω4 + 2−na ω2 = minna .          (15) 
 

Из (12), (13) определяются максимальная 
Dω  и минимальная Dω  границы реальной об-

ласти пересечений. 
На рис. 2 представлено поле корневых траек-

торий системы шестого порядка. Область пере- 
сечений состоит из подобластей 1ωD , 2ωD  и  

3ωD , формируемых при пересечении границы 
устойчивости двумя ветвями каждого годографа 
поля. 

 eω   
 
    ωе4 

 
    ωе3 

 
    ωе2 

 
    ωе1 

  – ωе2 

 
  – ωе3 

 
  – ωе4 
 
    

eω   

ае min 

ае max 

ае n–1 

D
ω

b 
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ω
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Рис. 2. Область пересечений границы устойчивости iω ветвями годографов поля 

 
Доминирующие ветви. Для каждой кривой 

распределения (рис. 1) имеет место чередова-
ние участков возрастания и убывания функции 
параметра. Причем может быть два варианта 
пересечения этих участков: слева направо и 
справа налево. В этой связи выделим четыре 
подобласти области пересечений: 

• gD


 – на участках возрастания функции 
параметра ветвями слева направо; 

• gD


 – на участках возрастания функции 
параметра ветвями справа налево; 

• fD


 – на участках убывания функции па-
раметра ветвями слева направо; 

• fD


 – на участках убывания функции па-
раметра ветвями справа налево. 

Определение 2. Доминирующей ветвью об-
ластей gD


 и fD


 назовем ветвь, пересекающую 

границу устойчивости в точке с наименьшим 
значением параметра траекторий, а областей 

gD


 и fD


 – ветвь, пересекающую границу 
устойчивости в точке с наибольшим значением 
параметра траекторий в данной области. 

Определение 3. Полином интервального се-
мейства, корневому годографу которого принад-
лежит доминирующая ветвь, назовем доминиру-
ющим полиномом. 

Синтез устойчивого семейства. Сформу-
лируем следующее утверждение. 

Утверждение 1. Если доминирующие ветви 
областей gD


, fD


, gD


 и fD


 пересечения гра-
ницы устойчивости ветвями корневого портре-
та интервальной системы являются устойчивы-
ми, то корневой портрет системы устойчив. 

Доказательство. Если доминирующая 
ветвь одной из областей gD


, fD


, gD


 или fD


 
устойчива, то, очевидно, что устойчивым будет 
и подсемейство ветвей, пересекающих границу 
устойчивости в этой области. Поскольку корне-
вой портрет системы состоит из указанных че-
тырех подсемейств ветвей, то устойчивость 
всех подсемейств влечет за собой устойчивость 
портрета системы в целом. 

Очевидно, что доминирующие ветви обла-
стей gD


, fD


 пересекают границу устойчивости 
на участках кривой распределения параметра в 
точках с минимальными для своих участков 
координатами ω, т. е. на нижних границах со-
ответствующих участков (13), а доминирующие 
ветви областей fD


, gD


 – в точках с макси-
мальными для своих участков координатами ω, 
т. е. на верхних границах соответствующих 
участков (12). На этом основании, исходя из 
формул (12)–(15) сформируем для интервального 

 iω 

аωmin  eω   

 Dω   

 eω   
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семейства полиномов (1) (при четных n, n/2) че-
тыре доминирующих полинома: 

 
 

d1(s) = – 0a s – 1a sn–1 + 2a sn–2 + 3a sn–3 – 4a sn–4 – 
 

– … – 4−na s4 – 3−na s3 + 2−na s2 + 1−na s;      (16) 
 

d2(s) = – 0a sn – 1a sn–1 + 2a sn–2 + 3a sn–3 – 4a sn–4 – 
 

–… – 4−na s4 – 3−na s3 + 2−na s2 + 1−na s;    (17) 
 

d3(s) = – 0a sn – 1a sn–1 + 2a sn–2 + 3a sn–3 – 4a sn–4 –  
 

–… – 4−na s4 – 3−na s3 + 2−na s2 + 1−na s;    (18) 
 

d4(s) = – 0a sn – 1a sn–1 + 2a sn–2 + 3a sn–3 – 4a sn–4 – 
 

–… – 4−na s4 – 3−na s3 + 2−na s2 + 1−na s.  (19) 
 
 

На основе утверждения 1 сформулируем сле-
дующее утверждение. 

Утверждение 2. Для асимптотической устой-
чивости характеристического семейства полино-
мов интервальной системы необходимо и доста-
точно устойчивости четырех доминирующих по-
линомов (16)–(19) этого семейства. 

Как видно, полиномы (16)–(19) аналогичны 
полиномам Харитонова [2]. Однако в отличие от 
них доминирующие полиномы также предостав-
ляют информацию о том, каким образом следует 
изменять коэффициенты, если хотя бы один из 
этих полиномов в результате проверки оказался 
неустойчивым. 

Обозначим значения функции параметра в 
точках пересечения границы устойчивости доми-
нирующими ветвями годографов портрета сле-
дующим образом: в области gD


 – ga , fD


 – fa , 

gD


 – ga , fD


 – fa . Выберем из них сле- 
дующие: 

 

mina  = inf{ ga , fa };                  (20) 
 

maxa  = sup{ ga , fa }.                (21) 
 

Тогда, если начальные точки [5] доминирую-
щих полиномов расположены в левой полуплос-
кости, то для асимптотической устойчивости ин-
тервального семейства (1) необходимо и доста-
точно, чтобы выполнялось неравенство 

 

na  < mina .                         (22) 
 

Если часть начальных точек доминирующих 
полиномов расположена в правой полуплоско-
сти и положительные ветви, выходящие из этих 
точек, пересекают границу устойчивости, для 
асимптотической устойчивости интервального 
семейства (1) необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись неравенства: 

 

na  < mina ;                         (23) 
 

na  > maxa .                        (24) 
 

Для нахождения значений mina  и maxa  до-
статочно решить соответственно уравнения 
корневого годографа (13) и (12) и затем подста-
вить полученные координаты ω в соответству-
ющие уравнения параметра (15) и (14). 
 

В Ы В О Д 
 

В рамках параметрического подхода имеет-
ся ряд условий устойчивости для систем с не-
определенностью. Эти условия, однако, позво-
ляют либо только проверить устойчивость,  
например [2], либо являются условиями гурви-
цевой робостной устойчивости [1], т. е. опреде-
ляют некоторый диапазон устойчивости для 
номинальной устойчивой системы. В данной 
работе, благодаря рассмотрению корневых годо-
графов семейства характеристических полиномов 
интервальной системы (ее корневого портрета), 
выявлены особенности динамики корней поли-
номов семейства в плоскости корней, что позво-
лило получить условия устойчивости для исход-
ной неустойчивой системы, которые дают воз-
можность также рассчитать значения параметров, 
обеспечивающие эту устойчивость. 

 
Л И Т Е Р А Т У Р А 

 
1. Поляк, Б. Т. Робастная устойчивость при ком-

плексных возмущениях параметров / Б. Т. Поляк, Я. З. Цып- 
кин // АиТ. – 1991. – № 8. – С. 45–55. 

2. Харитонов, В. Л. Об асимптотической устойчиво-
сти положения равновесия семейства систем линейных 
дифференциальных уравнений / В. Л. Харитонов // Диф-
ференциальные уравнения. – 1978. – Т. XIV, № 11. –  
С. 2086–2088. 

3. Barmish, B. R. The robust root locus / B. R. Barmish, 
R. Tempo // Automatica. – 1993. – Vol. 26. – P. 183–192. 

4. Римский, Г. В. Автоматизация исследований ди-
намических систем / Г. В. Римский, В. В. Таборовец. – 
Минск: Наука и техника, 1978. – 336 c. 

5. Несенчук, А. А. Анализ и синтез робастных дина-
мических систем на основе корневого подхода / А. А. 
Несенчук. – Минск: ОИПИ НАН Беларуси, 2005. – 234 с. 

 
Поступила 6.06.2006 


