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В учебниках по механике грунтов [1, 2] для 

определения радиальных напряжений в сфери-
ческом сечении упруго-линейного полупро-
странства, нагруженного на поверхности нор-
мальной сосредоточенной силой (рис. 1), при-
водится формула 
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Здесь и далее сжимающие напряжения при-

няты со знаком «минус». 
 

 
 

Рис. 1. Схема сферических и цилиндрических координат 
в полупространстве, нагруженном сосредоточенной силой 

 
Формула (1) получена без достаточно обос-

нованного вывода. Так, в [1] написано: «Для 
упрощенного вывода примем как постулат, что 
напряжение σR пропорционально cosθ и обрат-
но пропорционально квадрату расстояния от 
точки приложения сосредоточенной силы R2». 

В то же время еще в 1885 г. задача о дей-
ствии сосредоточенной силы на упругое полу-
пространство была решена Ж. Буссинеском в 
цилиндрической системе координат. Согласно 
этому решению: 
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где μ – коэффициент поперечной деформации. 

При 
2
π

=θ , z = 0 и r = R в точке К (рис. 1) 

окружное сечение в цилиндрической системе 
координат и сферическое совпадают. Следова-
тельно, в точке К напряжение σR, определенное 
по формуле (2), должно быть равно напряже-
нию σr, рассчитанному по первому уравнению 
системы (3). Но согласно (3) в этой точке 

22
)21(

R
F

r π
µ−

=σ , а по формуле (2) σR = 0. 

Учитывая, что решение Буссинеска является 
общепризнанным, приходится констатировать: 
формулы (1) и (2) записаны недостаточно точно. 

Напряжения в сферическом сечении можно 
получить путем перехода от цилиндрической 
системы координат к сферической. 

Рассмотрим элементарную призму, ограни-
ченную сечениями, перпендикулярными 
направлениям Z, r и R (рис. 2а).  

Из условия равновесия этой призмы выра-
зим σR и τRθ через σz, σr и τrz: 
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Рис. 2. Элементарные призмы, выделенные сечениями, перпендикулярными основным направлениям, в цилиндрической и 
сферической системах координат для определения: а – σR и τRθ; б – σθ и τθR 

 
Подставив в (4) значения напряжений со-

гласно (3), а также учитывая, что 
R
r

=θsin , 

R
z

=θcos , после преобразований получим: 
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Из условия равновесия элементарной приз-
мы, ограниченной сечениями, перпендикуляр-
ными направлениям Z, r и θ (рис. 2б), опреде-
лим σθ через σz, σr и τzr, т. е. 

 

θθτ−θσ+θσ=σθ cossin2cossin 22
zrrz . 

 
После подстановки напряжений σz, σr и τzr,  

а также значений sinθ и cosθ будем иметь 
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Напряжения σϕ в цилиндрической и сфери-

ческой системах координат одинаковы и будут 
определяться вторым уравнением системы (3). 

Зависимости для определения напряжений в 
сферической системе координат можно полу-
чить также из решения Митчела (1900), которое 
приводится в [3]. Митчел рассматривал конус, 
нагруженный в вершине вдоль его оси сосредо-
точенной силой. Если положить угол между 

осью конуса и его стороной равным 
2
π , то ко-

нус превращается в полупространство. При 
этом зависимости, полученные Митчелом, сов-
падают с зависимостями (5) и (6). 

Согласно [1] в сферическом сечении полу-
пространства, нагруженного нормальной со-
средоточенной силой, возникают только нор-
мальные радиальные напряжения σR, которые 
распределены по сечению, как показано на рис. 3. 

 
 

Рис. 3. Распределение радиальных напряжений σR  
по сферическому сечению [1] 

 
Фактически в сферическом сечении будут 

возникать как нормальные σR, так и касатель-
ные τRθ напряжения, определяемые формулами 
(5), графики распределения которых по сече-
нию показаны на рис. 4. 

На небольших участках от θ = θ0 = arccos × 
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Касательные напряжения при θ = θ1 = 5183° 

будут иметь наибольшие значения ( m aR =τ θ  
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Рис. 4. Распределение напряжений по сферическому сече-
нию (5): а – нормальные напряжения σR; б – касательные  
                                   напряжения τRθ 

 
Только для изотропных материалов с коэф-

фициентом поперечной деформации μ = 0,5 в 
сферическом сечении упруго-линейного полу-
пространства будут отсутствовать растягиваю-
щие радиальные напряжения σR, а также каса-
тельные напряжения τRθ. В этом случае в сфе-

рическом сечении возникают только сжимаю- 
щие радиальные напряжения, определяемые 
зависимостью (2). Среди грунтов с таким ко-
эффициентом поперечной деформации можно 
назвать текучую глину. 

 
В Ы В О Д 

 
В результате теоретических исследований 

получены зависимости для определения нор-
мальных и касательных напряжений, возника-
ющих в сферическом сечении полупростран-
ства, нагруженного на поверхности нормальной 
сосредоточенной силой. Показано, что выводы, 
приведенные в учебниках по механике грунтов, 
можно использовать только для изотропных 
материалов с коэффициентом поперечной де-
формации μ = 0,5. В остальных случаях они 
дают недостаточно точные результаты. 
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Несмотря на применение современных ма-

териалов и технологий при строительстве и ре-
монте асфальтобетонных покрытий дорог, про-
блема устранения появляющихся на них де- 

фектов и, как следствие, потребности в со- 
временных эффективных технологиях ямочно-
го ремонта продолжает оставаться актуаль- 
ной, являясь одним из факторов обеспечения 
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