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Одним из главных факторов, определяющих 

работоспособность ядерного реактора АЭС, 

являются температурные условия работы его 

тепловыделяющих элементов (ТВЭЛ), имею-

щих, как правило, форму длинных цилиндров. 

Жесткость условий работы ТВЭЛов (большие 

тепловые и радиационные нагрузки, высокое 

внешнее давление теплоносителя) предполагает 

повышенные требования к ним. Это требует от 

механики деформируемого твердого тела раз-

вития методов определения напряженно-

деформированного состояния (НДС) тел ци-

линдрической геометрии, учитывающих влия-

ние нелинейных деформаций.  

Одной из причин появления напряжений  

в сплошном теле является именно неравномер-

ный нагрев. Заметим, что ТВЭЛы активной зо-

ны реактора работают при высоких температу-

рах. Поэтому расчетно-теоретическое исследо-

вание НДС ТВЭЛов и включает в себя в 

первую очередь определение температурных 

полей и возникающих термонапряжений. При 

этом предполагаем, что теплофизические и ме-

ханические характеристики материала остают-

ся неизменными (или меняются в соответствии 

с полем температуры). Это относится и к проч-

ностным свойствам материала. Абсолютное 

значение и характер распределения поля тем-

пературы определяются мощностью внутренне-

го тепловыделения, теплофизическими свой-

ствами материала и условиями теплосъема с 

поверхности цилиндра. Заметим, что ТВЭЛы 

чаще всего представляют собой длинные ци-

линдры с произвольным поперечным сечением. 

Это позволяет принять методы плоской задачи 

термоупругости для анализа термонапряженно-

го состояния. Все поперечные сечения ТВЭЛа 

эквивалентны, за исключением тех, которые 

расположены вблизи концов. Такая идентич-

ность сечений вытекает из принципа Сен-

Венана. Так как поперечное сечение цилиндри-

ческого ТВЭЛа существенно меньше его дли-

ны, данная система находится в состоянии 

плоской деформации и все сечения деформи-

руются одинаково и только в своей плоскости,  

т. е. все сечения расположены в одних и тех же 

условиях.  

Исследуем неосесимметричное НДС одно-

родного бесконечно длинного, сплошного ци-

линдра (рис. 1), находящегося в неравномерном 

температурном поле T(r, θ) и подвергающегося 

действию приложенной нагрузки P (внешнее 

давление) с учетом деформации тепловой пол-

зучести. В реальности это модель НДС топлив-

ного цилиндрического сердечника ТВЭЛа ак-

тивной зоны реактора АЭС. Уравнение равно-

весия для такой модели имеет вид: 
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Компоненты тензора деформаций связаны  

с компонентами тензора напряжений зависимо-

стями (2): 
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Рис. 1. Модель топливного сердечника 

 

Предполагая условие плоского деформи- 

рования, принимаем: 0;z  0.z z rz zr 

0.z z rz zr  Тогда из (2) имеем , , , .r z r  

Так как деформация ползучести происходит 

при постоянном объеме материала, компоненты 
c связаны условием несжимаемости: 0.c c c

r z 

0.c c c
r z  Использование условия несжимаемо-

сти упрощает запись выражений для главных 

напряжений. В результате компоненты тензора 

напряжений имеют вид:  
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Действующее на цилиндр неоднородное 

температурное поле обусловливает появление 

термонапряжений, физическая сущность кото-

рых связана с неоднородной температурной 

деформацией различных участков цилиндра.  

В условиях неоднородного температурного по-

ля горячие участки стремятся расшириться,  

а соседние холодные участки не допускают 

этого. Поэтому горячие участки материала ци-

линдра находятся в состоянии сжатия, а холод-

ные области материала – в состоянии растяже-

ния. 

В (3) компоненты тензора деформации свя-

заны с компонентами вектора перемещений 

геометрическими уравнениями (соотношения 

Коши): 
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где u,  – компоненты вектора перемещения  

в радиальном и окружном направлениях.  

Объемные (температурные) деформации в 

цилиндре определим следующим образом: 

),(rTTT
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T
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r , где ),(rT  – 

заданная функция в [1, 2]. Соответственно для 

цилиндра )(
4

)(),( 22 rR
q

TsrT v , где R  – 

радиус цилиндра;  – коэффициент теплопро-

водности материала цилиндра; vq  – тепловы-

деление в единице объема материала;  – ко-

эффициент линейного расширения материала 

цилиндра; )(Ts  – температура поверхности 

цилиндра, определяется из задачи теплообме- 
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на между теплоносителем и поверхностью ци-

линдра.  

Зададим механические (необратимые) де-

формации температурной ползучести. При из-

вестном законе изменения интенсивности ско-

рости ползучести ( , , , )c
u uf t T  деформа-

ции ползучести на каждом временном шаге 

определим из выражений (5): 
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где ijijijs ; 
3

ii ; ij  – символ Кроне-

кера; , ,i j r ; t  – интегральный 

нейтронный поток; – плотность нейтронного 

потока; t – время. Отметим, что в случае одно-

осного напряженного состояния согласно (5) 

интенсивность скорости ползучести равна  

скорости ползучести материала: ( , , , )c c m
iiii u u iif t T A 

( , , , ) ,c c m
ii u u iif t T A  что значительно упро-

щает процедуру расчета деформаций ползучести. 

Учитывая соотношения Коши (4), перейдем 

от деформаций к перемещениям в полученных 

выражениях (3) и, подставляя эти соотношения 

в уравнения равновесия (1), получаем систему 

уравнений равновесия, выраженную через пе-

ремещения (6):  
 

2

2 2

2 2

2

2

2 2

2 2

2

1 1 1

2 (1 )

1 2 1
4 3

1 1 2
;

1 (1 )

1 1 1

(1 2 )

2(1 ) 3 4

2

T T c c
c c r r

r

T

u u
u

r r rr r

u

r r r

r
r r r

r r rr r

u u

r r r

r

2 1 4
.

1 2

T
c
r

r r

 

Определение НДС поставленной задачи сво-

дится к решению системы уравнений равнове-

сия (6) со следующими граничными условиями: 
 

0u  при .0r                       (7) 
 

Ввиду симметрии напряженно-деформиро- 

ванного состояния относительно радиальной 

плоскости, так как температурное поле цилин-

дра симметрично ( 00 ), справедливы 

также условия: 
 

 0  ,0
u

при , и  0 0         (8) 

 

где 0 может принимать различные значения в 

зависимости от закона распределения темпера-

туры по периметру (период функции распреде-

ления температуры). 

Принимая, что в начале координат r ,  

и учитывая условие (8), получаем: 
 

 0
 при ;0r                        (9) 

 

Pr  при .0r                    (10) 
 

Отметим, что аналитическое решение зада-

чи термоупругости удается построить лишь  

в исключительно редких случаях. В основном 

это относится к линейным уравнениям механи-

ки для классических геометрических форм. 

Большинство же природных физических про-

цессов описывается нелинейными уравнения-

ми. Аналитическое решение подобных уравне-

(6)
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ний известно лишь для единичных случаев.  

Поэтому решение нелинейных задач сводит-  

ся к использованию численных методов, т. е.  

к тем результатам, которые получены после 

приближения-замены исходного уравнения в 

области существования решения. Главное пре-

имущество этих методов заключается в том, 

что они позволяют получить решение задачи  

в любом случае (и тогда, когда неизвестно ана-

литическое решение). Заметим, что частные 

случаи решения уравнения теплопроводности 

для различных тел как с источниками теплоты, 

так и без них, рассмотрены во многих работах. 

Однако эти решения могут быть получены 

лишь в том случае, если функция распределе-

ния источников теплоты допускает интегриро-

вание уравнения. Примером может служить 

вывод формул для термических напряжений в 

полом цилиндре [3]. Недостаток таких решений 

температурных задач состоит еще и  в том, что 

эти формулы получены из интегральных соот-

ношений, выведенных применительно к телам, 

не испытывающим внешних нагрузок и влия-

ния температурной ползучести. В действитель-

ности же топливный сердечник испытывает 

напряжение не только вследствие нагрева, но и 

из-за действия внешнего давления со стороны 

газового зазора и ползучести материала. По-

этому аналитические интегральные формулы 

решения нельзя принять для проводимого рас-

чета.   

Для интегрирования уравнений (6) исполь-

зуем  метод конечных разностей. В частности,  

в [4] предлагался численный метод решения 

подобной задачи. Суть разработанного метода 

состоит в следующем. На первом этапе разре-

шаем неосесимметричную задачу конечно-

разностным методом при значениях εc, равных 

нулю. Для этого в области изменения перемен-

ных 00 , 0 r R  строим  сетку из линий 

const  и constr  (рис. 2).  
 

 

Разобьем отрезок 0, R  равноотстоящими 

точками: 00r , Rrn , ,ri ihr ,r

R
h

n
  1, 0,1, ..., .i n 

 1, 0,1, ..., .i n Аналогично отрезок ,0  равно-

отстоящими точками: 0 0,  0;m  ,jhi  

0

,h
m  

0, 1, ..., ,j m  где rh  и h – шаги сет-

ки в радиальном и окружном направлениях. 

Выпишем неявную разностную схему с весо-

выми коэффициентами [5]. Это значит, что для 

вычисления производных по  в точке ri раз-

ностной схемы используются значения сеточ-

ных функций на (n + 1)-м и (n – 1)-м слоях по  

радиусу. Так, )(),( 11
2

2

2

2
i
j

i
j uuhr

u
, 

причем 1. Производные по радиусу и 

угловой координате аппроксимируем конечно-

разностными выражениями. Для первого урав-

нения системы (6) имеем:  
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Рис. 2. Схема численного определения НДС 
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Соответствующая система, отвечающая 

первому уравнению равновесия (6), может быть 

записана в следующем виде:  
 

1 1 1
1 1 1 1 1(1 2 )i i i

j j ju u u  

1 2
2 2 12 (1 ) ( , ) .i i i

j j j ru u F u h   (17) 
 

Аналогично можно представить второе 

уравнение равновесия системы (6): 
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Слагаемые ),(1 uF
i

j
 нелинейные относи-

тельно i
j

i
ju , , поэтому для решения уравнений  

непосредственно неприменимы методы, разви-

тые для линейных систем. Однако решение 

может быть построено по методу итераций [6]. 

На каждом шаге последовательных приближе-

ний величины ),(1 uF
i

j  вычисляются по зна-

чениям сеточных функций, найденных в ре-

зультате предыдущей итерации. В результате 

этого на каждом шаге итерационного процесса 

уравнения линейны. А начальное приближение 

для итерационного процесса находится путем 

экстраполяции уже вычисленных значений ис-

комых сеточных функций, относящегося к 

предыдущему радиусу.  

Граничные условия (7)–(10) в разностной 

форме примут вид: 
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Начальная система уравнений (6) стала эк-

вивалентной системам (17) и (18) с граничными 

условиями (22). Системы уравнений (17), (18) 

имеют матрицы трехдиагональной структуры  

и могут быть решены по методу прогонки [7], 

где i1 , i2 , i1 , i2  зависят только от текуще-

го радиуса ir , а правые части уравнений (17), 

(18) – функции от перемещений  на предыду-

щих, уже известных, слоях радиуса ( , 1)i i ,  

т. е. не содержат независимые переменные 

( 1 1,i i
j ju ) для рассматриваемого )1(i -го слоя 

по радиусу и являются экстраполированными 

числовыми значениями.  

Иллюстрация схемы численного решения 

представлена на рис. 2. Расчет начинается  

с 0.i  Учитывая граничные условия (22)  

и 01
ju ; 01

j , вычисляем сначала 

),(0
1 uF j , а потом – правую часть (17). Затем 

разрешаем (17) методом прогонки вдоль кривой 

.j  Найдя значения 
1

ju , переходим к решению 

(18): вычисляем 0
2 ( , )jF u , правую часть (18),  

и решаем это уравнение вдоль кривой j  отно-

сительно 1
j . После первого слоя переходим ко 

второму – устанавливаем 1i  и проделываем 

действия, аналогичные описанным выше. По-

добным образом, двигаясь по радиусу ir  от 
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предыдущих слоев к текущему и «пробегая» 

вдоль кривой ,j  методом прогонки от 0j  

до j m  осуществляем вычисления 1i
ju  по 

первому уравнению равновесия и 1i
j  – по 

второму, до 1.i n  Таким образом, находим 

численное неосесимметричное решение задачи. 

Зная вектор перемещения точек цилиндра 1i
ju  

и 1,i
j  по (4) и (3) можем построить тензоры 

деформаций и напряжений в любой точке по 

периметру цилиндра с дальнейшим пересчетом 

характеристик НДС через промежуток t  для 

учета температурной ползучести по (5). 

 
В Ы В О Д 

 

Окончательное суждение об описанном 

НДС цилиндра может быть сделано лишь после 

соответствующих реакторных и других испы-

таний, однако проектирование можно суще-

ственным образом облегчить путем использо-

вания подобных оценочных расчетов термона-

пряжений, позволяющих сразу же в какой-то 

мере приблизиться к наиболее рациональным 

конструкциям. Между тем топливные материа-

лы подвергаются и нейтронному облучению, 

которое существенно меняет характеристики 

материала. Речь идет о радиационном распуха-

нии материалов, которое является принципи-

ально новым явлением и свойственно только 

элементам конструкций ядерной энергетики. 

Поэтому расчетно-теоретическое обоснование 

НДС моделей топливных сердечников остается 

неполным без учета облучения. Отсюда выте-

кает необходимость моделирования расчета 

НДС длинного сплошного цилиндра, в котором 

будет рассматриваться поведение материалов 

ТВЭЛов при облучении. А полученные в рабо-

те выражения и предложенная численная схема 

решения задачи определения неосесимметрич-

ного НДС длинного цилиндра, подверженного 

неравномерному нагреву в условиях темпера-

турной ползучести, может послужить основой 

для разработки и проведения подобных прак-

тических расчетов на прочность.  
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